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这 本 书 能 翻译 成 中 文 出 版 ， 令 我 们 备 感 弯 幸 .真诚 希望 中 国 的 学 生 们 与 
我 们 当初 乐于 写作 此 书 一 样 ， 乐 于 阅读 这 本 书 . 在 本 书 原 稳 中 ， 有 许多 
美国 习惯 用 语 ， 它 们 很 难 在 其 他 语言 中 找到 对 应 的 描述 形式 ， 所 以 我 们 
要 感谢 译 者 在 翻译 本 书 时 所 付出 的 艰 苗 努力 . 





WA Ee VF Je oe 


图 元 社区 读者 评论 


阅读 《具体 数学 》 是 一 件 非常 恰 悦 的 事 ， 细 细 体 会 大 师 深 忱 的 思想 ， 时 
不 时 看 到 充满 底 谱 意味 的 涂 获 ， 会 心 一 笑 ， 深 思 中 得 以 放松 .阅读 过 程 
中 对 某 段 话 、 东 个 公式 的 心领神会 ， 那 种 感觉 很 难 用 文字 表达 ， 难 怪 中 
国有 个 成 语 叫 做 “ 妙 不 可 言 ”. 





-一 守备 


作者 直言 数学 光 有 抽象 的 美 是 不 够 的 ， 那 些 具体 的 问题 和 技术 ， 以 及 其 
与 真实 世界 的 联系 也 是 必须 的 ，.……. 书 中 全 古 直 接 的 推演 ， 绝 妙 的 技巧 
会 让 学 生 很 受 刺激 的 ! 页 边 的 涂鸦 真 的 非常 有 意思 ， 而 且 也 有 真实 感 ， 
作者 一 点 部 没有 欺骗 读者 . 











这 是 一 本 充满 数学 技巧 和 实战 心得 的 书 ， 令 人 望而却步 的 理论 推导 也 

有 ， 但 是 别 担心 ， 一 来 并 不 难 ， 二 来 有 充分 的 铺垫 和 预 热 .好像 一 个 武 
林 高 手打 开 了 他 的 兵器 库 ， 如 数 家 珍 地 一 样 样 合 出来， 手把手 教 你 基本 
功 ,“ 把 这 些 学 扎实 ， 我 再 传 你 绝世 武功 ?. 嗯 ， 你 一 定 也 感受 到 了 高 德 
纳 藏 在 镜片 后 狼 点 的 目光 . 


一 一 浮生 小 起 


《具体 数学 》 是 一 本 需要 慢 慢 体会 和 品味 的 教材 .这 本 书 非常 严谨 ， 逻 
辑 条 理 清晰 ， 大 多 数 主题 部 是 我 们 所 熟悉 的 .…... 如 果真 的 想 读 懂 一 间 甚 
至 于 一 节 ， 花 多 少时 间 都 不 过 分 . 有 时 间 的 话 ， 大 家 都 可 以 答 试 着 目 己 
推导 书 中 的 每 一 个 公式 ， 也 可 以 对 每 一 个 场景 举一反三 . 
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图 灵 社 区 的 空军 、 学 徒 1、 浮 生 小 副 、 数 学 家 、 邓 国平 、staryin、 王 腾 
超 、 日 龙 、yaoweil23、lt、 将 蛮 称 等 读者 在 本 书 审读 活动 中 提出 了 很 
多 宝贵 建议 ， 特 此 表示 感谢 . 


N?7. 


HU a 


本 书 成 形 于 斯 坦 福 大 学 的 同名 课程 讲义 ， 该 课目 1970 年 以 来 每 年 都 会 开 
设 . 每 年 大 约 有 50 名 学 生 选 学 这 门 课 ， 有 本 科 生 ， 主 要 是 研究 生 ， 他 们 
毕业 后 逐渐 在 各 地 开设 了 类 似 的 谍 程 . 由 此 看 来 ， 问 更 为 广泛 的 读者 
(包含 大 学 二 年 级 学 生 ) 提供 教材 的 时 机 已 经 成 熟 了 . 


“读者 对 象 、 读 者 水 平 以 及 处 理 方式 ， 这 些 描述 是 前 言 里 应 该 谈 及 的 . ”一 一 P. R. 
[173] 























Halmos 


具体 数学 诞生 之 际 ， 正 着 一 个 黑暗 的 、 暴 风 又 雨 般 动荡 的 十 年 . 在 那些 
骚动 不 安 的 岁月 里 ， 长 期 秉承 的 价值 观 频频 受到 质疑 ， 大 学 校园 成 了 争 
论 的 温床 . 大 学 课程 本 里 也 受到 挑战 ， 数 学 同样 难 逃 严重 细 究 之 厄运 . 
John Hammersley 刚 刚 写 了 一 篇 发 人 深 省 的 文章 “On the enfeeblement of 
mathematical skills by‘Modern Mathematics’and by similar soft intellectual 
trash in schools and universities”(《 论 中 学 和 大 学 中 被 “现代 数学 ”以 及 类 
似 的 软 智 力 垃 圾 弄 得 日 益 衰 弱 的 数学 技巧 》) L179， 其 他 颇 感 担忧 的 数 
学 家 们 [34 其 至 发 问 : “数学 能 得 到 抒 救 吗 ? ”本 书 作 者 高 德 纳 (Donald 
E. Knuth) 撰写 了 名 为 The Art of Computer Programrming〈《 计 算 机 程序 
设计 艺术 》) WANES. 在 写 第 一 卷 时 ， 他 发 现 一 些 数 学 工具 从 他 的 
数学 武 库 中 消失 了 . 为 透彻 而 扎实 地 理解 计算 机 程序 ， 他 所 需要 的 数学 
已 经 与 他 读 大 学 数学 专业 时 所 学 习 的 内 容 授 然 不 同 . 所 以 ， 他 引入 了 一 
门 新 的 课程 ， 讲 授 他 认为 本 该 有 人 教授 他 的 那些 内 容 . 


“人 们 用 行 话 来 武装 自己 ， 的 确 得 到 一 点 短暂 的 威望 : 他 们 可 以 自命 不 凡 ， 卖 弄 表 面 的 专 
业 知 识 . 但 是 ， 我 们 对 受过 教育 的 数学 家 们 的 真正 要 求 ， 不 是 他 们 能 说 些 什么 ， 甚 至 也 
不 是 他 们 对 现存 的 数学 知识 知道 些 什么 ， 而 是 他 们 会 用 所 学 知识 做 些 什么 ， 以 及 他 们 能 
否 实 实 在 在 地 解决 实践 中 提出 来 的 数学 问题 . 简 言 之 ， 我 们 要 的 是 行动 ， 而 不 是 空 


谈 . ”——J. Hammersley!!76! 


这 门 冠 名 “ 具 体 数 学 ”的 课程 起 初 是 为 矫正 “抽象 数学 ”而 设置 的 ， 那 时 ， 
具体 的 经 典 结果 正在 被 接 贵 而 至 的 俗称 “新 数学 ”的 抽象 思想 迅速 据 弃 在 
现代 数学 诗 程 表 之 外 . 抽象 数学 是 一 个 奇妙 的 主题 ， 其 中 没有 任何 请 
te, ‘CRS. JHA, XH. 但 是 ， 它 的 拥护 者 们 误 以 为 ， 数 学 的 其 
余部 分 都 是 低劣 而 不 再 值得 关注 的 了 .一般 化 的 目标 变 得 如 此 时 暑 ， 使 
得 整整 一 代数 学 家 变 得 不 会 欣 沉 具体 数学 之 美 ， 不 能 齐 受 求解 数量 型 问 


































































































题 的 挑 成， 也 不 再 重视 技术 手段 之 价值 ， 抽 象 数学 于 是 变 得 排外 ， 并 乏 
源 失 去 与 现实 的 联系 。 数 学 教育 需要 增加 有 具体 的 夺 色 以 保持 健康 的 下 
a 


高 德 纳 在 斯 坦 福 大 学 第 一 次 讲授 具体 数学 这 门 课 时 ， 说 他 打算 讲授 一 门 
硬性 而 非 软 性 的 数学 课 ， 这 也 解释 了 这 个 略 显 古怪 的 课程 名 称 . 他 宣 
称 ， 与 某 些 同事 的 期 望 相反 ， 他 既 不 打算 讲授 集合 论 ， 也 不 打算 讲授 
Stone 巾 入 定理 ， 甚 至 不 讲授 Stone-Cech 紧 人 至 化 . ( 几 位 土木 工程 系 的 学 
生 于 是 站 起 来 ， 安 静 地 离开 了 教室 . ) 


“数学 的 核心 是 由 具体 的 例子 和 具体 的 问题 组 成 的 . "BP. R. Halmos!?72] 


尽管 具体 数学 的 起 步 是 针对 流行 趋势 的 反动 ， 但 是 它 存 在 的 主要 理由 是 
有 共有 积极 而 非 消极 意义 的 .作为 一 门 持续 受 欢迎 的 课程 ， 它 的 题材 得 

以 “充实 ”并 在 各 种 新 的 应 用 中 被 证 明 是 有 价值 的 . Z. A. Melzak 曾 出 版 

了 两 卷 本 的 著作 Companion to Concrete Mathematics [267] ， 从 另 一 个 角度 
肯定 了 这 一 课程 名 称 的 恰当 性 . 


“在 讲授 具体 的 对 象 之 前 就 讲授 抽象 的 内 容 ， 是 完全 不 应 该 的 . ”—Z. A. Melzak!?67] 


具体 数学 的 素材 初 看 像 是 一 堆 互 不 相干 的 技巧 ， 但 是 透 过 实践 可 以 把 它 
汇集 成 一 组 严 刘 高 效 的 工具 .的确 ， 这 些 拉 术 有 基本 的 一 致 性， 且 对 许 
多 人 都 有 极 强 的 吸引 力 . SEERE (Ronald L. Graham) 在 
1979 年 首次 教授 这 门 课时 ， 学 生 们 都 感觉 很 有 趣 ， 以 至 于 决定 一 年 后 举 
行 一 次 班级 聚会 . 


具体 数学 完 竟 是 什么 呢 ? 它 融合 了 连续 数学 和 离散 数学 . :更 具体 地 

说 ， 它 是 利用 一 组 求解 问题 的 技术 对 数学 公式 进行 有 控制 的 操作 .理解 

了 本 书 的 内 容 之 后 ， 你 所 需要 的 加 是 一 颗 冷 静 的 头脑 、 一 大 张 纸 以 及 较 

为 工整 的 书写 ， 以 便 对 看 上 去 令 人 仅 怖 的 和 式 进 行 计算 ， 求解 复杂 的 弟 

归 关 系 ， 以 及 发 现 数据 中 隐藏 的 精妙 规律 .你 会 对 代数 技巧 得 心 应 手 ， 

oe 得 到 精确 的 结果 比 求 出 仅 在 一 定 意义 下 成 立 的 近似 解 
SAE. 
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L 体 数学 的 英文 Concrete 取 自 连 续 (CONtinuous) 和 离散 (disCRETE) 两 个 单词 . 编者 
注 


























基体 数 学 是 通 向 抽象 数学 的 桥梁 . 











这 本 书 要 探讨 的 主题 包括 和 式 、 递 归 式 、 初 等 数论 、 二 项 式 系数 、 生 成 
函数 、 离 散 概 率 以 及 渐 近 方法 . 其 重点 是 强调 处 理 技术 ， 而 不 是 存在 性 
定理 或 者 组 合 推理 ， 目 的 是 使 每 一 位 读者 熟悉 离散 性 运算 〈 如 最 大 整数 
PRU Re ARR A) ， 就 好 像 每 一 位 学 习 微 积 分 的 学 生 都 熟悉 连续 性 运 
算 一 样 〈 如 绝对 值 函 数 以 及 不 定 积分 ). 


“ 略 过 看 似 基 础 内 容 的 高 水 平 读者 ， 比 略 过 看 似 复杂 内 容 的 较 低 水 平 读者 ， 可 能 错失 更 多 
的 东西 .一 G. WAE] 


注意 ， 这 些 主题 与 当今 大 学 本 科 中 的 “离散 数学 ” 诬 程 的 内 容 截 然 不 同 . 
因此 ， 这 门 课程 需要 一 个 不 同 的 名 称 ， 而 “具体 数学 ?可 谓 恰 如 其 分 . 


最 初 在 斯 坦 福 大 学 教授 “具体 数学 ”的 教材 是 The Art of Computer 
Programmingt200 中 的 “Mathematical Preliminaries”( 数 学 预备 知识 ) 一 
节 . 但 是 ， 那 110 页 的 内 容 相 当 简 洁 ， 所 以 另 一 位 作者 欧 伦 :由 塔 许 尼克 
(Oren Patashnik) 受到 启发 ， 撰 写 了 一 套 长 篇 幅 的 补充 笔记 . 这 本 书 就 
是 那些 笔记 的 产物 ， 它 扩充 了 “数学 预备 知识 ”中 的 资料 ， 也 更 从 容 地 引 
出 了 这 些 预 备 知识 ， 其 中 略 去 了 那些 较 高 深 的 部 分 ， 同 时 又 包含 了 笔记 
里 未 提 及 的 主题 ， 使 得 书 的 内 容 更 为 完整 . 


[我 们 没 敢 叫 作 “ 离 续 数 学 ”(Distinuous Mathematics) . ] 


我 们 很 享受 一 起 写 这 本 书 ， 因 为 这 门 谍 程 束 在 我 们 眼前 逐渐 定型 ， 获 得 
了 生命 ， 它 就 看 似 是 自 己 写 就 的 . 此外， 我 们 这 些 年 来 在 知 干 地 方 采 用 
的 非常 规 方法 看 起 来 也 十 分 妥 帖 ， 让 人 忍 不 住 认为 ， 这 本 书 正好 宣告 了 
我 们 所 喜爱 的 做 数学 的 方式 ， 所 以 我 们 想 ， 这 本 书 就 像 讲述 数学 之 美 之 
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Cral 件 具 体 的 救生 衣 抛 问 沉 入 抽象 大 海 的 学 生 ， ”一 一 W.Gottschalk 


目 从 本 书 在 大 学 环境 中 诞生 以 来 ， 我 们 就 一 直 和 尝试 以 非 正式 的 风格 来 体 
现 当代 诬 堂 教学 的 精神 . 有 些 人 认为 数学 是 一 项 严肃 的 工作 ， 必 须 是 冷 
冰冰 的 ， 但 是 我 们 认为 数学 是 娱乐 ， 而 且 并 不 考 于 承认 这 个 事实 .为 什 
么 要 把 工作 和 娱乐 截然 分 开 呢 ?” 具 体 数 学 充满 了 引人入胜 的 模式 ， 其 演 
算 推 理 并 非 总 是 轻而易举 ， 然 而 答案 却 可 能 极 具 魅力 . 数学 工作 的 欢乐 
和 忧伤 都 鲜明 地 反映 在 这 本 书 中 ， 因 为 它们 是 我 们 生活 的 一 部 分 . 




















学 生 们 总 是 比 老 师 们 更 有 头脑 ， 所 以 我 们 请 这 个 教材 的 首 批 学 生 提 出 他 
们 坦诚 的 意见 ， 即 旁 注 中 的 “涂鸦 ”. 在 这 些 “ 涂 鸦 ? 中 ， 有 一 些 仅仅 是 套 
话 ， 有 一 些 则 很 深奥 ， 有 一 些 提醒 区 分 蚊 义 或 者 含混 之 处 ， 有 一 些 则 是 
后 排 那 些 聪明 家 伙 爱 做 的 点 评 ， 有 一 些 是 正面 的 ， 有 一 些 是 负面 的 ， 还 
A ESM AM May. 但 是 ， 它 们 都 是 情感 的 真实 表现 ， 应 该 有 助 于 读者 
理解 正文 内 容 . 〈 这 种 劳 注 的 灵感 来 自 名 为 Approaching Stanford 〈《 走 
近 斯 坦 福 》) 的 学 生 手 册 . 在 这 本 手册 中 ， 官 方 的 大 学 信息 与 即将 离 校 
的 学 生 评 论 相 映 成 趣 . 例如 ， 斯 坦 福 大 学 说 :“ 在 斯 坦 福 大 学 这 个 无 定 
型 的 生活 方式 中 ， 有 一 些 东西 是 你 不 能 错过 的 . ”而 劳 注 中 写 道 :“ 无 定 
型 ..….. 鬼 知道 是 什么 意思 ? 这 里 到 处 都 是 典型 的 伪 理 智 主义 . ”斯 坦 福 
大 学 说 : “一 群 住 在 一 起 的 学 生 ， 他 们 的 潜力 是 无 穷尽 的 . ”而 涂鸦 则 声 
称 :“ 斯 坦 福 大 学 的 宿舍 就 像 无 人 管理 的 动物 园 . ”) 


BEER AS: Kilroy wasn’t Haar. Free the group. Nuke the kernel. Power to the n. N=l => P 
=NP. 














我 对 这 个 主题 的 兴趣 只 能 靠边 站 . 






































?这 些 涂 鸦 都 是 将 某 个 典故 与 数学 关联 在 了 一 起 . 比如 “Kilroy was here!” 指 第 二 次 世界 大 战 期 
间 美 国士 兵 墙壁 涂鸦 ， 而 Haar 是 指 Alfrkd Haar， 一 位 匈牙利 数学 家 . 《如 无 特殊 说 明 ， 本 书 脚 
注 均 为 译 者 注 . 
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劳 注 中 也 直接 引用 了 著名 数学 家 们 的 话 ， 这 些 话 是 他 们 在 宣布 茶 些 重大 
发 现时 所 说 的 . 看 起 来 ， 将 羔 布 尼 次 、 欧 拉 、 高 斯 等 人 的 话 与 那些 继续 
其 研究 工作 的 人 的 话 混 在 一 起 是 合适 的 . 数学 是 映 处 各 地 的 人 进行 的 不 
间断 的 探索 研究 ， 涓 涓 细 流 才 能 汇 成 浩瀚 的 海洋 ， 


这 是 我 曾经 上 过 的 最 令 人 愉快 的 课程 ， 你 在 学 习 时 能 加 以 总 结 会 大 有 神 益 . 
这 本 书包 含 了 500 多 道 习 题 ， 分 成 如 下 六 大 类 . 


。 热身 题 ， 这 是 每 一 位 读者 在 第 一 次 阅读 本 书 时 就 应 完成 的 习题 . 

Se ee 
学 习 最 好 . 

。 作业 题 : 是 加 深 理解 当前 章节 内 容 的 问题 . 

。 考试 题 : 一 般 同 时 涉及 两 章 以 上 的 内 容 ， 可 作为 家 许 测 试题 〈 不 作 
为 读音 上 的 限时 考试 ) 

。 附加 题 : 它们 超出 了 学 习 本 教材 的 学 生 的 平均 水 平 ， 以 耐人寻味 的 
方式 扩展 了 书 中 的 知识 . 












































。 研究 题 ， 或 许 非 人 力 所 能 解 ， 但 是 这 里 给 出 的 题 似 乎 值得 一 试 吴 手 
(不 限时 ) . 


我 明白 了 ， 且 体 数 学 就 意味 着 操练. 


























作业 题 挺 难 ， 但 是 我 学 到 很 多 ， 值 得 为 它 付出 时 间 . 

















家 性 测试 题 极其 重要 一 一 请 保留 它们 . 




















我 猜想 考试 比 作 业 更 困难 . 


附录 A 中 给 出 了 所 有 习题 的 答案 ， 第 各 还 附 有 相关 的 解 题 思 路 《〈 当 
然 ， 研 究 题 的 “答案 ”并 不 完全 . 但 即便 如 此 ， 也 会 给 出 部 分 结果 或 者 提 
示 ， 这 或 许 会 很 有 帮助 .〉 我 们 误 励 读者 看 一 看 答 有 琳 ， 特 别 是 热身 题 的 
答案， 但 应 该 首先 努力 试图 求解 问题 ， 而 不 是 在 这 之 前 就 偷 宁 答案 . 


偷懒 者 有 可 能 通过 抄袭 答案 通过 这 门 课程 ， 但 他 们 是 在 自欺欺人 . 


在 附录 C 中 ， 我 们 尝试 说 明 每 道 习 题 的 出 处 ， 因 为 一 个 富有 教 益 的 问题 
常常 融会 了 大 量 的 创造 性 思想 或 者 运气 .很 遗憾 ， 数 学 家 们 有 个 不 好 的 
传统 : 借用 了 习题 ， 而 不 表示 感谢 . 我们 相信 ， 相 反 的 做 法 ， 例 如 棋 类 
书籍 和 杂志 中 的 做 法 (通常 都会 指出 最 初 棋 类 问题 的 名 字 、 时 间 和 地 

FA) ， 要 远 胜 于 此 . 然而， 许多 流传 已 信 的 问题 我 们 已 经 无 从 考证 其 来 
Vi. 如 果 有 读者 了 解 茶 个 习题 的 起 源 ， 而 书 中 的 说 明 缺 失 或 不 够 准确 ， 

我 们 非常 乐于 知道 详情 ， 以 便 在 这 本 书 的 后 续 版 本 中 予以 纠正 . 


困难 的 考试 并 没有 顾及 要 准备 其 他 课程 的 学 生 . 


这 本 书 自始至终 使 用 的 数学 字体 是 由 Hermann Zapf??? rit, ‘EA 
美国 数学 会 委托 ， 并 且 在 由 B. Beeton, R.P. Boas, L.K. Durst. D. E. 
Knuth, P. Murdock, R. S. Palais. P. Renz. E. Swanson, S. B. Whidden 
MIW. B. Woolf 组 成 的 委员 会 的 帮助 下 发 展 起 来 .Zapf 的 设计 基本 原理 是 
抓 住 数学 的 韵味 ， 就 好 像 它 是 一 位 数学 家 用 极其 漂亮 的 书法 书写 出 来 
的 . 采用 手写 体 而 不 用 呆板 机 械 的 风格 是 恰当 的 ， 因 为 人 们 一 般 是 用 钢 
笔 、 铅 笔 或 者 粉笔 创造 数学 的 . 例如， 新 设计 的 一 个 特征 是 “0” 的 符 
写 ， 这 个 符号 的 顶部 有 点 尖 ， 因 为 在 曲线 回 到 起 点 时 ， 手 写 的 零 很 少 能 
够 平滑 地 闭合 . ) 字母 是 直立 的 ， 而 不 是 斜 置 的 ， 所 以 下 标 、 上 标 以 及 
撒 号 都 更 容易 与 常规 符号 融 为 一 体 . 这 种 新 的 字体 取 名 为 AMS Euler, 
是 以 伟大 的 瑞士 数学 家 莱 昂 哈 德 ' 欧 拉 《〈1707 一 1783) 的 名 字 命 名 的 ， 










































































他 有 如 此 众多 广为人知 的 数学 发 现 . 这 一 字母 系统 包括 Euler Text. 

Euler Fraktur 和 Euler Script Capitals， 还 有 Euler Greek 以 及 像 FI N 这 样 
的 特殊 符号 .我 们 特别 高 兴 能 在 这 本 书 里 让 Euler 字 体 家 族 登 台 亮相 ，5 
BAAR Ee EIE = DOR SN EY i PE BE A E K 


fe 





























3 本 书 中 文 版 没有 采用 这 个 字体 库 ， 难 于 呈现 原 书 的 字体 ， 我 们 深 表 遗憾. 编者 注 
































我 不 习惯 这 张 面孔 . 











我 们 非常 感谢 Andrei Broder, Ernst Mayr. Andrew Yao 〈 姚 期 智 ) 和 
Frances Yao (fit) ， 他 们 在 斯 坦 福 大 学 教授 具体 数学 的 这 些 年 间 对 这 
本 书页 献 极 大 . 此 外 ， 我 们 对 助教 们 表示 十 二 万 分 的 感谢 ， 他 们 将 每 一 
年 班级 所 发 生 的 事情 创造 性 地 记录 下 来 ， 并 且 帮 助 设计 了 考题 ， 他 们 的 
名 字 列 在 了 附录 C 中 . 这 本 书 基本 上 是 十 六 年 来 教学 讲义 的 价值 的 缩 
影 ， 没 有 他 们 出 色 的 工作 ， 就 不 会 有 这 本 书 . 


亲爱 的 教授 : 感谢 (1) 这 些 双关 语 ，(2) 这 些 题材 . 


本 书 出 版 还 得 益 于 许多 其 他 人 的 帮助 . 例如， 我 们 希望 表扬 布朗 大 学 、 
哥伦比亚 大 学 、 纽 约 市 立 大 学 、 普 林 斯 顿 大 学 、 羔 斯 大 学 和 斯 坦 福 大 学 
的 学 生 ， 他 们 贡献 了 精 选 的 涂鸦 之 作 ， 并 为 初稿 挑 错 .我 们 与 Addison- 
Wesley 的 接触 特别 富有 成 效 和 助 益 .特别 地 ， 我 们 希望 感谢 出 版 人 Peter 
Gordon、 产 品 监理 Bette Aaronson、 设 计 师 Roy Brown 以 及 文字 编辑 Lyn 
Dupré. 美国 国家 科学 基金 以 及 海军 研究 署 给 予 了 非常 宝贵 的 文 持 . 在 
我 们 准备 索引 时 ，Cheryl Graham 给 了 极 大 的 帮助 .最 重要 的 是 ， 我 们 项 
望 感谢 夫人 们 (Fan、J 训 以 及 Amy) 给 予 我 们 的 耐心 、 支 持 、 鼓 励 以 及 


= 
意见 . 

















我 不 知道 学 到 的 东西 对 我 有 何 帮 助 . 


本 书 第 二 版 新 增 了 5.8 节 ， 它 描述 了 本 书 第 一 版 付 印 之 后 不 久 Doron 
Zeilberger 所 发 现 的 某 些 重要 想法 . 对 第 一 版 所 做 的 进一步 改进 几乎 在 每 
一 页 中 都 能 找到 . 


学 这 门 课程 时 我 有 过 许多 困扰 ， 但 是 我 知道 它 使 我 的 数学 技巧 以 及 思维 





























上 力 得 以 加 强 . 


我 们 一 直 试 图 写 出 一 本 完美 之 书 ， 但 是 我 们 不 是 完美 无 暇 的 作者 . 因此 
恳请 读者 帮助 我 们 纠正 错误 . 对 于 每 个 错误 ， 我 们 乐于 给 第 一 个 报告 该 





amp 




















错误 的 读者 支付 2.56 美 元 ， 无 论 它 是 数学 错误 、 史 实 错误 还 是 印刷 错 
误 . 








我 建议 混 学 分 的 学 生 不 要 上 这 门 诬 . 


1988 年 5 月 于 新 泽 西 州 缘 勒 山 
1993 年 10 月 于 加 利 福 尼 亚 州 斯 坦 福 


ye 


一 一 多 立 恒 ， 高 德 纳 ， 骨 塔 许 尼 死 





X rt A: Tx 
WS YEE 
本 书 中 的 某 些 符号 体系 并 不 标准 .一些 读者 会 在 其 他 书 中 学 习 类 似 的 内 


容 ， 这 里 列 出 了 他 们 可 能 不 熟悉 的 记号 ， 同 时 也 标注 了 这 些 记号 所 在 的 
页 码 . 《一 些 标准 的 记号 可 以 参见 本 书 的 索引 ) 


C 
以 2 为 底 的 对 数 ， 1082 T 
ke] gs max{njn <2, neg 


TEMER: 1/(T n)! 
MER: I(r + n)/T(x ) 
ze, N0! — n!/1!+ -+-+ (—1)”n!/n! 














cM: x, Mee = T+ hy 
部 : Y, Re =O + dy 








斯 特 林 轮换 数 《〈 第 一 类 斯 特 林 数 ) 





| n 斯 特 林 子 集 数 〈 第 二 类 斯 特 林 数 ) 





欧 拉 数 (Eulerian number) 








<A) 




















1, Wm RN: AM, o* 


[min] fy tas ina am, o" 


* 一 般 情况 下 ， 如 果 S 可 以 为 真 也 可 以 为 假 ， 那 么 [S] 就 意味 着 : URSA 
真 ，[S] 束 为 1; 否则 ，[S] 束 为 0. 


aq/bc 与 q/(boc) 是 一 样 的 . 另外 ， log Èf log y = (log x) /| log y ), 2n! = 2(n!), 
如 果 你 不 明白 页 码 中 的 X 表 示 什 么 ， 那 就 问 问 你 的 拉丁 语 导 师 ， 而 不 是 数学 导师 
































预 应 力 泥 凝 土 数学 (prestressed concrete mathematics) 就 是 在 具体 数学 〈concrete 
mathematics) 前 加 上 一 串 眼 花 综 乱 的 记号 . 





1 递归 问题 RECURRENT 
PROBLEMS 


本 章 探 讨 三 个 范例 ， 以 便 你 对 后 面 要 讲述 的 内 容 有 个 大 概 了 解 . 它们 有 
两 个 共同 的 特征 : 一 是 都 曾 被 数学 家 们 反复 研究 过 ;二 是 它 们 的 解 都 用 
到 了 递归 的 思想 ， 每 一 个 问题 的 解 都 依赖 于 同一 问题 的 更 小 实例 的 解 . 


1.1 河内 塔 

我 们 首先 探讨 一 个 称 为 河内 塔 的 精巧 智力 题 ， 它 是 由 法 国 数学 家 爱德华 
- 卢 卡 斯 于 1883 年 发 明 的 ， 给 定 一 个 由 8 个 圆 盘 组 成 的 塔 ， 这 些 圆 盘 按照 
大 小 递减 的 方式 套 在 三 根 桩 柱 中 的 一 根 上 . 


如 果 你 从 没有 见 过 这 个 ， 请 举 手 . 
好 的 ， 其 他 人 可 以 迅速 转 到 式 (1.1) . 











我 们 的 目的 是 要 将 整个 塔 移动 到 为 一 根 桩 柱 上 ， 每 次 只 能 移动 一 个 贺 
盘 ， 且 较 大 的 圆 盘 在 移动 过 程 中 不 能 放置 在 较 小 的 圆 盘 上 面 . 


FAR HPO] 给 这 个 玩具 赋予 了 一 个 罗曼 蒂 克 的 传说 ， 说 的 是 一 个 大 得 多 
KED EES (Tower of Brahma) ， 它 由 64 个 纯 金 的 圆 盘 堆 放 在 三 座 钻 
石 做 成 的 方 尖 塔 上 . 他 说 ， 上 和 帝 一 开始 把 这 上 坚 金 圆 盘 放 到 了 第 一 座 方 尖 
塔 上 ， 并 命令 一 组 牧师 按照 上 面 的 规则 把 它们 移动 到 第 三 座 方 尖塔 上 . 
据说 牧师 们 夜以继日 地 工作 ， 当 他 们 完成 任务 时 ， 那 座 塔 就 将 坊 塌 ， 世 
界 也 将 毁灭 . 


金子 哇 . 
我 们 的 圆 盘 是 用 混凝土 〈concrete) 做 成 的 吗 ? 




















这 个 智力 题 有 解 ， 只 是 并 非 显 而 易 见 ， 不 过 只 要 稍 加 思考 〈 或 者 此 前 看 
见 过 这 个 问题 就 能 使 我 们 确信 的 确 如 此 . 现在 问题 来 了 : 我 们 能 做 到 
的 最 好 的 解法 是 什么 ? 也 就 是 次 ， 要 完成 这 项 任务 移动 多 少 次 才 是 必须 


HEKI? 


REE RA RET PAE). BE a EAA iA 
ARASEN, ERREZE — F, WRA “MOR oo FE? 


这 样 推广 的 一 个 好 处 是 ， 我 们 可 以 大 大 简化 问题 . 事实 上 ， 在 本 书 中 我 
们 将 反复 看 到 ， 先 研究 小 的 情形 是 大 有 人 神 益 的 . 移动 只 有 一 两 个 圆 盘 的 
塔 十 分 容易 .再 明 过 少量 的 尝试 就 能 看 出 如 何 移动 有 3 个 圆 盘 的 塔 . 


求解 问题 的 下 一 步 是 引入 适当 的 记号 : 命名 并 求解 . 我 们 称 丈 是 根据 卢 
卡 斯 的 规则 将 "个 圆 盘 从 一 根 桩 柱 移动 到 另 一 根 桩 柱 所 需要 的 最 少 移动 
次 数 . 那么 ， 刀 显然 是 1， 而 及 = 3. 


考虑 所 有 情形 中 最 小 的 情形 还 可 以 轻松 得 到 为 一 条 信息 ， 即 显然 有 

了 1 二 0， 因 为 一 个 有 n = 0 个 圆 盘 的 塔 根本 无 需 做 任何 挪动 ! 聪明 的 数学 
家 们 不 会 硕 于 考虑 小 问题 ， 因 为 当 极 端 情形 (即便 它们 是 平凡 的 情形 ) 
弄 得 明明 白白 时 ， 一 般 的 形式 束 容 易 理解 了 . 


现在 让 我 们 改变 一 下 视角 ， 来 考虑 大 的 情形 : 怎样 才能 移动 一 个 大 的 塔 
呢 ? 移动 3 个 圆 盘 的 试验 表明 ， 获 胜 的 思路 是 将 上 面 两 个 圆 舟 移 动 到 中 
闻 的 桩 柱 上 ， 然 后 移动 第 三 个 圆 盘 ， 接 痢 再 把 其 余 两 个 放 到 它 上 面 . 这 
就 为 移动 n 个 圆 盘 提供 了 一 条 线索 : 首先 把 n 一 1 个 小 的 圆 盘 移动 到 一 个 
不 同 的 桩 柱 上 《需要 六 -1 次 移动 ) ， 然 后 移动 最 大 的 圆 盘 《需要 一 次 移 
动 ) ， 最 后 再 把 那 " 一 1 个 小 的 圆 盘 移 回 到 最 大 圆 盘 的 上 面 〈 这 需要 妃 外 
的 -1 次 移动 ). 这 样 ， 至 多 需要 21n-1 + 1 次 移动 束 能 移动 n(n > 0) 个 
HA T: 














Tn S 2in1 +1, n 0. 


INARA SS, MAES =”, KAARTE T 
21n-1 + IREI SS MAWE Th + 1 次 移动 是 必 霸 的， Be 
或 许 能 想到 一 条 捷径 . 


还 有 更 好 的 方法 吗 ? 实际 上 没有 . 我 们 述 早 必须 移动 最 大 的 那个 圆 盘 . 
当 我 们 这 样 做 的 时 候 ， 那 4 一 1 个 小 的 圆 盘 必 须 已 经 在 某 根 桩 柱 上 ， 而 这 
至 少 需 要 人 -1 次 移动 才能 把 它们 放置 到 那儿 .如 果 我 们 不 太 精明 ， 则 移 
动 最 大 的 圆 盘 可 能 会 多 于 一 次 . 但 是 在 最 后 一 次 移动 最 大 的 那个 圆 盘 之 
后 ， 我 们 必须 把 那 n — 1 个 小 的 圆 盘 《〈 它 们 必须 仍然 在 同一 根 桩 柱 上 ) 移 





回 到 最 大 圆 盘 的 上 面 ， 这 也 需要 六 -1 次 移动 . 从 而 


己 经 就 卢 卡 斯 问题 发 表 的 大 多 数 “ 解 ”， 如 Allardice 和 Frasert"] 给 出 的 一 个 早期 的 解 ， 都 没 
能 说 明 为 什么 Tn 必定 之 27n-1 十 | 

















Tna 2 2in1 +1, n>0. 
把 这 两 个 不 等 式 与 = 0 时 的 平凡 解 结合 在 一 起 就 得 到 
To = 0 
(1.1) 
1 一 27 +41, 2 > 0. 


注意， 这些 公 式 与 已 知 的 值 五 = ART = 3 相 一 致 . 关于 小 的 情形 的 
经 验 不 仅 能 帮助 我 们 发 现 一 般 的 公式 ， 而 且 还 提供 了 一 种 便利 的 核查 方 
法 ， 看 看 我 们 是 否 犯 下 思春 的 错误 . 在 以 后 各 章 涉 及 更 为 复杂 的 操作 策 
略 时 ， 这 样 的 核查 尤为 重要 . ) 


像 式 〈1.1) 这 样 的 一 组 等 式 称 为 递归 式 〈recurrence， 也 称 为 递归 关系 
或 者 递 推 关系 ) . 它 给 出 一 个 边界 值 ， 以 及 一 个 用 前 面 的 值 给 出 一 般 值 
的 方程 。 有 时 我 们 也 把 单独 的 一 般 性 方程 称 为 递归 式 ， 尺 管 从 技术 上 来 
说 它 还 需要 一 个 边界 值 来 补足 . 


是 的 ， 是 的 ， 我 以 前 见 过 这 个 词 . 


我 们 可 以 用 递归 式 对 任何 ”计算 六 然而 ， 当 nm 很 大 时 ， 并 没有 人 真 愿 意 
用 递归 式 进行 计算 ， 因 为 太 耗 时 了 . 递归 式 只 给 出 了 间接 、 局 部 的 信 
T. 得 出 递归 式 的 解 我 们 会 很 愉悦 . 这 就 是 说 ， 对 于 术 ， 我 们 希望 给 出 
一 个 既 漂亮 又 简洁 的 “ 封 财 形式 ”， 它 使 我 们 可 以 对 其 进行 快捷 计算 ， 即 
便 对 很 六 的 " 亦 然 ， 有 了 一 个 封闭 形 民 ， 我 们 才能 黄 正 理解 思 完 况 是 什 
Zs 

















那么 怎样 来 求解 一 个 递归 式 呢 ? 一 种 方法 是 猜 出 正确 的 解 ， 然 后 证 明 我 

们 的 猜想 是 正确 的 .猜测 解 的 最 好 方法 是 〈 再 次 ) 研究 小 的 情形 . 我 们 

MAX ERAR =2x34+1=7, %] =2x74+1=15, 

T; =2x154+1=31, T =2x 314+1=63, Iie! 这 看 起 来 肯定 像 是 有 
T, =2"-1,n20. (1.2) 


至 少 这 对 n < 6 是 成 立 的 . 








数学 归纳 法 (mathematical induction) 是 证 明 某 个 命题 对 所 有 满足 % 2 no 
的 整数 "都 成 立 的 一 般 方 法 . 首先 我 们 在 n 取 最 小 值 no 时 证 明 访 命题， 这 
一 步骤 称 为 基础 Chasis) ; 然后 对 ”> no， 假 设 该 命题 对 nn0 与 n 一 1 之 间 
(包含 它们 在 内 )〉 的 所 有 值 都 已 经 被 证 明 ， 再 证 明 该 命题 对 n 成 立 ， 这 
一 步骤 称 为 归纳 Gnduction) .这样 一 种 证 明 方 法 仅 用 有 限 步 就 得 到 无 
限 多 个 结果 . 


通过 证 明 我 们 可 以 候 到 梯子 的 最 底 一 级 (基础 )》， 并 能 从 一 个 阶梯 息 到 上 一 个 阶梯 【〔 归 
纳 ) ， 数 学 归纳 法 就 证 明了 : 我 们 可 以 在 一 架 梯 子 上 想 息 多 高 就 息 多 高 . 


递归 式 可 以 用 数学 归纳 法 完美 地 确立 起 来 . 例如 在 我 们 的 情形 中 ， 陈 

(1.2) 很 容易 由 式 (1.1) 推 出， 其 基础 是 显然 的 ， 因 为 n=2 一 1=0 
N a (1.2) W, Wtn > 0 用 归纳 法 
就 得 












































T, = 27,1 +1=2(2" N 
从 而 式 (1.2) nth or. 好 的 ! 我 们 对 石 的 探求 束 此 成 功 结束 . 


牧师 的 任务 自然 还 没有 完成 ， 他 们 仍 在 负责 任 地 移动 圆 盘 ， 而 且 还 会 继 
续 一 段 时 间 ， 因 为 对 n = 64492" — 1 次 移动 〈 大 约 1.8 x 10 次 ) . 即便 是 
按照 每 微 秒 移动 一 次 这 个 不 可 能 实现 的 速度 ， 也 需要 5000 多 个 世纪 来 移 
Ae SETS. 而 户 卡 斯 的 智力 问题 更 切合 实际 ， 它 需要 2 — 1 = 255 次 
移动 ， 快 手 大 概 四 分 钟 就 能 完成 . 


河内 塔 的 递归 式 是 在 各 种 应 用 中 出 现 的 诸多 问题 的 一 个 典范 . 在 寻求 像 
六 这 样 有 意义 的 量 的 封闭 形式 的 表达 式 时 ， 我 们 经 过 了 如 下 三 个 阶段 . 
(1) 研究 小 的 情形 . 这 有 助 于 我 们 洞察 该 问题 ， 而 且 对 第 二 和 第 三 阶段 
有 所 帮助 . 

(2) 对 有 意义 的 量 求 出 数学 表达 式 并 给 出 证 明 . 对 河内 塔 ， 这 就 是 递归 
式 (1.1) ， 它 允许 我 们 对 任何 nn 计算 (假设 我 们 有 这 样 的 意向 〉. 
什么 是 proof (证 明 ) ? 

“ 百 分 之 一 纯 酒 精 的 一 半 . ” 


(3) 对 数学 表达 式 求 出 封闭 形式 并 了 予以 证 明 . 对 河内 塔 ， 这 惑 是 递归 解 
(1.2) . 


























第 三 阶段 是 本 书 要 由 始 至 终 集中 探讨 的 ， 实际 上 ， 我 们 将 频繁 跳 过 第 一 
和 第 二 阶段 ， 因 为 我 们 以 给 定 一 个 数学 表达 式 作 为 出 及 点 .即便 如 此 ， 
我 们 仍然 会 深入 到 各 个 子 问 题 中 ， 寻 求 它 们 的 解 将 会 贯穿 所 有 这 三 个 阶 


段 . 


我 们 对 于 河内 塔 的 分 析 引 导出 了 正确 的 答案 ， 然 而 它 要 求 “ 归 纳 的 跳 
跃 ”， 依 赖 于 我 们 对 答案 的 幸运 猜测 . 这 本 书 的 一 个 主要 目的 束 是 说 明 
不 具备 超人 洞察 力 的 人 如 何 求解 圳 归 式 . 例如 ， 我 们 将 会 看 到 ， 在 递归 
式 〈1.1) 中 方程 的 两 边 加 上 1 可 以 使 其 变 得 更 简单 


Jo+1=1; 
Ta +1 = 27,-14+2, n> 0. 
现在 如 果 令 Un = Tn + l; 那么 就 有 
Up = 1: oa 
(1.3) 
Ua 20 T >: 





FARRE RIER A.D 中 是 通过 加 而 不 是 减 ， 除 去 了 +1. 


不 必 是 天 才 ， 就 能 发 现 这 个 递归 式 的 解 正 是 Cn = 2"， 从 而 有 T= 2° 一 1 
， 即 便 是 一 台 计算 机 也 能 发 现 这 个 结论 





12 平面 上 的 直线 


我 们 的 第 二 个 范例 有 更 多 的 几何 特色 : 用 一 把 比萨 刀 直 直 地 切 " 刀 ， 可 
以 得 到 多 少 块 比 院 饼 ? 或 者 说 得 更 有 学 术 味 儿 点 : 平面 上 mn 条 直线 所 界 
定 的 区 域 的 最 大 个 数 玉 是 多 少 ? 这 个 问题 于 1826 年 被 一 位 瑞士 数学 家 斯 
坦 纳 B38 首先 解决 . 


(IKRA m ERRER? ) 
我 们 再 次 从 研究 小 的 情形 开始 ， 记 住 ， 首 移 研 究 所 有 情形 中 之 最 小 者 . 


没有 直线 的 平面 有 1 个 区 域 ， 有 一 条 直线 的 平面 有 2 个 区 域 ， 有 两 条 直线 
的 平面 有 4 个 区 域 “ 每 条 直线 都 在 两 个 方 癌 无 限 延 伸 ) : 




















Lo=1 L 1=2 L,=4 


我 们 一 定 会 想到 有 Ln = 2 ”， 当 然 ! 增加 一 条 新 的 直线 直接 使 区 域 的 个 数 
ME. 遗憾 的 是 ， 这 是 错误 的 .如果 第 n 条 和 直线 能 把 每 个 已 有 区 域 分 为 
两 个 ， 那 么 就 能 加 倍 . 它 肯 定 能 把 一 个 已 有 区 域 至 多 分 成 两 个 ， 这 是 因 
为 每 一 个 已 有 区 域 都 是 是 的 (一 条 直线 可 以 把 一 个 是 区 域 分 成 至 多 两 个 
新 区 域 ， 这 些 新 的 区 域 也 将 是 凸 的 ) . 但 是 当 增 加 第 三 条 直线 (图 中 的 
那 条 粗 线 ) 时 ， 我 们 很 快 整 会 及 现 ， 不 论 怎 样 放置 前 面 两 条 直线 ， 它 只 
能 至 多 分 裂 3 个 已 有 的 区 域 : 


如 果 一 个 区 域 包含 其 任意 两 点 之 间 的 所 有 直线 段 ， 那 么 这 个 区 域 是 凸 的 (这 不 是 我 的 字 
典 里 说 的 ， 而 是 数学 家 们 所 相信 的 .) 























3b 
MAL = 4+ 3 = 7 是 我 们 能 做 到 的 最 好 结 采 . 


略 加 思考 之 后 ， 我 们 给 出 适当 的 推广 .第 n(n > 0) 条 直线 使 得 区 域 的 
YRC, SBMS EMT KT SOR, 而 它 对 k 个 已 有 
区 域 进行 分 裂 ， 当 且 仪 当 它 在 k 一 1 个 不 同 的 地 方 与 前 面 那些 直线 相交 . 
两 条 直线 至 多 相交 于 一 点 ， 因 而 这 条 新 的 直线 与 那 % 一 1 条 已 有 直线 至 多 
相交 于 一 1 个 不 同 的 点 ， 故 必定 有 A Sn, 我们 就 证 明了 上 界 


Ln S Ln- +n, n> 0. 
此 外 ， 用 归纳 法 容易 证 明 这 个 公式 中 的 等 号 可 以 达到 . 我 们 径直 这 样 来 
放置 第 n 条 直线 ， 使 得 它 不 与 其 他 直线 中 的 任何 一 条 平行 (从 而 它 与 它 


们 全 都 相交 ) ， 且 它 不 经 过 任何 已 经 存在 的 交点 《从 而 它 与 它们 全 都 在 
不 同 的 点 相交 〉 . 于 是 该 递归 式 即 为 


Lo = 1 
Ln = Lnr tn, n>0. 


REA FRE, GAIL, LANL AIK BSAIER, PARNE 
受 这 一 结果 . 

现在 需要 一 个 封闭 形式 的 解 . 我 们 可 以 再 次 来 玩 猜 测 游 戏 ， 但 是 
1,2,4,7,11,16,... 看 起 来 并 不 熟悉 ， 故 而 我 们 另辟蹊径 . 我 们 常常 可 以 通 
过 将 它 从 头 到 尾 一 直 “ 展 开 ? 或 者 “ 解 开 ” 来 和 弄 清 楚 递 归 式 ， 如 下 : 

“展开 ”? 我 把 它 称 作 “ 代 入 ”. 





(1.4) 








L=L,,+n 
= L, +(n-1)+n 
= L,3 t(n-2)+(n-1)+n 


=L +1+2+---+(n-2)+(n-1)+n 
=14+S ， 其 中 S =14+24+34+---+(n-ltn. 


换 句 话说 ，Z 比 前 "个 正 整 数 的 和 Sn 大 1 


量 ? 不 时 地 时 出 来 ， 故 而 值得 对 较 小 的 值 做 出 一 张 表 这样， 我 们 下 次 
看 到 和 它们 时 ， 或 许 会 更 容易 辨认 出 这 些 数 : 


n ] 2 3 4 5 6 7 8 9 1 It 2 B- 4 
Dw.” | 3 3 6 Ww IS 21 28 36 45 S35 66 78 $1 105 


这 些 值 也 称 三 角形 数 ， 因 为 ?是 一 个 有 zz 行 的 三 角形 阵列 中 保龄球 瓶 的 
个 数 . 例如 ， 通 第 的 四 行 阵列 I A S = LON LY. 


为 计算 s*， 我 们 可 以 利用 据说 是 高 斯 在 1786 年 就 想 出 来 的 一 个 技巧 ， 那 
时 他 只 有 9 岁 [881〈 阿 基 米 德 也 曾 在 他 关于 螺旋 线 的 经 典 著作 的 命题 10 和 
命题 11 中 用 到 过 ) : 


看 起 来 ， 许 多 功劳 都 归功 于 高 斯 了 一 一 要 么 他 真是 一 个 天 才 ， 要 么 他 有 一 个 了 不 起 的 媒 
WATA. 














S= 1 + 2 + 3 ++ (m-1) + n 
+= n +i n-l) + (n2)+%+ 2 + 1 
28S, ,= (n+1) + (n+1) + (n+1) +--+ (n+1) + (nt+l) 


只 要 把 2 和 它 的 反 回 书写 相 加 ， 就 能 使 得 右边 n 列 的 每 一 列 中 的 诸 数 之 
和 都 等 于 n + 1. 简化 即 得 


或 许 他 只 是 具有 极 定 魅力 的 个 性 ， 


























n= 0. (1.5) 





好 的 ， 我 们 就 有 解答 


n{n+ 1) i P 
L, = — > +1, n20. (1.6) 


一 





实际 上 高 斯 音 被 称 为 是 所 有 时 代 中 最 伟大 的 数学 家 ， 故 而 能 乔 懂 他 的 至 少 一 项 发 现 也 是 
令 人 愉快 的 . 


作为 专家 ， 我 们 或 许 很 满意 于 这 个 推导 ， 并 认为 它 是 一 个 证 明 ， 尽 管 在 
做 展开 和 合并 时 我 们 付出 了 一 点 点 努力 . 但 是 学 数学 的 学 生 应 该 能 够 适 
人 
天 键 步骤 是 


Ly = Ln n= (3 Datl)+n 
现在 对 于 封闭 形式 (1.6) 就 不 再 有 疑问 了 . 


我 们 谈 到 了 “封闭 形式 ”而 没有 具体 说 明 它 的 含义 . 通常 ， 它 的 含义 是 极 
其 明晰 的 . 像 aD 和 1.4) 这样 的 递归 式 不 是 封闭 形式 的 ， 它 们 用 
其 自身 来 表示 一 个 量 ; 但 是 像 (1.2) Fl (1.6) 这 样 的 解 是 封闭 形式 
的 。 像 1 + 2+ … +n 这 样 的 和 不 是 封闭 形式 一 它们 用 “..…” 企 图 蒙混 过 
nin + 1) 
关 ， 然 而 像 2 这样 的 表达 式 则 是 封闭 形式 的 . 我 们 可 以 给 出 一 个 
粗略 的 定义 : 如 果 可 以 利用 至 多 固定 次 数 〈 其 次 数 与 nr 无 关 ) 的 ”人 人 数 
知 的 ?标准 运算 来 计算 量 九 2 的 表达 式 ， 那 么 这 个 表达 式 是 封 财 形式 的 . 
n(n + 1) 

例如 ，2" 一 1 和 2 都 是 封闭 形式 ， 因 为 它们 仅仅 显 式 地 包含 了 加 
法 、 减 法 、 乘 法 、 除 法 和 过 指 运算 . 

在 有 疑问 时 ， 请 观察 这 些 单词 .为 什么 说 它 是 封闭 的 而 不 是 开放 的 ? 

它 给 我 们 带 来 什么 印象 ? 

答案 : 方程 是 封闭 的 ， 是 指 不 用 它 本 身 来 定义 一 一 不 产生 递归 式 . 这 件 事 结案 了 

(closed) 是 指 不 再 议 了 . 隐喻 是 关键 所 在 . 


简单 封闭 形式 的 总 数 是 有 限 的 ， 且 存在 没有 简单 封闭 形式 的 递归 式 . 当 
这 样 的 递归 式 最 现 出 重要 性 时 (由 于 它们 反复 出 现 ) ， 我 们 就 把 新 的 运 
算 添加 到 整套 运算 之 中 ， 这 可 以 大 大 扩展 用 “简单 的 ?封闭 形式 求解 的 问 
题 的 范围 例如， 前 n 个 整数 的 乘积 nl! 已 经 被 证 明 是 如 此 重要 ， 故 而 现 
在 我 们 都 把 它 视 为 一 种 基本 运算 . 于 是 公式 n! 就 是 封闭 形式 ， 尺 省 与 它 
等 价 的 1 x 2x … x n 并 非 是 封闭 形式 . 














n(n+1)+4+1. 
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现在 ， 我 们 简要 谈 谈 平面 上 直线 问题 的 一 个 变形 : 假设 我 们 用 折线 代 符 
直线 ， 每 一 条 折线 包含 一 个 “锯齿 *. 平面 上 由 n 条 这 样 折线 所 界定 的 区 
域 的 最 大 个 数 和 是 多 少 ? 我 们 或 许 期 竺 2 大 约 是 的 两 倍 ， 或 者 也 可 能 
是 它 的 三 倍 . 我 们 看 到 : 


“锯齿 "是 术语 吗 ? 











Z =2 
从 这 些小 的 情形 出 发 并 稍 加 思考 ， 我 们 意识 到 ， 除 了 这 “两 条 ”直线 不 经 
ee ee lie er 
以 : 


.……, 一 点 事后 的 想法 .………. 





2 


区 域 2>、3 和 4 对 于 两 条 直线 来 次 它们 是 不 同 的 区 域 ， 但 在 一 条 折线 的 情 
形 下 是 单独 的 一 个 区 域 ， 于 是 我 们 失 挥 了 两 个 区 域 . 然而 ， 如 果 放 置 得 
当 一 一 锯齿 后 必须 放 在 它 与 其 他 直线 的 交点 “之 外 ”一 一 那 就 是 我 们 失去 
的 全 部 ， 也 就 是 说 ， 对 每 条 折线 我 们 仅仅 损失 两 个 区 域 . 从 而 


习题 18 有 详细 说 明 . 














. 2n(2n+ 1) 
Zn = Lm — 2n = —— —— t1- 2n ET 
2 L 
"i _ 
= 2n*—n+1,n20. 


比较 封闭 形式 (1.6) 和 (1.7) ， 我 们 发 现 对 于 大 的 nn 有 


l 4 
Ln ~ 5” 3 
Zn ~ Qn? 
所 以 用 折线 所 能 得 到 的 区 域 是 用 直线 所 能 得 到 的 区 域 的 大 约 四 倍 . 《在 
以 后 的 章 市 中 ， 我 们 将 会 讨论 当 n 很 大 时 怎样 来 分 析 整 数 函 数 的 近似 性 
状 ， 符 号 “一 ”在 9.1 节 中 定义 . ) 





1.3 约瑟夫 问题 


本 章 最 后 介绍 的 这 个 例子 源 于 以 夫 拉 维 :约瑟夫 (他 是 一 世纪 时 的 著名 
, a 命名 的 古老 问题 ， 但 和 有 变化 .传说 如 末 不 是 由 于 他 的 数学 
KIR, BRAS 活 到 出 名 的 那 一 天 . ERAS SAKA), 101414 
SCRUB ON (£9 ELMAR BOS RECS BN LR 
mi Pretec TIA, ST AT Ral RE AE“ AE 
到 剩 下 最 后 两 个 人 为 止 . 但 是 ， 约 瑟 夫 和 一 个 未 被 告发 的 同谋 者 不 希望 
oe 于 是 他 迅速 计算 出 他 和 其 朋友 在 这 个 险恶 的 圆 峰 中 应 该 站 
y DA 7 


(Ahrens YAY Æ Herstein#lKaplansky!!87]ist 1 T 3x74 Ta A a, AR x A197] 
对 此 说 得 不 够 清晰 .) 


我 们 这 个 问题 略 有 变化 ， 从 围 成 标 有 记号 1 到 ”的 圆圈 的 2 个 人 开始 ， 每 
隔 一 个 删 去 一 个 人 人， 直到 只 有 一 个 人 幸存 下 来 . 例如 ”= 10 的 起 始 图 
形 : 


因此 他 的 故事 留 传 了 下 来 . 























10 2 


消去 的 顺序 是 2，4，6，8，10，3，7，1，9， 于 是 5 幸存 下 来 . 问题 : 
确定 伴 存 者 的 号 码 (7), 


n = 0 的 情形 没有 意义 . 








我 们 刚才 看 到 7(10) = 5， 我 们 或 许 会 猜想 n 为 偶数 时 有 "” ”2，n = 2 的 
情形 支持 这 一 猜想 ， 7(2) = 1， 但 是 其 他 几 个 小 的 情形 打消 了 我 们 的 这 
个 念头 ， 这 一 猜想 对 ”= 4 和 n = 6 不 成 立 . 


n 2 

Jaa, 3 Sb ae 5 
现在 我 们 重新 开始 ， 试 试 更 好 的 猜想 . AL, Ze ROR he BP 
事实 上 ， 对 此 有 一 个 好 的 解释 : 绕 这 个 圆 走 第 一 图 就 消除 了 所 有 侦 数 写 
Ag. 此 外 ， 如 宋 " 是 偶数 ， 那 么 除了 人 数 仅 剩 下 一 半 且 他 们 的 号 码 有 变 
化 之 外 ， 我 们 得 到 的 是 与 一 开始 类 似 的 情形 . 

即便 如 此 ， 错 误 的 猜想 也 并 不 意味 着 浪费 时 间 ， 因 为 它 将 我 们 吸引 到 了 该 问题 中 . 

所 以 我 们 假设 一 开始 有 2 个 人 .经 过 第 一 轮 后 剩 下 的 是 : 


2717 一 ] l 3 


2n—3 5 











3 写 束 是 下 一 个 要 离开 的 人 .除了 每 个 人 的 号 码 加 倍 并 减 去 1 之 外 ， 这 下 
像 对 n 个 人 开始 时 的 情形 . 就 是 说 




















3 „pJ (2n) = new or (J(n) 
这 是 其 中 的 巧妙 之 处 ; paT! n) = newnumber(J(n) ) 其 中 
newnumber (k) = 2k — 1 











J(2n) = 2J(n) 一 1 n> l. 


现在 可 以 快 步 过 渡 到 大 的 n， 例 如， 我 们 知道 有 7410) = 3， 所 以 


J(20) = 2J(10) -1=2x5-1=9. 


类 似 地 有 J(40) = 17, ARP AT DHE (5 x 2™) = 2mtl 十 1 


对 于 奇数 的 情形 ， 结 果 又 如 何 呢 ? KP 2n+ 1 个 人 ， 显 然 标号 为 1 的 人 恰 
好 是 在 标号 为 22 的 人 后 面 被 删除 ， 剩 下 的 是 : 


奇数 的 情形 ? 嘿 ， 把 我 兄弟 排除 在 外 . 





2n+1 5 
2n-1 7 


我 们 再 次 得 到 与 有 mn 个 人 开始 时 几乎 相同 的 情形 ， 但 是 这 一 次 他 们 的 号 
码 加 倍 并 增加 了 1. 从 而 


J(2n+1) =2J(n)4+1, n 21. 
把 这 些 方程 和 Jl1) = 1 组合 起 来 ， 就 给 出 在 所 有 情形 下 定义 7 的 递归 式 : 


J(1)=1: 
J(2n) = 2J(n)— 1, n21; (1.8) 


J(2n+1)=2J(n)+1, n21. 


TRUK RE AY n 14an), (LAC OES, KARRA 
到 和 它 的 时 候 ， 它 都 要 用 一 个 因子 2 来 缩减 "或 胜 于 此 .比方 说 ， 我 们 可 以 
仅 用 式 《〈1.8) 19 次 就 能 算出 /1000000)， 但 我 们 仍然 要 寻求 一 个 封闭 形 
式 ， 因 为 封闭 形式 计算 起 来 更 快 ， 也 总 涵 更 丰富 的 信息 . 毕竟 ， 这 是 一 
个 生死 侯 关 的 问题 . 


有 了 递归 式 ， 我 们 可 以 对 很 小 的 值 快速 做 出 一 张 表 . 我 们 似乎 可 以 看 出 
它 的 规律 ， 而 且 猜 出 问题 的 答 梁 . 





mo eee a See TNR 9 LO M2 SS 16 
INET Sls sof s so ea ee 
找到 啦 ! OR AAP BY DAF AR QA SP AY Bia PAL CLE eA RG op 
隔 开 ) ， 在 每 一 组 的 开始 /2) 总 是 等 于 1， 并 且 组 里 的 数据 每 次 递增 2. 
因此 ， 如 果 我 们 将 n 写 成 % = 2" + [的 形式 ， 其 中 2™" 是 不 超过 n 的 2 的 最 大 

需 ， 而 ! 则 是 剩 下 的 数 ， 那 么 递归 式 的 解 看 起 来 是 


J(27 + 1} = 2i4+1, m20, O< i < 2” (1.9) 


(注意 ， 如 果 2”< n <2", WA PRB =n — 2 满足 


O<le< gm+l _ om — gm ) 





现在 必须 给 出 式 〈1.9) 的 证 明 . 以 往 我 们 用 的 是 归纳 法 ， 这 一 次 我 们 
aA: “4m = 0 时 必定 有 / = 0, TERK (1.9) 的 基础 就 是 

7(1) = 1， 此 结论 为 真 。 归纳 证 明 分 成 两 个 部 分 ， 按 照 /是 偶数 还 是 奇数 
mE. E cannes 那么 是 偶数 ， 又 根据 式 (1.8) 和 归纳 
假设 ， 有 






































J(2™ +1) =27(2™ +1/2)—1=2(2/2+1)—1=2l+1, 
hme KERETA EmA ) l, 而 这 可 以 由 第 一 个 方 
Jln) = 23n) — 立即 推出 ， 故 击 我 们 知道 ， 每 当 n 是 2 的 宕 时 ， 第 一 个 人 将 幸存 下 
X. mæn = 2 + MIRER F, IRKM, ACR NON. 此 时 留 下 来 的 
第 一 个 人 ， 即 幸存 者 ， 是 标号 为 21 十 1 者. 




















这 恰好 是 我 们 想 要 的 结果 . 在 2 += 2n + 1 为 奇数 的 情形 ， 有 类 似 的 证 
明成 立 . 我 们 或 许 还 注意 到 ， 式 1.8) 强 涵 着 关系 式 


J(2n+1)— J(2n) = 2. 


我 们 来 举例 说 明 式 〈1.9) ， 计 算 /100)， 在 这 一 情形 下 ， 我 们 有 
100 = 2°+ 36， 故 有 .7(100) = 2 x 36 + 1 = 73, 


既然 已 经 哨 掉 了 硬 骨 头 〈 解 决 了 该 问题 》， 下 面 惑 来 研究 一 个 容易 的 问 
题 : 问题 的 每 一 个 解 都 可 以 加 以 推广 ， 使 得 它 能 应 用 于 一 类 更 为 广泛 的 
问题 .一旦 掌握 了 一 项 技巧 ， 我 们 就 应 仔细 琢磨 看 利用 它 可 以 走 多 远 ， 
这 是 一 件 很 有 启发 意义 的 事 . 因此 ， 在 本 节 剩 下 的 部 分 ， 我 们 要 来 讨论 














解 G.) ， 并 且 探 讨 递 归 式 〈1.8) 的 菜 些 推广 这些 探 讨 将 会 揭示 所 
有 这 类 问题 背后 所 隐藏 的 结构 . 


在 我 们 的 求解 过 程 中 ，2 的 梭 起 着 重要 的 作用 ， 所 以 目 然 要 来 研究 n 和 
J 的 以 2 为 基数 的 表示 . 假设 n 的 二 进 制 展开 式 是 


n= { bmbm-1 5 by bo)o. 
也 就 是 说 ， 


n = bm2” T E Y T a a b12 F bo, 


FOP REM AOR, MMM Pomel. 注意 n = 2 ”+ 171， 我 们 依次 就 有 


n = (lbm_—1bm_2--- b1b0)2. 

{= (Obm-1bm—2 `- < b1b0)2, 

21 = (bm_—1bm_2 DID00)>， 

21 + 1 = (bm_1bm_2---b1b91)o, 


J(n) = (bm—1bm—2 +++ b1bobm)2. 
CREA AI (2) = 20 + UD ebm = ] 推 出 ) 我 们 就 证 明了 


J ((bmbm_1 1S bibo),) 一 (bm-1 i bibobm )2. (1.10) 





用 计算 机 程序 设计 的 行 话 说 就 是 ，n 向 左 循环 移动 一 位 就 得 到 J(n)! S 
人 不 可 思议 ， 例 如， 如果 n = 100 = (1100100)s， 那 么 

J(n) = J ({ 1100100), ) = (1001001), 它 等 于 64+8+1= 73. 如 果 我 们 过 去 
一 直 在 用 二 进 制 进行 计算 ， 也 许 就 会 立马 发 现 这 个 模式 . 


WRB Mn A, HFA RBI im + WK, ABA RL Tm + LRA 
位 .由 于 ?是 一 个 只 二 1 位 的 数 ， 因 此 我 们 或 许 会 期 竺 再 次 得 到 "来 结 
循环 ,但 是 事实 并 不 一 定 如 此 ， 例如， 如 果 n = 13， 我 们 就 有 

J ((1101),) = (1011)2, 而 此 后 却 有 ?7 ((1011),) = (111)2, Wei at REA AG. 
当 0 成 为 首位 时 ， 它 就 会 消失 掉 . 实际 上 ， 根 据 定义 J(m) 必 定 总 是 < n, 
Me AA eRe Shy, Tee, WR) <1, MARRA F 
去 永远 也 不 可 能 回 到 n. 


《这 里 “迭代 ”就 是 把 一 个 函数 应 用 到 自身 ) 



































重复 运用 /就 会 得 到 一 列 递减 的 值 ， 它 们 最 终 到 达 一 个 “不 动 点 "， 在 该 
点 有 J(n) = m。， 利 用 循环 移 位 性 质 容易 看 出 ， 不 动 点 将 是 : 对 函数 迭代 
足够 多 的 次 数 总 是 会 产生 出 全 由 1 组 成 的 形式 ， 它 的 值 是 24" ~ 1， 其 中 
wv(n) 是 n 的 二 进 制 表示 中 1 的 个 数 ， 于 是 ， 由 于 v(13) = 3， 我 们 有 


2 个 或 者 更 多 个 J 
一 一 一 一 ~ 


J (J (J (13)++)) = 2? -1=7 








类 似 地 有 
8 个 或 者 更 多 个 J 
(a eN 
J(J(---J ( (101101101101011); )---)) = 2" -1 =1023. 





结果 令 人 称奇 ， 但 正确 无 误 . 








BE 如 果 M 是 一 个 n(n>1) 维 紧 的 CY 流 形 ， 那 么 存在 从 M PRI ™ 














TUMRA] m 它 不 一 定 是 到 及 “(M1 的 可 微 浸入 ， 我 很 好 奇 的 是 ， 约 瑟 夫 是 否 也 
% <p pep ‘ oe 2 y J(n)= 
让 我 们 暂时 回 到 第 一 个 猜测 ， 当 n 为 偶数 时 有 ” 2 般 情 开 


显然 并 不 成 立 ， 不 过 现在 我 们 可 以 确定 它 在 什么 情形 下 成 立 : 


~ 


J(n) = —, 


2 
2l + 1 = (2™ + 1)/2 


[= 1 /om — 2). 


3 


l iom _ 9) 
如 果 这 个 数 ”了 ”一 EEA, WAn=2 + RE, EAA 
小 于 2™. 不 难 验 证 ， 当 mm 为 奇数 时 ，2™ — 2 是 3 的 倍数 ， 但 当 m 为 偶数 时 


J(n) = 


则 不 然 〈 我 们 将 在 第 4 章 里 来 研究 这 样 的 对 象 ) . 于 是 方程 
穷 多 个 解 ， 前 面 的 几 个 解 如 下 . 








] n=2”+1 J(m)=21+1=n/2 n (二进制 ) 


m 

l 0 2 l 10 
3 10 5 1010 
5 10 42 21 101010 
a 42 170 85 10101010 


注意 最 右 列 的 形状 .这些 是 二 进 制 数 ， 对 它们 回 左 循环 移动 一 位 与 通常 
的 向 右 移动 一 位 〈 减 半 ) ， 会 产生 同样 的 结果 . 


好 的 ， 我 们 非常 了 解 函 数 7 了 ， 下 一 步 是 对 它 加 以 推广 .如 果 我 们 的 问 
题 产 生 了 与 (1.8) 有 些 相 像 的 递归 式 〈 不 过 有 不 同 的 常数 ) ， 将 会 及 
生 什 么 ? 此 时 我 们 或 许 还 没有 足够 的 运气 猜 出 它 的 解 ， 因 为 解 可 能 真 的 
是 稀奇 古怪 的 . 引入 常数 w、2 和 7， 并 力图 对 更 加 一 般 的 递归 式 
(1.11) 求 出 一 个 封 财 形式 ， 以 此 来 研究 这 个 问题 . 


看 起 来 像 是 天 书 . 











f(l) = a: 
f(2n) = 2f(n) + 8, n 21; (1.11) 
f(2n+1) =2f(n)+7, n 21. 


(原来 的 递归 式 中 有 a = 1, 8 = 一] 以 及 Y = 二 ) MPO) = a 出 发 并 按 我 
们 的 思路 做 下 去 ， 可 以 对 小 的 n 值 构造 出 如 下 一 般 性 的 表 : 











(1.12) 


FERM ABE NE Qe AK E. EA EEL, RA 
递减 ] 直 到 得 到 0， 而 7 的 系数 则 从 0 开始 递增 1. Fre, WRES N) a 
5 和 7 的 依存 关系 分 离开 来 ， 我 们 就 把 它 表示 成 形式 





f(n) = A(n)a+ B(n) 8+ C(n)y, (1.13) 
看 起 来 有 
A(n) = 2”: 
B(n) = 2™ -—1-I: (1.14) 
Cin) = lL. 


如 通常 一 样 ， 这 里 有 n= 2" + IWARO <1 <2" (nl), 

请 准备 好 ， 我 们 要 加 快速 度 了 ， 下 一 部 分 是 新 内 容 . 

用 归纳 法 证 明 (1.13) 和 “(1.14〉 并 不 太 困 难 ， 但 是 计算 比较 奈 烦 且 不 
能 提供 更 多 有 用 的 信息 . 季 而 有 一 个 更 好 的 方法 ， 是 通过 选取 特殊 的 


值 ， 然 后 将 它们 组 合 起 来 . BUNS ia = 1, 9 = 7 = 0 这 一 特殊 情形 来 对 
此 方法 加 以 说 明 ， 此 时 假设 帮 2) 等 于 怀 m): 递归 式 《〈1.11) 就 变 成 





























A(1) =1; 
A(2n) = 2A(n), n 2 1; 


A(2n +1) = 2A(n), n 2 1. 
CW ENE, ALT+) =2" 为 真 〈 对 mm 用 归纳 法 ) . 


接 下 来 ， 我 们 反 过 来 使 用 递归 式 〈1.11) 以 及 解 〈1.13) ， 从 一 个 简单 
的 函数 jz) 出 发 ， 并 研究 是 否 有 任何 常数 (fa; 77/ 能 定义 它 . 比方 说 ， 把 
常数 函数 ln) = 1] 代入 《〈1.11) 得 到 


绝妙 的 主意 ! 


从 而 满足 这 些 方程 的 值 (a, 9,9) = (1, 一 1, 一 1) 将 给 出 
A(n) — B(n) —C(n) = f(n) =1, 类 位 地 ; 我 们 可 以 代入 了 (ni) 二 nn; 
F= g; 
2n =2 X n + Ê; 


2n+1l=2xn-+y. 


当 a = 1, 9 = 0 以 及 = I! 时， 这些 方 程 对 所 有 的 n 都 成 立 ， 所 以 不 需要 用 
归纳 法 来 证 明 这 些 参数 会 给 出 /tn] =n， 我 们 已 经 知道 ，f(n) = "是 这 种 
情形 的 解 ， 因 为 递归 式 〈1.11) 对 每 个 "的 值 都 唯一 地 定义 fm) 


现在 我 们 基本 上 完成 了 ! 我 们 证 明了 ， 在 一 般 情 形 解 递归 式 (1.11) 
时 ， 所 得 到 的 解 〈《1.13) FERZAN) Bn) AIC 42) 满足 方程 
A(n)=2", HPn=2"+1H0</1 <2"; 
A(n)— B(n)-C(n) = 1; 
A(n)+C(n) =n. 


RIE (1.14) 中 的 猜想 就 立即 被 推出 ， 这 是 因为 我 们 可 以 求解 这 些 方 
程 ， 得 到 








Cin) =n—A(n) 一 【7 


以 及 
B(n) = A(n) —1—C(n) = 2™—-1-—1. 


JR BS si R HPO AP BVT A OR BETTS, (repertoire 
method) . 首先 我 们 来 寻求 一 组 已 知 其 解 的 通用 参数 ， 这 会 给 我 们 一 整 
TAREE. ed 般 的 情形 .有 
多 少 个 独立 的 参数 我 们 的 例子 中 有 三 个 ， 即 、5 和 7Y) win BAB bt 
MEIR. 习题 16 和 习题 2 提供 了 更 多 这 种 设 套 解 法 的 合子. 


要 注意 ， 作 者 期 竺 我 们 通过 形象 直观 的 实例 体验 出 成 套 方法 的 思想 ， 而 不 是 给 我 们 一 个 
无 所 不 包 的 介绍 . 这 一 方法 运用 于 “线性 的 ”递归 式 时 最 为 成 功 ， 这 里 线性 的 含义 是 ， 它 的 
解 可 以 表示 成 任意 参数 与 n 的 函数 的 乘积 之 和 ， 如 同 在 〈1.13) 中 那样 . 等 式 〈1.13) 是 
其 中 的 关键 所 在 . 


我 们 知道 ， 原 来 的 约瑟夫 递归 式 有 个 奇妙 的 解 ， 写 成 二 进 制 束 是 : 
J ((bmbm_1: “bibo), ) = (bm-1 < <- bibobm Ja, 其 中 bm = J]; 
推广 的 约瑟夫 递归 式 是 否 也 有 这 样 奇 妙 的 解 呢 ? 


的 确 如 此 ， 为 什么 不 呢 ?” 如 果 令 加 == 了 以 及 所 = 二 7 ， 那 么 我 们 可 以 把 推 
广 的 递归 式 (1.11) 改写 成 


f{1) = Q; 



























































(1.15) 
f(2n + j) =2f(n)+ 8j, 7 =0,1, n2 1. 
TRS BVA AR SE al] HEP ze 
7% (bmbm be - bibo), 3) = 2f ( i i bi)» ) 十 jbo 

= = 4f (( Imt Im—1° °° Pine T 2b, T Jha 

1 ) ‘ ) 
= 2” f ((Om)o Ca ail Dy og ee 2b, + Dho 
— gm wees 十 … 十 2Bo, + Bo.. 


1 


假设 我 们 现在 解除 二 进 制 表示 ， 多 许 任意 的 数字 ， 而 不 仅 是 数字 0 和 1， 
那么 上 述 推导 告诉 我 们 


RIE HERE) 


f | (OmOm—1 3 bibo),) = (a 力 ， 


很 好 . 如果 把 式 (1.12) 用 另 一 种 方式 写成 : 


Bo,,_2a*** Po Poo)?2. (1.16) 


1 4Q/ 4 





n f) 

l 0 
2 2a+ 8 
3 2a 十 

4 |4x+20+H 
5 |4a+2ß+y 
6 |4a+2y+ß 
7 |4a+2y+y 








我 想 我 得 到 它 了 :44 、 吾 人 2) 和 C2) 的 二 进 制 表 示 中 ，1 在 不 同 的 位 置 上 。 
我 们 就 能 更 早 些 看 到 这 种 规律 . 


例如 ， 当 = 100 = (1100100)s 时 ， 与 前 相同 ， 原 来 的 约瑟夫 值 a = 1, 
5= 一 1 和 7Y = 1 给 出 




















vee 44 l 0 0 1 0 0),= 100 
f(r) = (1 CS Se a FA ie 
= +64 +32 -16 -8 +4 -2 -1 = 73 
由 于 在 "的 二 进 制 表示 中 每 一 块 二 进 制 数字 (10…00)z 都 被 变换 成 
(1—1---—1—1)9 = (00---O1)o, 
因而 这 就 推出 循环 移 位 性 质 . 
“有 两 种 推广 .一 种 没有 什么 价值 ， 另 一 种 则 是 有 价值 的 . 没什么 思想 、 仪 凭 喀 人 的 专门 






































术语 做 推广 是 很 容易 做 到 的 . 颇 为 困难 的 是 从 辱 干 好 的 素材 中 提取 出 一 份 精致 凝练 的 精 


mj ” 
HH. 











一 波 利 亚 P97 


所 以 ， 改 变 表示 法 使 得 我 们 对 于 一 般 的 递归 陈 〈1.15) 给 出 了 紧凑 的 解 
(1.16) . 如 末 真 的 不 受 限 制 ， 我 们 现在 束 可 以 进一步 加 以 推广 .递归 


起 


f(j) = aj, ISed; 
fidn+ j) =cfin)+ 8; O<j<d, n21 


与 上 一 个 递归 式 是 相同 的 ， 除 了 这 里 是 从 基数 为 4 的 数 着 手 ， 而 产生 的 
值 是 用 基数 c 表 示 之 外 . 这 就 是 说 ， 它 有 变动 基数 的 解 


f ((bmb m—1 ` -- bibo)g) = (ab Po,, 


例如 ， 假 设 凑巧 ， 给 定 递归 式 


(1.17) 





om ad By, By, )e: ( 1.18) 


f(1) = 34; 

ff(2} = 8; 

f(3n) = 10f(n) +76, n > 1; 
f(3n + 1) = 10f(n) — 2, n 21: 
fl3n +2) = 10 及 ni+8, n> l; 


并 假设 我 们 要 计算 1(19)， 这 里 ， 有 d = 3 以 及 c = 10. 现在 有 19 = (201), 
而 变动 基数 的 解 告 诉 我 们 ， 需 要 做 从 基数 3 到 基数 10 的 逐 位 数字 替换 . 
故而 首位 数字 2 变 为 5， 而 0 和 1 分 别 变 成 76 和 -2， 这 就 给 出 


这 次 似乎 是 坏 运 当头 . 








f(19) = f((201)3) = (5 76 —2)1 = 1258, 
这 就 是 我 们 的 答案 
于 是 ,约瑟夫 以 及 犹太 罗马 战争 把 我 们 引 癌 了 某 种 有 趣 的 一 般 递 归 式 . 
一 般 来 说 ， 我 反对 再 次 发 生 Crecurrence) 战争 . 


习题 
热身 题 


1 所 有 的 马 都 有 同样 的 颜色 ， 我 们 可 以 对 给 定 集合 中 的 马匹 数量 运用 
归纳 法 来 证 明之 . 理由 惑 是 :“ 如 果 恰 有 一 匹 马 ， 那 么 它 与 它 自 身 有 相 
同 的 颜色 ， 故 而 基础 是 显然 的 ， 根据 归 纳 法 的 步骤 ， 假 设 有 7 匹 马 ， 标 
号 从 1 到 n. 根据 归纳 假设 ， 标 号 从 1 直到 n - 1 的 马 都 有 同样 的 颜色 ， 类 
似 地 ， 标 号 从 2 直到 "的 马 也 有 同样 的 颜色 . 但 是 ， 处 于 中 间 位 置 标号 从 
2 直到 n -1 的 马 ， 当 它们 在 不 同 的 马 群 中 时 不 可 能 改变 颜色 ， 因 为 这 些 
是 马 ， 而 不 是 变色 龙 . 故而 依据 传递 性 可 知 ， 标 号 从 1 直到 ”的 马 也 必定 
有 同样 的 颜色 ， 于 是 全 部 " 匹 马 都 有 同样 的 颜色 . 证 毕 . ”如 果 这 一 推理 
AR, MAEL? 


请 完成 各 章 的 热身 题 ! 
作者 


2 把 有 n 个 圆 盘 的 塔 从 左边 的 桩 柱 A 移 动 到 右边 的 桩 柱 B， 不 允许 在 A 和 
B 之 间 直 接 移动 ， 求 最 短 的 移动 序列 .每 一 次 移动 都 必须 是 移动 到 中 
间 的 桩 柱 或 者 从 中 间 的 桩 柱 移出 . 像 通常 一 样 ， 较 大 的 圆 盘 永远 不 能 放 
FER) GEA ETH.) 


3 证 明 ， 在 上 一 题 限 制 下 的 移动 过 程 中 ， 实 际 上 ， 我 们 会 在 3 根 桩 柱 上 
都 遇 到 "个 圆 盘 的 每 一 种 正确 的 登 放 . 


4 是 人 否 存在 "个 圆 盘 在 3 根 桩 柱 上 的 茶 种 开始 县 放 或 结束 登 放 ， 使 得 按 
照 户 卡 斯 原来 的 规则 ， 需 要 多 于 2" 一 1 次 的 移动 ? 


5 人 的 圆 做 成 的 维 恩 图 党 用 来 描述 与 3 个 给 定 集合 有 关 的 8 个 可 
HEH : 









































(a 
r 
y 


由 4 个 给 定 集合 给 出 的 16 种 可 能 的 子 集 能 人 否 用 4 个 重 登 的 圆 来 描述 ? 
6 了 平面 上 由 n 条 直线 定义 的 某 些 区 域 是 无 界 的 ， 而 男 一 些 区 域 则 是 有 界 
的 . 有 界 区 域 的 最 大 个 数 是 多 少 ? 
7 WHn) = J({n+ 1)— J(n), 方程 (1.8) 告诉 我 们 有 (27) =2, mx 
n > 1 

H(2n + 1) = J(2n + 2) — J(2n + 1) = (2J(n + 1) — 1) — (2J(n) + 1) = 


2H(n)—2. 


Ti, ARORA AAMI HAHAE, ERAAN) = 2, 这 
里 什么 地 方 有 错 ? 








作业 题 
8 解 递归 式 


Qo = a; Qı 
Qr = (14 Q )/ 


EE, 

假设 对 所 有 n > 0 都 有 Qn AO, ER: Q= (1+ a)/5, 

9 有 时 可 以 利用 反 向 归纳 法 ， 它 是 从 n 

到 n -1 来 证 明 命题 ， 而 不 是 相反 ! 例如 ， 考 虑 命题 
ace 现在 这 是 一 匹 不 同 颜色 的 马 . 


n 
2i . : Se ti °°" + tn . 5. Sy 
P(n): IT1-… In < Rs » A 
n 


这 对 mn = 2 为 真 ， 因 为 (zl + 22)” 一 47172 = (x1 — 12)? > 0, 
a 令 Tn = (ZT1 十 … 十 Tn-1)/(n 一 1)， 证 明 只 要 n > 1，P(n) 就 蕴涵 P(n — 1), 
b WEAR P(n)ANP(2) 28 RH P(2n), 

c WLW ATT A Re T PC”) 
对 所 有 7 为 真 . 
10 ” 设 %n 是 将 一 个 有 n 个 圆 盘 的 塔 从 A 移动 到 B 所 需要 的 最 少 移动 次 数 ， 
和 要求 所 有 的 移动 都 必须 是 顺 时 针 方 问 的 ， 也 就 是 说 ， 从 A 到 B， 从 B 到 其 


他 的 桩 柱 ， 再 从 其 他 的 桩 柱 到 A. 又 设 就 是 在 这 一 限制 下 从 B 返 回 到 A 
所 需要 移动 的 最 少 次 数 . 证 明 


O 0. n = 0: 7 = 0: 
eT NOH ed A On t "i LEL aat 


无需 解 这 些 递归 式 ， 我 们 将 在 第 7 章 里 介绍 怎样 做 ， 


Ceo. m> 




















11 双重 河内 塔 包含 22 个 圆 盘 ， 它 们 有 7 种 不 同 的 太 寸 ， 每 一 种 太 才 的 
HAWA. QU ABA, BOR BERR BERT Blak, AN ETE BK 
HO a ak I EB S Deal ks ET. 


a 如 果 相 同 尺 寸 的 圆 盘 是 相互 不 可 区 分 的 ， 要 把 一 个 双重 塔 从 一 根 桩 柱 
移动 到 男 一 根 桩 柱 需 要 移动 多 少 次 ? 


b 如 末 在 最 后 的 排列 中 要 把 所 有 同样 尺寸 的 圆 副 恢复 成 原来 的 从 上 到 下 
的 次 序 ， 需 要 移动 多 少 次 ? 

提示 : 这 是 一 个 难题 ， 实 在 应 该 是 个 “附加 题 ”. 

12 我们 进一步 推广 习题 11a， 假设 圆 盘 具 有 7 个 不 同 的 矿 寸 ， 且 恰好 有 
mi 个 圆 盘 的 尺寸 是 :， 当 相同 尺寸 的 圆 盘 被 视 为 不 可 区 分 的 时 候 ， 确 定 
移动 一 个 塔 所 需要 的 最 少 移动 次 数 Am,…… Ma), 


13 ”由 n 条 Z 形 线 所 定义 的 区 域 的 最 大 个 数 是 多 少 ? 每 条 Z 形 线 由 两 条 平 
行 的 无 限 半 直线 和 一 条 直线 段 组 成 . 


ea 有 


14 在 一 块 厚 奶 酷 上 划 出 五 道 直 的 切 痕 ， 可 以 得 到 多 少 块 奶酪 ? 在 你 
划 切 痕 时 ， 奶 酷 必 须 保 持 在 它 原 来 的 位 置 上 ， 且 每 道 切 痕 必 定 与 三 维 空 
间 中 的 一 个 平面 相对 应 .，〉 对 所 求 一 个 递归 关系 ， 这 里 所 表示 n 个 不 同 
的 平面 所 能 定义 的 三 维 区 域 的 最 大 个 数 . 


祝 你 好 运 ， 和 希望 你 能 把 奶酪 保持 在 原 位 . 


15 约瑟夫 有 一 个 朋友 ， 他 站 在 倒数 第 二 的 位 置 上 因而 获救 . 当 每 陋 一 
个 人 就 有 一 人 被 处 死 时 ， 倒 数 第 二 个 洱 存 者 的 写 码 1 是 多 少 ? 


16 ”用 成 套 方 法 来 求解 一 般 的 四 参数 递归 式 


g(l) =a; 












































g(2n + j) =3g(n) + yn+ 8); j=0, 1, nz21. 


考试 题 
17 ” 当 有 4 根 而 不 是 3 根 桩 柱 时 ， 如 果 W7 是 将 一 个 有 "个 圆 盘 的 塔 从 一 根 
桩 柱 移动 到 另 一 根 桩 柱 所 需要 的 最 少 移动 次 数 ， 证 明 


Wn(n+1)/2 < 2Wr(n—1)/2 + Th, n > 0. 


(这 里 7 = 2" — ] 是 3 根 桩 柱 时 所 需要 的 最 少 移动 次 数 ，) 利用 这 个 结 
求 出 1(n) 的 一 个 封闭 形式 ， 使 得 对 所 有 n > 0 都 有 Wn+0/2 < f(r), 


18 ”证 明 如 下 的 一 组 n 条 折线 定义 Zn 个 区 域 ， 这 里 丸 由 (1.7〉 定义 : 第 7 
条 折线 (1 < 7 < n) 的 锯齿 点 在 (n”, 0)， 并 向 上 经 过 点 (nY —n’, YG 
(ni —ni—-n™”, 1), 





19 当 每 一 个 锯齿 的 角度 为 30" 时 ， 有 可 能 由 "条 折线 得 到 2 和 个 区 域 吗 ? 
20 ”利用 成 套 方法 来 解 一 般 的 五 参数 递归 了 式 


h(1) =a; 


h(2n +4) = 4hin) tyn +p j=0, 1 n21. 
提示 : 尝试 用 函数 n(n) =n 和 h(n) = n, 
这 像 一 个 “五 星 级 ”的 一 般 递 归 式 吗 ? 
21 假设 有 2n 个 人 围 成 一 个 圆圈 ， 前 面 na 个 人 是 “好 伙计 ”而 后 面 na 个 人 
是 “ 坏 家 伙 ”. 证 明 总 存在 一 个 整数 ?9 (与 n 有 关 )〉 ， 使 得 若 在 绕 圆 圈 走 时 


REI 一 1 个 人 处 死 一 人 ， 那 么 所 有 的 坏 家 伙 就 会 是 首先 出 局 者 (例如 ， 
当 n = 3 时 可 取 4 一 9; 而 当 n = 4 时 可 取 4 = 30) . 


附加 题 


22 证 明 : 对 n 个 给 定 集 合 的 所 有 2" 个 可 能 的 子 集 ， 利 用 n 个 相互 全 等 且 
绕 一 个 公共 中 心 旋转 的 凸 多 边 形 ， 有 可 能 构造 出 一 个 维 恩 图 . 


23 ”假设 约瑟夫 发 现 目 己 处 在 给 定位 置 7， 但 是 他 有 一 次 机 会 来 指定 淘 
状 参 数 4， 使 得 每 阳 4 一 1 个 人 处 死 一 人 . 他 是 否 总 能 保全 上 自己 ? 





























研究 题 
24 求 所 有 形 如 


] a id ay Xn Car es a Ak Xn k 
biXn-1 | bDkXn-k 


的 递归 关系 ， 使 得 无 论 初 始 值 So Xe Rey, E A ee Fed A. 


Me = 





25 ”通过 证 明 习 题 17 的 关系 中 的 等 写成 立 ， 来 求解 无 穷 多 种 情形 的 4 根 
桩 柱 河 内 塔 问题 . 


26 ”推广 习题 23. 我 们 说 (1,2,… :对 的 一 个 约瑟夫 子 集 是 由 上 个 数组 成 
的 集合 ， 对 于 某 个 4， 带 有 另外 mn 一 上 个 号 码 的 人 将 被 首先 清除 掉 . GX 
些 就 是 约瑟夫 想 要 拯救 的 “好 伙计 ”所 在 的 个 位 置 .) 已 经 清楚 的 是 ， 
当 n = 9 时 ，2? 个 可 能 的 子 集中 有 3 个 是 非 约瑟夫 子 集 ， 即 41,2,5,8,9}、 
{2,3,4,5,8} 和 {2;5,6,7,8}， 当 n = 12 时 ， 有 13 个 非 约瑟夫 子 集 ， 而 对 满足 
n < 12 的 其 他 任何 值 ， 没 有 非 约 瑟 夫 子 集 . 对 于 大 的 n， 非 约瑟夫 子 集 军 


见 吗 ? 


是 的 ， 你 若 发 现 了 它们 ， 真 是 干 得 漂亮 . 


2 和 式 SUMS 


数学 中 处 处 都 有 和 式 ， 所 以 我 们 需要 一 些 基本 的 工具 来 处 理 它们 . 这 一 
章 要 建立 一 些 记 号 和 一 般 性 的 技巧 ， 使 得 求 和 简单 易 行 . 





21 记号 NOTATION 
我 们 在 第 1 章 遇 到 了 前 "个 整数 的 和 ， 把 它 记 为 


1+2+3 二 … 十 (n 一 了 +n。 公 式 中 的 < .> 告诉 我 们 ， 要 完整 地 计算 包含 
的 项 所 确定 的 模式 ， 当 然 ， 我 们 还 得 注意 像 1 + 7+ … + 41.7 这 样 的 和 





式 ， 如 果 没 有 释疑 的 上 下 文 ， 它 就 没有 意义 . 男 一 方面 ， 包 含 3 和 (nn 一 1 
这 样 的 项 也 有 点 矫 枉 过 正 ， 如 果 我 们 直接 写成 1+ 2 十 … 十 n， 这 一 模式 
就 可 以 认为 是 表述 清楚 了 .有 时 我 们 甚至 会 大 胆 地 写成 1 + … +n. 

我 们 将 研究 一 般 形 式 的 和 


a; +a) 十 -… 十 Cn， (2.1) 


其 中 每 个 ok 都 是 用 某 种 方式 定义 的 一 个 数 . 这 一 记号 的 优点 是 ， 如 果 我 
和 








和 了 式 的 每 个 元 素 ak 称 为 项 (term) . 这 些 项 常常 用 易于 领会 其 规律 的 公 
式 来 隐 含 说 明 ， 在 这 样 的 情形 下 ， 我 们 有 时 必须 把 它们 写成 展开 的 形 
式 ， 以 使 得 其 意义 清楚 明白 . 例如 ， 如 果 设 想 


一 学 期 (term) 就 是 学 习 这 门 课 程 持续 的 时 间 . 





ti Fe ie oes 


表示 nn 项 之 和 ， 而 不 是 2™! 项 之 和 和， 我 们 就 应 该 更 明确 地 把 它 写成 


这 个 三 点 记号 “...” 有 多 种 用 途 ， 不 过 它 有 可 能 含糊 不 清 且 有 点 见长 宗 
次 .还 可 用 其 他 方式 ， 尤 其 是 有 确定 界限 的 表达 形式 





n 


) ak, (2.2) 


k=1 





EMAL S, ALAM Sle (大写 的 co) . 这 个 记号 告诉 我 们 ， 
这 个 和 式 中 正好 包含 其 指标 k 取 介 于 下 限 1 和 上 限 n 之 间 (上 下 限 包含 在 





内 ) 的 整数 的 那些 项 at。， 换 句 话说 ， 我 们 “对 k 从 1 到 n 求 和 ”约瑟夫 : 傅 
里 叶 于 1820 年 引入 了 这 个 有 确定 界限 的 了 符号 ， 它 随即 风靡 整个 数学 
Jr. 




















eo 4] 
TE Fean ALE E a A 的 值 1,2,3,...， 并 且 求 这 些 项 之 和 . ” 
J. 傅 里 叶 














Mintek, ais: CE eon) 称 为 被 加 数 (summand) . 


指标 变量 被 认为 是 与 式 〈2.2) 中 的 符号 密切 相关 的 ， 因 为 of 中 的 k 与 
符号 外 出 现 的 无 天 .任何 其 他 字母 都 可 以 普 代 这 里 的 k 而 不 会 改变 
(2.2) NEM. 第 常会 使 用 字母 i [似乎 是 因为 它 代 表 了 “ 指 

标 ”(index〉]， 不 过 我 们 一 般 还 是 对 k 求 和 ， 因 为 : 男 有 重任 ， 要 表示 


WV 

















是 的 ， 我 不 想 用 a 或 者 n 来 蔡 代 式 (2.2) 中 的 k 作 为 指标 变量 ， 那 些 字母 是 “自由 变量 *， 它 
们 在 二 之 外 是 有 意义 的 ， 
现在 已 经 明白 ， 一 种 推广 的 符号 甚至 要 比 有 确定 界限 的 形式 更 加 有 
FA: 我 们 直接 把 一 个 或 者 多 个 条 件 写 在 2 的 下 面 ， 以 此 指定 求 和 所 应 该 
取 的 指标 集 . 例如 ，《〈2.1) 和 《2.2) 中 的 和 式 也 可 以 写成 
> ak. (2:3) 
l<k<n 
在 这 个 特殊 的 例子 中 ， 新 的 形式 与 (2.2) 没有 太 大 区 别 ， 但 是 一 般 形 
式 的 和 人 允许 我 们 对 不 限于 连续 整数 的 指标 求 和 . 例如， 我们 可 以 将 不 超 
过 100 的 所 有 正 奇 数 的 平方 和 表示 为 
De 
I<k<100 
k 是 奇数 


而 这 个 和 式 的 有 确定 界限 的 等 价 形式 


19 
> (2k + TY 


k—0 























要 里加 树 瑛 人 不便 ， 且 个 清晰 。 关 似 地 ，1 与 N 之 间 所 有 素数 的 倒数 之 和 


KE 
is 


p<N P 
p 是 素数 


而 有 确定 界限 的 形式 则 需要 写成 


SEPP RAN RT REL, TUNES 入 的 素数 个 数 . 《附带 指出 ， 这 个 和 式 
给 出 了 接近 NN 的 随机 整数 平均 而 言 约 有 多 少 个 素 因 子 ， 因 为 那些 整数 中 
大 约 有 1/P 个 能 被 ?整除 .对 于 大 的 NV， 它 的 值 近似 等 于 nN+ M, 
中 

M œ 0.261 497 212 847 642 783 755 426 838 608 695 859 051 566 6 


ERKE EAT, In z 表 示 z 的 自然 对 数 ， 而 minz 表 示 Intinz)，) 


- 般 符 写 的 最 大 好 处 是 比 有 确定 界限 的 形式 更 容易 处 理 . 例如 ， 假 设 
要 将 指标 变量 k 改 变 成 k + 1。 由 一 般 形式 ， 我 们 就 有 


求 和 符号 看 起 来 像 一 个 扭曲 的 吃 豆 人 1. 



































1 (WGA) (pacman) 是 Namco 公 司 于 1980 年 推出 的 一 款 经 典 游戏 ， 目 前 仍 是 Namco 的 看 家 
游戏 之 一 .此 款 游 戏 的 制作 人 是 岩 谷 彻 ，Namco 是 由 中 村 雅 哉 于 1955 年 创立 的 中 村 制作 所 于 
1977 年 更 名 而 来 . 





) âk = ) 人 大 十 1 ， 


l<k<n l<k+l<n 


很 容易 看 出 所 做 的 变动 ， 我 们 几乎 不 需要 思考 就 能 做 出 这 样 的 代 换 . 但 
是 对 于 有 确定 界限 的 形式 ， 束 有 








n—1 


n 
y ak = y Qk+1: 
k=1 


k=0 


不 容易 看 出 它 发 生 了 什么 变化 ， 而 且 更 容易 犯错 误 . 


另 一 方面 ， 有 确定 界限 的 形式 也 并 非 完 全 没有 用 . 它 漂亮 而 且 简 洁 ， 相 
比较 而 言 ， 由 于 〈2.2) 有 7 个 符号 而 (2.3) 有 8 个 符号 ， 故 而 可 以 很 快 
写 出 式 〈2.2) . 因此 ， 当 我 们 要 陈述 一 个 问题 或 者 表述 一 个 结论 时 ， 
常会 使 用 和 带 有 上 下 确定 界限 的 了 ， 而 当 处 理 一 个 需要 对 指标 变量 做 变换 
的 和 式 时 ， 则 更 愿意 用 在 下 方 列 出 关系 的 形式 . 
一 个 整齐 的 和 式 . 
在 这 本 书 中 ， 符 扎 2 要 出 现 1000 多 次 ， 所 以 我 们 要 确信 自己 已 经 明确 知 
道 了 它 的 含义 . 形式 上 ， 我 们 将 
这 没有 什么 .你 应 该 看 看 在 《伊利 亚 特 》 中 二 出 现 了 多 少 次 . 
>》 ai (2.4) 
P(k) 
记 为 所 有 项 ok 之 和 的 缩写 ， 其 中 的 上 是 满足 给 定性 质 媚 局 的 一 个 整数 . 
CEMPE ERTER -AKERE NBRI Mm. D 我们 暂时 假定 
仅 有 有 限 多 个 满足 已 5 的 整数 K 使 得 ok AO; 反之 则 有 无 穷 多 个 非 零 的 数 
相 加 ， 事 情 束 会 有 点 儿 复 淋 . 在 为 一 种 极端 情形 ， 如 果 对 所 有 的 整数 
， 了 (都 不 为 真 ， 我 们 就 有 一 个 “ 空 的 和， 任何 空 的 和 的 值 都 定义 为 


5 














当 一 个 和 式 出 现在 正文 而 不 是 给 出 的 方程 中 时 ， 就 用 一 个 对 (2.4) 稍 
加 修改 的 形式 写成 2-ny“， 将 性 质 P( 有 作为 5 的 下 标 ， 从 而 使 得 公式 不 


会 太 突 出 ， 类 似 地 ， 当 我 们 希望 将 记号 限制 在 一 行 里 的 时 候 ，241" 
就 是 (2.2) 的 另 一 种 便于 应 用 的 选择 


人 们 常常 想 要 使 用 


n—1 
X k(k — 1)(n— 一 月， 
k=2 


而 不 是 


3 k(k — 1)(n— k). 

k=0 
因为 在 这 个 和 式 中 = 0, 1 以 及 n 的 项 都 等 于 零 . 将 n 一 2 项 相 加 而 不 是 将 
n 十 1 项 相 加 往往 更 为 有 效 . 但 是 不 应 该 这 样 想 ， 因 为 计算 的 有 效 性 并 不 
等 同 于 理解 的 有 效 性 ! 我 们 会 发 现 ， 保 持 求 和 指标 的 上 下 限 尽 可 能 简单 
大 有 神 益 ， 因 为 当 求 和 的 界限 简单 时 ， 处 理 起 来 要 容易 得 多 .的 确 ， 形 


式 2_;_s 会 有 含糊 不 清 的 风险 ， 因 为 当 n — 0 或 者 n — 1 时 ， 它 的 含义 根本 
ZRH VEL) ， 取 夫人 的 项 不 会 来 问题 ， 反 而 常会 免除 许多 
RR. 


到 目前 为 止 ， 我 们 讨论 的 记号 都 相当 标准 ， 不 过 现在 我 们 要 与 惯用 法 和 
底 告别 了 ， 肯 尼斯 . 艾 弗 森 在 他 的 程序 语言 APLI191， 第 11 页 ， 也 见 220] 中 引 








入 了 一 个 奇妙 的 思想 ， 我 们 将 会 看 到 ， 这 一 思想 将 会 极 大 地 简化 我 们 在 
这 本 书 里 想 要 做 的 许多 事情 . 这 一 思想 简单 地 把 一 个 为 真 或 为 假 的 命题 


放 在 括号 中 ， 其 结果 是 1 (如 果 该 命题 为 真 )， 或 结果 是 为 0( 如 果 该 命 
题 为 假 ). 例如 ， 

me, 我 在 其 他 书 中 看 到 的 Kronecker 5 (FRO, “k = nn 时 它 为 1， 反 之 则 为 0) 
恰好 是 艾 弗 森 约 定 的 一 种 特殊 情形 . 我 们 可 以 写 万 和 = nez. 

l, PER; 

0，71 不 是 素数 ， 


无 论 对 求 和 指标 有 何 种 要 求 ， 芯 弗 森 约定 都 使 得 我 们 可 以 不 加 限制 条 件 
来 表示 和 式 ， 把 (2.4) 重新 写成 形式 


N ax[P(A)] (2.5) 


k 
































paxsa- 





MRP, WAPT, WRT URS EBACE 
要 求 和 的 各 项 之 中 . 因为 不 会 由 于 边界 条 件 而 受到 干扰 ， 我 们 可 以 容易 
地 处 理 求 和 指标 . 


“我 常常 对 《这 个 记号 ) 新 的 重要 应 用 惊 谨 不 已 ，” 
布鲁诺 . 德 . 费 奈 蒂 [123] 


有 必要 提 及 一 点 技术 上 的 细节 : 有 时 ak 并 非 对 所 有 整数 F 都 有 定义 . 当 























P(A) 为 假 时 ， 我 们 假设 了 (有 jk 必定 是 零 " 来 规避 这 个 困难 ， 它 就 是 零 ， 其 
至 4 无 定义 时 ax[P( 有 也 等 于 零 ， 例如 ， 如 果 用 艾 弗 森 约定 将 < 六 的 素数 
倒数 之 和 写成 





2_[p 是 素数 ][p SNI p, 


P 


Te a a 


我 们 来 对 到 目前 为 止 关 于 和 式 的 讨论 做 个 总 结 . 有 两 种 好 的 方法 来 表达 
诸 项 之 和 . 一 种 方法 利用 “..”， 男 一 种 方法 利用 .三 点 形式 常 提 示 有 
用 的 操作 ， 特 别 是 相 邻 项 的 组 合 方式 ， 因 为 如 果 整 个 和 式 挂 在 我 们 眼 

前 ， 我 们 或 许 能 想 出 一 个 简化 模式 . 但 是 ， 太 多 的 细节 也 有 可 能 会 让 人 
手足 无 措 . Y 符 号 既 紧凑 ， 又 能 让 人 印象 深刻 ， 而 且 常 常 能 给 出 三 点 形 
式 所 不 明显 具有 的 操作 提示 . 当 我 们 处 理 2 符 号 时 ， 为 零 的 项 一 般 不 会 
Ala, FKE, Za APE eT AY Ah A ED . 


“...” 在 考试 中 不 太 会 由 于 “缺乏 严格 性 ”而 丢 分 . 








2.2 ”和 式 和 递归 式 SUMS AND 
RECURRENCES 


好 了 ， 现 在 我 们 知道 如 何 用 特定 的 符号 表示 和 式 了 . 那 又 该 如 何 来 求 和 
式 的 值 呢 ? 一 种 方法 是 观察 和 式 与 递归 式 之 间 存 在 的 密切 关系 ， 和 陈 


n 


on = ) aK 


k=0 
Sy T EAR 
前 不 把 >" 看 成 仅仅 是 一 个 单独 的 数 ， 而 将 它 看 成 是 一 个 对 所 有 n 之 0 都 有 定义 的 序 

















So 一 = ay: 
Sn 一 .91 十 an，7 > ot. (2.6) 


这 样 一 来 ， 利 用 在 第 1 章 里 学 到 的 用 封闭 形式 求解 递归 式 的 方法 ， 我 们 
就 可 以 用 封闭 形式 计算 和 式 的 值 . 


例如 ， 如 果 a 等 于 一 个 常数 加 上 n 的 一 个 倍数 ， 那 么 和 式 -递归 式 (2.6) 
的 一 般 形式 犹如 


Ro = Q: 
R, = Rrit E+N, n> QO. 


如 同 在 第 1 章 里 那样 ， 我 们 求 得 局 一 a + +7, Raa +29 +37, — 
般 来 说 ， 它 的 解 可 以 写成 形式 


R, = A(n)a + Bin)8 + C(n)y, (2.8) 
KERMAN), BnM) ERR, CIFRE LMN. 


使 用 成 套 方 法 ， 用 7 的 简单 函数 来 葵 代 司 ， 和 希望 能 求 出 音 数 参数 和 a、4? 
和 7， 其 中 的 解 特别 简单 . SR = ] 就 意味 着 = 1, 9 =9, 9 二 0， 从 而 


A(n) = 1. 











SR =n Aka =0, 6=1, 7=0， 从 而 
B(n) =n. 
AR, = 7 就 意味 着 a = 0, 5 = -1, y=2, Mi 
2C(n) — B(n) = n? 


H@C(n) = (n?+n)/2, BAS Be, 


s 
Soe Aiar] 
于 是 ， 如 果 我 们 想 要 计算 








5 (a+ bk), 


k=0 


则 和 式 - 递 归 式 (2.6) 就 转化 成 了 2.7), pa=p =a, 7=b, WE 
2a 日 


ARE 


aA(n) + aB(n) + 6C(n) = a(n +1) 4+ b(n + 1)n/2. 


有 反 过 来 ， 许 多 递归 式 都 可 以 转化 成 为 和 式 ， 所 以 ， 我 们 将 在 本 前后 面 学 
习 计 算 和 式 的 特殊 方法 ， 这 会 帮助 我 们 求解 递归 式 ， 人 否则 求解 这 些 递归 
式 有 可 能 会 很 困难 . 河内 塔 递归 式 束 是 一 个 恰当 的 例子 : 


To = 0: 
1 一 27 1 十 1，7 > 0. 


如 果 两 边 都 用 2" 来 除 ， 它 可 以 写成 特殊 的 形式 (2.6) : 
Ty /2° = 0: 
本 

现在 令 Sn = 1n/2 ， 我 们 就 有 


St ) = 0: 


On = Sai ee. n> o. 


由 此 得 到 


(注意 ， 和 式 中 舍弃 了 kk = 0 的 项 .)〉 几何 级 数 的 和 


= 
将 在 本 章 的 后 部 加 以 推导 ， 可 以 证 明 它 等 于 oar 
I 


ne _ on _ 
Th — Sn a 


注意 此 递归 式 可 以 用 2" 来 除 ， 从 而 在 这 一 推导 过 程 中 我 们 将 五 转换 成 了 
技巧 是 一 般 技 术 的 一 个 特殊 情形 ， 实 际 上 一 般 技 术 可 以 将 任何 
形 如 





anTn = bnTn_1+ Cn (2.9) 
的 递归 式 转 化 成 一 个 和 式 . 其 思想 在 于 用 一 个 求 和 因子 (summation 


factor) sn 来 乘 两 边 : 


5nQnly = = Snbn Thn- 1 F SnEn- 


因子 sn 需要 恰当 地 选取 ， 以 使 得 


Snbn = Sn—ldn—l: 


这 样 一 来 ， 如 果 记 Sn = Snan Íh, 我 们 就 得 到 一 个 和 式 - 递 归 式 


Dna = Oy —1 T snc 


n n-en. 


从 而 


n n 


Sn = SoaoTo + > SKCK = S10170 + 》 SkCk, 


而 原来 的 递归 式 〈2.9) 的 解 就 是 





Sna 
nun k=1 


l g 
Ta = - (sn + Yaa) ; (2.10) 


例如 ， Hn _ 1 时 得 到 了 1 一 ( 8, b,Tp F Ss1C1)/slal = (by Tp 十 cljy/al. 
《31 的 值 消去 了 ， 所 以 它 可 以 是 除 零 以 外 的 任何 数 .) 


但 是 ， 我 们 怎样 才能 有 足够 的 智慧 求 出 正确 的 s 昵 ? 没有 问题 : 关系 式 
Sn = sn-lan-l/ 加 可 以 被 展开 ， 从 而 我 们 发 现 ， 分 式 


An—14n-2°°* Ul 
bnbn 人 by 


或 者 这 个 值 的 任何 适当 的 常数 倍 ， 会 是 一 个 合适 的 求 和 因子 . 例如 ， 河 
内 塔 递归 式 有 an = 1 和 bn = 2, 由 逆风 推导 出 来 的 一 般 方 法 可 知 ， 如 提要 
把 递归 式 转化 为 和 式 ， 那 么 m = 2 “就 是 一 个 用 来 相 乘 的 好 东西 发现 
这 个 乘 数 并 不 需要 闪光 的 思想 灵感 . 


我 们 必须 小 心 谨慎 ， 永 远 不 用 0 做 除数 . 只 要 所 有 的 a 和 所 有 的 b 都 不 为 
F, MARMAT AENEA. 


我 们 来 把 这 些 想 法 应 用 到 “快速 排序 ?研究 中 所 出 现 的 递归 式 ， 快 速 排序 
古 计算 机 内 部 数据 排序 的 一 种 最 重要 的 方法 . 当 把 它 应 用 到 有 nn 个 随机 
a Cea 速 排序 方法 所 做 的 比较 步骤 的 平均 次 数 满足 
涕 归 式 


(快速 排序 是 替 尔 在 1962 年 发 明 的 [289 ) 








= (2.11) 


Sn 














Op: = C1 = 0: 


p nl 
Cr=ntl+— 9 C, ic T (2.12) 
k=0 
咽 . 这 看 起 来 比 我 们 以 前 见 过 的 递归 式 要 可 怕 得 多 ， 它 包含 一 个 对 前 面 
MARAHAN, ERRUN. KANIE, REEE Eda 


(C2 一 3，C3 一 6,，“+” 3) ， 但 这 对 消除 我 们 的 苦难 情绪 并 没有 任何 
作用 . 


然而 ， 我 们 可 以 系统 地 来 化 解 〈2.12) 的 复杂 性 ， 首 先 避 免除 法 ， 然 后 








HANER SD. 想法 是 用 "来 乘 两 边 ， 这 就 得 到 关系 式 
n—-1 


nCn = ae ae 2)" Ck, n >l, 
k=0 
于 是 ， 如 果 我 们 用 n 一 1 代替 mn， 就 有 


n—2 


(n —1)Cn-1 = (n — 1) +(n-1)+250Ce, n-1>1. 





k=0 
现在 可 以 从 第 一 个 方程 中 减 去 这 个 方程 ， 求 和 号 就 消失 了 : 
nC, — (n— 1)Cy_1 = 2n + 2C)_1, n> 2. 
这 样 一 来 ， 原 来 关于 Cn 的 递归 式 就 转化 为 一 个 简单 得 多 的 递归 式 : 





Co = C1 = 0; Co = 3; 


nC, = (n+ 1)Cy_-1+2n, n> 2. 


进 了 一 步 . 由 于 这 个 递归 式 形 如 (2.9), Hepa, =n, bh, =n+1, H 


故而 我 们 现在 能 用 求 和 因子 方法 .前面 描述 的 一 般 方 法 告诉 我 们 ， 要 用 


an_l1an 2 al (n —1) x (n—2)x--- x1 2 
5 = = \ < \ 
bnbn_1***bo (n+1)xnx---x3 (n+ 1)n 


的 某 个 倍数 来 遍 乘 该 递归 式 . 根据 2.10) ， 它 的 解 就 是 


n 

















们 从 递归 式 中 的 并 开始 ， 并 且 努 力 规避 它 ， 但 在 应 用 求 和 因子 之 后 ， 我 们 又 与 另 一 个 吕 
Fae MEA Efe Ie OL | 




















Boe Je HH BU Ae SAT Ag J FH 8 LE “SAA A. EKRE, A 
为 它 出 现 得 如 此 频 楷 ， 我 们 将 给 它 一 个 特殊 的 名 称 和 一 个 特别 的 记号 : 


(2.13) 


“ele 


Heo EPER pees -> 


字母 1H 表示 “调和 的 "Hn 称 为 一 个 调和 数 〈(harmonic number) . 之 所 
这 样 命名 ， 是 因为 小 提 鞭 弦 所 产生 的 第 个 泛 首 (harmonic) 是 弦 长 1 
处 所 产生 的 基 音 . 


我 们 可 以 通过 将 Cr* 表 示 为 封 财 形式 来 研究 快速 排序 递归 式 〈2.12) .如 
果 我 们 能 用 Hn 来 表示 Cn， 这 就 将 是 可 能 的 . Cn 公式 中 的 和 式 是 





Ce gro ene E gm 


] ] 
2 k+1 7 pon k 
l 


1 1 1 n 
S| 
k 1 n+1 n+l 


l<k<n 





好 的 〈alright) ! “我 们 已 经 发 现 了 求解 〈2.12) 所 需要 的 和 : 当 它 被 应 
用 到 有 7 个 随机 排列 的 数据 项 时 ， 用 快速 排序 方法 做 比较 的 平均 次 数 是 


?正文 中 “好 的 ”一 词 用 的 是 不 规范 的 单词 alright， 这 里 “全 错 了 ”用 的 也 是 不 规范 单词 alwrong， 
以 相映 成 趣 . 


















































8 l 
C, = 2(n+1)H, —-n-—-, n>l. (2.14) 
3 3 


但 是 你 的 拼写 全 错 了 (alwrong) . 


如 通常 一 样 ， 我 们 验证 小 的 情形 是 正确 的 : C2 =3，5C3 = 6. 
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不 要 和 金融 搞 混 了 3. 





ep 





额 这 一 金融 学 的 含义 ， 故 作者 对 这 一 节 的 标题 有 此 一 说 . 

成 功 处 理 和 式 的 关键 在 于 ， 将 一 个 本 改变 成 妨 一 个 更 简单 或 者 更 接近 菜 
个 目标 的 .通过 学 习 一 些 基 本 的 变换 法 则 并 在 实践 中 练习 使 用 它们 ， 
就 会 容易 做 到 这 点 . 


设 K 是 任意 一 个 有 限 整 数 集合 ,KK 中 元 素 的 和 式 可 以 用 三 条 简单 的 法 则 
加 以 变换 : 


) cap =C > Ak: 


3“ 和 式 ” 的 英文 词 sum 还 有 总 








keK kek (分 配 律 ) (2.15) 
>》 (ak + Or) = So ae + >> 
kek keK keK (Se) (2.16) 
5 ak = >, dp(k): 
kek p(k)eK (交换 律 ) (2.17) 

















我 的 其 他 数学 书 对 这 些 法 则 有 不 同 的 定义 . 4 





























4 的 确 ， 尤 其 是 这 里 定义 的 分 配 律 和 结合 律 ， 与 通常 数学 书 中 这 两 个 定律 的 定义 有 很 大 区 别 . 























运用 分 配 律 ， 我 们 和 E ee 运用 结合 律 ， 我 们 可 以 把 一 个 
2 分 成 两 个 部 分 ， 或 者 将 两 个 组 合成 一 个 ;运用 交换 Ccommutative ) 
律 ， 我 们 可 以 按照 愿意 采用 的 任何 方式 来 重新 将 求 和 项 排序 ， 这 里 PR) 
是 所 有 整数 集合 的 任意 一 个 排 现 (permutation) . 例如 ， 如 果 
K={-1,0, 二 1} 昌 p(k) = 一， 那么 运用 这 三 条 法 则 就 有 


为 什么 不 把 它 称 为 permutative， 而 称 为 commutative 呢 353 











5 英语 词典 中 没有 permutative 这 个 词 ， 而 与 commutative 意 思 相 近 的 另 一 个 单词 是 permutable. 





ca—ı + cag + ca; =cla-1 十 ad 十 al)， (分 配 律 ) 


(a_y + b_1) + (aq + bo) + (a1 + b1) = (2-1 + ao +4)) + (b1 + bo +b), (结合 


E) 
a—1 +ag T 41 = ai T 4o T a1, (交换 律 ) 


第 1 章 里 高 斯 的 技巧 可 以 看 成 是 这 三 条 基本 法 则 的 一 个 应 用 . 假设 我 们 
要 计算 一 个 等 差 级 数 (arithmetic progression) 的 一 般 和 


好 三 (a + bk). 


O<k<n 
根据 交换 律 ， 我 们 可 以 用 n -大 代替 上 E， 得 到 
Ss >, (a+6b(n—k)) = ` (a+ bn — bk). 


Osn—k sn O<k<n 





这 有 点 像 在 积分 号 内 做 变量 代 换 ， 不 过 更 加 容易 . 
利用 结合 律 ， 可 以 把 这 两 个 方程 相 加 
25 = ` ((a + bk) + (a + bn — bk) =). (2a + bn). 


Oskan O<k<n 
现在 利用 分 配 律 ， 来 计算 平凡 的 和 式 : 


2S = (2a + bn) DF 1 = (2a + bn)(n+ 1). 


Oskan 


用 2 除 ， 我 们 就 证 明了 
3 (a+ bk) = (a+: 二 sin] (n+1). (2.18) 


k=0 


“1 加 1 加 1 加 1 加 1 加 1 加 1 加 1 加 1 加 1 等 于 多 少 ? ” 
“我 不 知道 ， "Alice “我 算 糊 涂 了 . ” 
“她 不 会 做 加 法 . 

一 一 刘易斯 . 卡 罗 尔 BO] 





| F 
AT WB AES Eee capa TO) 乘 以 项 


ey (Bln +1)) . 


重要 的 是 要 记 住 ， 在 一 般 的 交换 律 (2.17) 中 的 函数 以 名 都 假设 是 所 有 
整数 的 排列 . 换 句 话说 ， 对 每 个 整数 n， 都 恰好 存在 一 个 整数 k， 使 得 

PA) =n, 否则 交换 律 可 能 不 成 立 ， 习 题 3 就 以 极端 的 方式 对 此 做 了 描 

R. p(k) = 十 c 或 者 PIR) = c 一 (其 中 c 是 一 个 整数 常数 ) 这 样 的 变换 
总 是 排列 ， 故 而 它们 总 能 奏效 . 

另 一 方面 ， 我 们 能 将 排列 限制 稍微 放松 一 点 点 : 我 们 只 需要 求 ， 当 "是 
指标 集 天 的 一 个 元 素 时 ， 恰 好 有 一 个 整数 有 满足 PR) =, REK HH 
MEW. WR EKP) ， 那 么 不 管 以 局 = 了 以 怎样 的 频率 出 现 都 无 关 
紧要 ， 因 为 这 样 的 不 出 现在 此 和 式 中 . 例如 ， 由 于 当 n € K 且 nn 是 偶数 
时 恰好 有 一 个 k 使 得 2k = n， 故 而 我 们 可 以 主张 


ťi a aS 
kek neK 2keK 2keK 
k 是 偶数 n 是 偶数 2k 是 偶数 : (2.19) 


通过 公式 中 间 的 逻辑 命题 来 得 到 0 或 者 1 的 艾 弗 森 约定 ， 可 以 与 分 配 律 、 
结合 律 以 及 交换 律 一 起 使 用 ， 以 导出 和 式 的 其 他 性 质 . 例如 ， 下 面 是 将 
个 同 的 指标 集 组 合 在 一 起 的 一 个 章 要 法 则 :如果 K 和 KK" 是 整数 的 任意 集 
o> 那么 


其 他 的 〈additional) , Yu? 


` ak t y ak = y ak T > ak. (2.20) 


kek kek’ ke KOK!’ ke KUK’ 
这 是 由 一 般 的 公式 
Soa = Do alk € (2.21) 


kek k 
和 
[AE K]+[KE RK =[KEKNK)+[kKEKUR’] (2.22) 


推出 的 . 如同 在 


n 


m n 
> Qk + 》 ak = Am + ak Imn 


k=m 


中 那样 ， 利 用 法 则 (2.200 把 两 个 几乎 不 相交 的 指标 集合 并 起 来 ， 或 者 
像 在 
` ak = ag + T ak, ċ n20 (2.23) 


O<k<n l<k<n 


《这 里 交换 了 (2.20) 的 两 边 . ) 
中 那样 ， 把 单独 一 项 从 和 式 中 分 出 去 . 


把 一 项 分 出 去 的 运算 是 扰动 法 (perturbation method) 的 基础 ， 利 用 扰动 
法 ， 我 们 常常 可 以 用 封闭 形式 来 计算 一 个 和 式 . 其 思想 是 从 一 个 未 知 的 
和 式 开 始 ， 并 记 它 为 Sn: 
on = X, ak. 
O<k<n 
〈 合 名 并 求解 . ) 然后 ， 通 过 将 它 的 最 后 一 项 和 第 一 项 分 离 出 来 ， 用 两 
种 方法 重新 改写 ?n+1: 
Sn 十 Qn+l = > Qk = dag + y ak 


O<k<n+1 l<k<n+1 


MERNIH AR pe Jes ABS A SE EA, FRSA SORE Ze HOR. 如 
RIERA, BRATS EI — TAFE, VEEN ARE BOT PTR ASK. 


例如 ， 我 们 用 这 个 方法 来 求 一 般 的 几何 级 数 C geometric progression) 的 
和 





如 果 它 是 几何 的 ， 就 应 该 有 一 个 几何 的 证 明 . 








SS 
mf 





ZN 


P> 














啊 ， 是 的 ， 这 个 公式 在 中 学 时 就 已 经 反复 背诵 了 . 
HH (2.24) 中 一 般 的 扰动 法 格式 ， 我 们 有 
Sn tar"t! = ar? + X. ar*t! 
Oskan 
IN A ry》 arf = = 日 

根据 分 配 律 ， 右边 的 和 式 等 于 人 0<k<n 于 是 ， 
Sn 十 QZ = 2+ Top ， 我 们 可 以 对 5 求解 ， 得 到 

te i Æ+ 1 (2.25) 

j 1 一 2 
k=0 


(4r= 1] 时， 这 个 和 当然 就 直接 等 于 局 + Da. ) 右边 可 以 视 为 和 式 中 
的 第 一 项 减 去 在 此 级 数 之 外 的 第 一 项 (级 数 最 后 一 项 的 后 面 一 项 ) ， 再 
除 以 1 减 去 公 比 . 


那儿 乎 太 容易 了 . 我 们 在 稍微 难 一 些 的 和 式 


上 来 尝试 使 用 扰动 技术 . 在 此 情形 下 ， 有 So = 0，31 = 2，32 = 10， 
S3 = 34, S4 = 98， 一 般 的 公式 是 什么 昵 ? 根 据 (2.24) ， 有 


S,+(n+1)2"+! = > (kin 


O<k<n 


Fit CABANAS RAS AI AS. 好 的 ， 我 们 借助 结合 律 将 它 分 成 
两 个 和 式 


人 DAT1 4 i ok+1 


O<k<n Oskan 
ea ee 由 
(2. a > Bee R a 一 2. 于是， 我 们 有 
Sy + (n-+1)2"*! = 25, 42"? — 2， 而 通过 代数 计算 就 得 到 
De k2® = (n —1)2 + 2. 
Oskan 





现在 我 们 就 理解 了 为 什么 有 S53 = 34: 它 是 32+2， 而 不 是 2 x 17. 


Dar a ah ta 给 出 方程 
S,+(n+1)2"t! = TS, +(x —a"t?), (1 —z) ， 故 而 我 们 得 出 





有 意思 的 是 ， 我 们 可 以 用 一 种 完全 不 同 的 方法 ， 即 微 积 分 的 初等 技巧 来 
推导 出 这 个 封闭 形式 . 如 果 我 们 从 方程 








FR, FEMUR TPKE, MA 


n / A7 \ 7a) | n+l 


Lk-1 (l—2z)(—(n4+1)x")4+1-42 :十 
ET = 


1 — (n + 1)” +nr' 





\2 32 
(l— x) (l—z)" 


因为 和 式 的 导数 等 于 它 的 各 项 导数 之 和 . 我 们 将 在 后 续 几 章 中 看 到 微 积 
分 与 离散 数学 之 间 更 多 的 联系 . 
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一 个 和 式 的 项 可 以 用 两 个 或 者 更 多 的 指标 来 指定 ， 而 不 是 仅 由 一 个 指标 
来 指定 . 例如 ， 下 面 是 一 个 有 九 项 的 二 重 和 式 ， 它 由 两 个 指标 7 和 k 所 竺 


控 : 























哦 ， 不 ， 一 个 九 学 期 (term ) 的 管理 者 . 











》 aj by, 一 a,b, Te aybo + aybs 十 agby 十 azbə F azb3 Tt azbı T azbə T azb3. 
1 三) ,人 <3 





注意 ， 这 并 不 是 说 对 所 有 J Z 1 和 所 有 Kk < 3 求 和 . 


对 这 样 的 和 式 ， 我 们 使 用 与 对 单个 指标 集 的 和 式 同样 的 记号 和 方法 .于 
是 ， 如 果 二 :5 是 7 与 5 的 一 种 性 质 ， 所 有 使 得 局 8 为 真 的 项 ws 之 和 可 
以 用 两 种 方式 表示 . 一 种 用 艾 弗 和 森 约 定 且 对 所 有 的 整数 对 7 与 K 求 和 : 


>: ay k = ajk Py. k)]. 


P(j,k) 了 ,大 


它 只 需要 一 个 符号 2， 尽 管 这 里 有 多 于 一 个 求 和 指标 ，Y 表 示 对 所 有 适用 
的 指标 组 合 求 和 . 


当 谈 论 一 个 和 式 的 和 式 时 ， 我 们 有 时 也 会 使 用 两 个 符号 .例如 ， 
> >》 ajal PUK) 




















> (>: ay,4[P(j, k 1) 


J k 


ajk| PI ] Í 


x jk) ajk|P(j,k)] 
的 缩写 ， 这 是 大 对 所 有 整数 ] 求 和 的 和 式 ， wi 是 
项 jk 对 使 得 tj; 凡 | 为 真 的 所 有 整数 : 求 和 的 和 式 ， 在 这 样 的 情形 ， 我 们 
就 说 此 二 重 和 式 “ 首 先 关 于 k 求 和 ”. 多 于 一 个 指标 的 和 式 可 以 首先 对 它 





的 任何 一 个 指标 求 和 . 

SE UNAM Ae (由 内 而 外 ) . 
在 这 方面 ， 我 们 有 一 个 称 为 交换 求 和 次 序 (interchanging the order of 
summation) 的 基本 法 则 ， 它 推广 了 我 们 早先 见 过 的 结合 律 〈2.16) : 


SoS aj alPG,*)] = 3 ajk = 2 oP (2.27) 
j k P(j,k) 
这 一 法 则 的 中 间 项 是 对 两 个 指标 求 和 的 和 式 ， 在 左边 ，2_) 2 表示 先 


HORA, RARR. ENH, Xe ;表示 先 对 ) 求 和 ， 然 后 对 
求 和 ， 实 践 中 ， 当 我 们 想 用 封闭 形式 计算 一 个 二 重 和 式 时 ， 通 常 先 对 一 
个 指标 求 和 会 比 先 对 另 一 个 指标 求 和 更 容易 些 ， 所 以 我 们 要 选取 那 种 更 
加 方便 的 求 和 顺序 ， 


谁 紧张 啦 ? 我 认为 这 个 法 则 与 第 1 章 里 的 某 些 内 容 相 比 ， 更 显而易见 一 些 . 

不 必 对 和 式 的 和 式 感 到 紧张 ， 不 过 它们 可 能 会 让 初学 者 费解 ， 所 以 我 们 
来 多 举 几 个 例子 . 开始 给 出 的 九 个 项 的 和 式 是 处 理 二 重 和 式 的 一 个 很 好 
的 例子 ， 因 为 那个 和 式 实 际 上 可 以 简化 ， 而 且 它 的 简化 程序 是 我 们 对 
所 能 进行 处 理 的 典型 代表 : 

>. ajbk = 2 外 < j,k < 3] = 2 ajb;[1 < j < 3][1 < k < 3] 

1<7,k<3 

-Eom < er 3] 


-Zo 1 <j <3] bll <k <3] 


k 


Sines ea (Po: sa 


大 


= (San <j< (£ bx[ll < k < s) 
人 





























ae 一 行 表示 没有 任何 特殊 次 序 的 九 项 之 和 . 第 二 行 把 它们 分 成 三 
组 


(a,b; + aiba 十 alp3a) 十 (aopl 十 aobo 十 aopb3) 十 (a3pl 十 aapo + a3b3). 


AS TARS EARLE TE To. E 因为 5 和 1 SJ S SI GRA, X 





ay (by + bə + bz) =F ay (by + by + bs) + a3 (by + bo 十 bz). 


第 四 行 与 第 三 行 相同 ， 但 是 多 了 一 对 括号 ， 这 样 就 使 得 第 五 行 看 起 来 不 
那么 神秘 .第 五 行 提取 出 对 7 的 每 一 个 值 都 出 现 的 因子 (WW 二 如 二 bs). 

(a) + a + a3)(b1 + b2 + b3). 而 最 后 一 行 则 是 上 面 一 行 的 另 一 种 表达 方 
推导 方法 可 以 用 来 证 明 一 Moy ACE (general distributive law) 


> ab = = (> | (xn) (2.28) 


jeJ kek 











TET BAA AN Tia nS AL BT. 


交换 求 和 次 序 的 基本 法 则 (2.27) 有 许多 变形 ， 这 些 变形 在 我 们 想 要 限 
制 指标 集 的 范围 而 不 是 对 所 有 整数 jk 求 和 时 就 会 出 现 . 这 些 变形 有 两 
种 类 型 .简易 型 (vanilla) 和 复杂 型 (rocky road) .6 首先 是 简易 型 














6 书 中 作者 用 vanilla 和 rocky road 这 两 种 风味 的 冰淇淋 来 比喻 简易 型 和 复杂 型 这 两 类 不 同 交换 求 
和 次 序 的 法 则 . 


du da tie = 2 tie = Dy Do Mie (2.29) 


jE keK KEK jeJ 
LEx 


这 恰好 是 (2.27) 的 另 一 种 写法 ， 因 为 艾 弗 森 的 7& hE 分解 成 
CINK CW), 简易 风格 的 法 则 当 7 和 的 范围 相互 无 关 时 适用 . 


复 林 型 公式 有 一 点 点 技巧 ， 它 适用 于 内 和 的 范围 与 外 和 的 指标 变量 有 关 


`D X ajk = ` E: aj p (2.30) 


JEJ keK(j) KEK’ jeJ'(k) 


这 里 的 集合 J、K(7)、K' 与 站 (及 必须 以 下 面 的 方式 相关 联 : 
[j € Nk € K(j)] = [k € Kj € J'(k). 


原则 上 ， 这 样 的 因子 分 解 总 是 可 能 的 ， 我 们 可 以 设 7 = K' 是 所 有 整数 的 

合 ， 而 天 7) 和 7 有 则 是 与 操控 二 重 和 式 的 性 质 Pi; 为 相 对 应 的 集合 . 
但 是 存在 一 些 重要 的 特殊 情形 ， 在 其 中 集合 1/、K (四 、K' 与 7( 且 都 有 简 
单 的 形式 它们 频繁 出 现在 应 用 中 .例如 ， 下 面 是 一 个 特别 有 用 的 分 
es 





Legeanlh ak aaj AS] sk be aa Lee eal << 
kl: (2.31) 


这 个 艾 弗 森 方程 允许 我 们 写成 
n n k 
> » ay k = y ark = H Qj k- (2.32) 
j=l k=j l<j<k<n k=1 7=1 


在 这 两 个 和 式 的 和 式 中 ， 通 常 一 个 比 另 一 个 更 容易 计算 ， 我 们 可 以 利用 
(2.32) 把 困难 的 那个 转换 到 容易 的 那个 . 


(现在 是 做 热 映 题 4 和 6 的 最 佳 时 机 .》 
《抑或 也 是 品尝 你 所 喜爱 的 士 力 架 美食 的 大 好 时 机 .) 


谱 用 到 一 个 有 用 的 例子 上 . 考虑 由 个 乘积 0 组 成 
TRENI 

















aja, ClC2 dd3 °°" U1 An 
ajay ajgag Q243 e's aan 


U3d1 aza? a343 ER 人 3 Ayn 
dndl Ana? dnd3 *** Anan 
我 们 的 目的 是 对 


~ 三 > aja, 


1<jSkSn 


求 一 个 简单 的 公式 ， 它 是 这 个 阵列 的 主 对 角 线 及 其 上 方 的 所 有 元 素 之 


和 .由 于 wk = Ki， 故此 阵列 关于 和 它 的 主 对 角 线 是 对 称 的 ， 从 而 s< 近 
A 
oy 
rocky road 风 味 冰 淇 淋 里 有 软 糖 吗 ? 
这 样 的 考虑 启发 我 们 想到 如 下 的 处 理 方法 . 我 们 有 


Sa= ,A 2, aq =Sy, 


1S j<k<n 1SkSj<n 1<kSj<n 





AA Barley WOO, FEZI J). ab, BF 
Leek ene kage n =< 7h <n]+[1<j}=k<n], 
我 们 就 有 


25~5=S ~ta > aja, + >. aj, . 


1Sj, k&n IS j=k<n 
根据 一 般 的 分 配 律 〈2.28》， 第 一 个 和 式 等 于 


(Da) (Deer) =- (Dia), raped, 于 是 
我 们 有 


n 2 n 
EEE COES] 
1<j<k<n PA era k=l 


(2.33) 
这 是 用 更 简单 的 单个 指标 和 对 上 三 角形 和 给 出 的 表达 式 . 
受 这 一 成 功 所 鼓舞 ， 我 们 来 研究 另外 一 个 二 重 和 式 : 

oS >. (ak — a; \(bk 一 bj). 


l<} <ksn 
当 交 换 7 和 k 时 ， 我 们 仍然 有 对 称 性 : 
由 = > (aj 一 ak \{ b; 一 bk) = > (ak 一 Gj \(bk 一 bj). 


l<k<j<n I<k<jsn 


故而 可 以 将 5 与 自己 相 加 ， 利 用 恒等式 


IS = y (a; — ax){b; — bk) 一 (a; — ap) (b; — by). 


1 三 ) ksn l<j=k<n 


这 里 的 第 二 个 和 式 为 零 ， 第 一 个 和 式 等 于 什么 ? 把 它 展 开 成 四 个 单独 的 
和 式 ， 每 一 个 都 是 简易 型 的 : 


y ajbj 一 ` ajbk 一 y ab; + >»; akbk 


1<j,kan 1<j,kan 1<j,k<n 1<j,k<n 
一 2 ; akbk — 2 ; aj dy, 
1<j7,k<n 1<7,k<n 


n n 
=2n > ay by — 2 | > a) | am 
l<k<n k=1 k=1 


最 后 一 步 中 两 个 和 式 都 根据 一 般 分 配 律 〈2.28) 做 了 简化 . 如果 说 第 一 
和 





2 > arbr = 2 ò > ay. Dp. 


1<j7,k<n l<k<n 1l<j<n 
=2 >> ab 》 1 
l<k<n l<j<n 
=2 > arbrn = 2n 》 ay Dp. 
l<k<n l<k<n 


GUAR AA ee TRINA Gx zen) 乘 以 剩 下 的 部 分 ， 那 么 在 求 
和 项 中 不 出 现 的 指标 变量 《这 里 是 7) 可 以 直接 消去 . 


回 到 我 们 中 断 的 地 方 ， 现 在 可 以 统统 除 以 2 并 重新 排序 ， 就 得 到 一 个 有 
趣 的 公式 : 





| a) | n) =n s aybj.— 3. (ak — a; (bk 一 bj ) (2.34) 
k=1 1 


k= k=1 I<j<k<n 














( 切 比 雪夫 [5 实际 上 是 对 积分 而 不 是 对 和 式 证 明了 类 似 的 结果 如果 几 工 ) 和 9(7, 是 单调 
(J rear) grjdr ) < (b — a) - f(x)g(xr)dx 
非 减 函数 ， 那 么 /a \Ja Ja 


这 个 恒等式 得 到 称 为 切 比 雪夫 单调 不 等 式 〈Chebyshev's monotonic 
inequality) 的 一 个 特例 : 





n 


bx a, <<a, Lb <<, 
k=l k=l 


k=l 
($a (Za |= nda ,4Ss:-Sa,Hbh2:-2b,. 
k=l k=l k=l 


(一 般 来 说 ， 如 果 o < … < aon， 且 P 是 {1,… ,中 的 一 个 排列 ， 那 么 不 难 


UEI, Mba) So < Opto Danas MO RAHI, TH 

bpa) 之 … 2 bp(n) 时 它 的 最 小 值 出 现 . ) 

多 重 求 和 与 单个 和 式 中 改变 求 和 指标 的 一 般 性 运算 存在 着 有 趣 的 联系 . 
由 交换 律 我 们 知道 ， 如 果 Pl(J 是 这 些 整 数 的 任意 一 个 排列 ， 则 


》 ak = 》 dp(k): 


kek plK)EK 





如 末 j 是 一 个 任意 的 函数 
fri SK, 


它 将 整数 ) JEREBU) e 下， 那么 用 /(j) 葵 换 k 会 发 生 什么 ? 指标 普 
换 的 一 般 公 式 是 


) af(j) = ) apd 


JEJ kek 
这 里 ，$ 表 示 和 集合 
f (k) = {3| FG) = k} 


中 的 元 素 个 数 ， 即 使 得 jj) 等 于 的 7 & 7 的 值 的 个 数 . 


人 ere 
HPU OSES 容易 通过 交换 求 和 次 序 来 证 明 (2.35) ， 
Qf(j) = yo ax| f =e ak X flj) = 


jeJ jeJ keK jeJ 





ESEJ GK ZA Ot ax PTE A AREAS, M 
一 般 公 式 (2.35) 就 转化 为 


我 的 另 一 位 数学 老师 称 它 是 “ 双 射 ”， 或 许 有 一 天 我 能 逐渐 喜欢 上 这 个 单词 


afi) = 5 af) = > ak. 


jEJ (jek keK 
然后 再 次 .………. 
这 就 是 前 面 给 出 的 交换 律 〈2.17) ， 不 过 稍 有 变化 . 


到 目前 为 止 ， 我 们 的 多 重 和 式 的 例子 全 都 含有 Qt 或 者 钱 这 样 的 通 项 .但 
是 这 本 书本 应 是 具体 的 ， 所 以 我 们 来 看 一 个 包含 实际 数字 的 多 重 和 式 : 


g 1 
Bote a oe, 


l<j<k<n i J 





ity, PEWFUKI, kini EKERI. 


N| o 
5 


li, c= Ss=1, “"~ aa 3-1 32 


计算 二 重 和 式 的 正规 方法 是 首先 对 7] 或 者 首先 对 k 求 和 ， 让 我 们 来 探讨 两 
种 选择 . 





Ls 一 一 ”首先 对 j 求 和 


= z Dine 简化 j 的 界限 

a 根据 (2.13), HA, 的 定义 
ISk< 

= > H, FA A +1 AFR k 

= yw 简化 的 界限 


哎呀 ! 我 们 不 知道 如 何 把 调和 数 的 和 表示 成 封闭 形式 . 
摆脱 其 控制 . 


如 琳 我 们 尝试 消 完 用 为 一 种 方式 求 和 ， 束 得 到 























1 





ga l set RAI 

nk 

= H k+ jE k 
Sj<n j<k+j<n k 

] A 

=5 y+ 简化 的 界限 
<j<n0<k<n-j k 

= T H p; 根据 (2.13 ); H; 的 定义 
<j<n 

enS OH Fl n— j Rj 
<n-j<n 

二 简化 的 界限 
0<j< 


我 们 回 到 了 同样 的 死胡同 里 . 


fara ia 如 果 在 决定 要 将 5n 转 化 成 和 式 的 和 式 之 前 先 用 
tr J k: 


Sp = 一 重新 抄写 给 定 的 和 式 
Fl A+ 7 PRK 


i 
k 
= > = 首先 对 j 求 和 





1<kSn 1Sj<n 
n—k ? ° BW 

= 和 KF j 的 和 是 平凡 的 

lk<n 
a cl 根据 结合 和 

1<k<n k 1<k<n 

1 7 
=n > p -n 上 上帝 的 安排 
1<k<n 

=nH,-n 根据 (2.13), H, WREX 


这 里 写成 上 SNERRE SN 一 1 是 明智 之 举 . 简单 的 界限 可 以 节约 劳力 . 
啊 哈 ! 我 们 求 出 了 Sn. 将 它 与 错误 的 开始 结合 起 来 ， 我 们 进一步 得 到 了 


一 个 恒等式 (算是 奖赏 ) : 


y H, = nH, —n. (2.36) 
O<k<n 























我 们 可 以 以 两 种 方式 来 理解 这 一 技巧 ， 一 种 是 代数 的 ， 一 种 是 几何 的 . 

(1) 从 代数 方式 来 说 ， 如 果 我 们 有 一 个 包含 + ADEMA, HES 
是 一 个 任意 的 函数 ， 那 么 这 个 例子 指出 ， 用 一 了 (7) 蔡 换 k 并 对 7 求 和 比较 
(2) 从 几何 方式 来 说 ， 可 以 如 下 观察 这 个 特殊 的 和 式 3 En = 4 

情形 ) : 


E E 


i= 1 1 + I + 1 

4 1 3 

1 1 

J 1 2 

1 

一 3 = 

7 1 
j=4 


我 们 首先 尝试 ， 先 对 7] 求 和 【〔 按 列 ) REIRA GZT) , XA h 


Hı + Hy + Hz = H3 + Ha + Mi, IKINDI WA SR AR a ENE FART A Bok 
ee 


和 ， 这 样 得 到 1 2 3. 


2.5 一 般 性 的 方法 GENERAL METHODS 


现在 ， 我 们 从 奎 干 不 同 的 角度 研究 一 个 简单 的 例子 ， 以 此 巩固 所 学 得 的 
ae 在 下 面 几 页 中 ， 我 们 打算 对 前 "个 正 整 数 的 平方 和 《我 们 称 它 为 
n) 











— 2 Š Fa 
ae X kt, n20 (2.37) 
Osk <n 





求 出 封闭 形式 . 我 们 会 看 到 ， 解 决 这 个 问题 至 少 有 8 种 不 同 的 方法 . 在 
此 过 程 中 ， 我 们 将 会 学 到 解决 一 般 情 形 下 求 和 问题 的 有 用 策略 . 


像 通 常 一样， 我 们 衣 先 来 观察 儿 个 小 的 情形 . 





n Ot. 28 a 0 8 9 10 11 12 
n 0 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100 121 144 
0, 1 5 14 30 55 91 140 204 285 385 506 650 





AN EAR AY m bA BHA AF, {Ee SEAT SEK BIE PE A 
式 时 ， 可 以 利用 这 些 值 进行 检验 . 
方法 0: ARAN 


像 求 前 mn 个 平方 和 这 样 的 问题 可 能 以 前 就 已 解决 了 ， 上 所 以 从 手头 的 参考 
资料 中 很 有 可 能 找到 它 的 解 . 的 确 如 此 ， 在 CRC Standard Mathematical 
Tablest28] 的 第 36 页 上 就 有 答案 ; 





n(n + 1)(2n + 1) 
6 l 

只 是 为 了 确认 没有 看 错 ， 我 们 检查 这 个 公式 ， 它 正确 地 给 出 了 

L5 =9 x6 x 11/6 = 55, 附带 指出 ， 在 CRC Tables 的 第 36 页 上 还 有 关于 立 

Ta Fle waco: 、 十 次 方 和 的 更 多 信息 . 


数学 公式 的 一 个 权威 参考 资料 是 由 Abramowitz 和 Steguni 当 所 编辑 的 
Handbook of Mathematical Functions. 这 本 书 的 第 813~814 页 列 出 了 Dn 对 
n < 100 的 值 ， 而 在 第 804 页 和 第 809 页 给 出 了 与 〈2.38) 等 价 的 公式 ， 还 








men (2.38) 





n = 

















有 关于 立方 和 、.……、 十 五 次 方 和 的 类 似 公式 有 或 者 没有 交错 符 
aoe 





(更 困难 的 和 式 可 以 在 Hansen 的 包罗 万 象 的 表 [L3 中 找到 . ) 


但 是 ， 关 于 序列 问题 的 解答 ， 最 好 的 资料 来 源 是 Sloanel330] 所 著 的 一 本 
名 叫 Handbook of Integer Sequences 的 小 书 . 它 用 数值 列 出 了 数 以 千 计 的 
序列 . 如 果 你 磁 巧 遇 到 一 个 怀疑 已 被 研究 过 的 递归 式 ， 所 要 做 的 惑 是 计 
算 足 够 多 的 项 ， 以 便 将 你 的 递归 式 与 其 他 著名 的 递归 式 区 别 开 来 ， 然 后 
你 就 有 可 能 在 Sloane 的 Handbook 一 书 中 发 现 有 关 文 献 的 指示 . 例如 ， 
1,5,14,30,…: 束 是 一 个 标号 为 1574 的 Sloane 序 列 ， 它 被 称 为 “平方 金字 塔 
数 ” 序 列 ( 因 为 在 一 个 用 个 球 做 正方 形 地 其 的 金字 塔 中 有 Dn 个 球 ) . 
Sloane 给 出 了 3 个 参考 文献 ， 其 中 一 个 就 是 我 们 提 到 的 由 Abramowitz 和 
Stegun3 ji H] FH. 


探索 累积 了 数学 智慧 的 世界 宝库 的 男 一 个 方法 是 利用 计算 机 程序 (例如 
Axiom、MACSYMA、Maple 或 者 Mathematica ) ， 这 些 程序 提供 了 符号 
运算 的 工具 . 这 样 的 程序 是 必 不 可 少 的 ， 尤 其 是 对 需要 处 理 庞 大 公式 的 
人 来 说 . 

熟悉 标准 的 信息 源 是 有 益 的 ， 因 为 它们 能 带 来 极 大 的 帮助 . 但 是 方法 0 
与 本 书 的 精神 并 不 一 致 ， 因 为 我 们 希望 知道 怎样 才能 由 我 们 自己 想 出 问 
题 的 答案 . 碍 找 的 方法 仅 限 于 那些 其 他 人 已 经 判决 为 值得 考虑 的 问题 ， 
那里 不 会 有 新 的 问题 . 

或 者 ， 至 少 是 与 其 他 人 已 经 决定 要 考虑 的 问题 有 相同 答案 的 问题 . 

方法 1: 猜测 答案 ， 用 归纳 法 证 明之 


好 像 是 一 只 小 乌 把 问题 的 答案 告诉 了 我 们 ， 或 者 是 我 们 已 经 用 其 他 东 些 
然后 我 们 只 需要 证 明 它 是 正确 
和. 









































例如 ， 我 们 或 许 已 经 注意 到 了 Di 的 值 有 较 小 的 又 因 了 于 ， 所 以 会 发 现 公式 
(2.38) 对 于 较 小 的 n 值 有 效 . 或许 我 们 也 猜 到 更 好 一 些 的 等 价 公 式 








n (r + j)or +1) 
之 0, (2.39) 


a > n 2 


3 

















因为 它 更 容易 记忆 ,有 众多 的 证 据 文 持 〈2.39) ， 但 是 我 们 必须 排除 所 
有 合理 的 怀疑 来 证 明 我 们 的 猜想 .数学 归纳 法 就 是 为 此 目的 而 创立 的 . 














.Hn = 0=0 (0+ 5) (QO 十 1), 
“好 的 ， 很 采 幸 ， 我 们 知道 ， 所 以 基础 是 
易 验 证 的 . 对 于 归纳 步骤 ， 假 设 ” > 0, 并 假设 当 用 n — 1 替换 mn 时 
(2.39) R. 由 于 








2 
w=! n-1 TT, 


] 
3Dn = (n — 1) (> — 5) (n) + 3n? 











我 们 就 有 


All (2.39) 的 确 对 所 有 > oe 这 排除 了 合理 的 怀疑 . ”法 官 
Wapner 以 他 无 限 的 智 莫 同 意 这 一 判断 . 


归纳 法 有 它 的 地 位 ， 它 比试 图 碍 找 答案 更 值得 推荐 ， 但 它 仍然 不 是 我 们 
想 要 寻找 的 方法 . 到 目前 为 止 ， 在 这 一 章 里 计算 过 的 所 有 其 他 和 了 式 都 未 
用 归纳 法 就 得 到 了 解决 ， 我 们 也 希望 同样 从 零 开 始 来 确定 Dj 这 样 的 和 





A. 闪光 的 灵感 并 不 是 必须 的 ， 我 们 和 希望 即便 是 在 缺少 创造 性 思想 的 日 
子 里 也 能 求解 和 式 . 


方法 2: 对 和 式 用 扰动 法 


所 以 ， 我 们 来 看 对 几何 级 数 〈2.25) 非常 有 效 的 扰动 法 . 我 们 抽出 
的 第 一 项 和 最 后 一 项 ， 得 到 D, 的 一 个 方程 : 











二 




















Oskan O<k<n 
342 Tee 
Oskan O<k<n Oskan 
= [h +2 ` k+(n+1) 
O<k<n 





We, ae! 相互 抵消 了 . SPER R BSI, WIRKE E T 
| n = | n 这 样 的 结果 ， KIF RMI ARK T. 


看 起 来 更 像 是 打 平 了 . 
为 一 方面 ， 这 次 推导 也 并 非 完全 失败 ， 它 的 确 揭 示 了 一 种 方法 ， 把 前 几 
个 非 负 整数 之 和 化 为 封闭 形式 


2 > k = (n+ 1)? —(n+1), 


Oskan 
尽管 我 们 希望 求 的 是 前 几 个 非 负 整数 的 平方 和 .如 果 从 整数 的 立方 和 出 
发 ， 把 它 记 为 5 我 们 会 对 整数 于 方 和 得 到 一 个 表达 式 吗 ? 我 们 来 试 
~~ WN. 



































Ch+(n+D) = > (k+ = 》 (kK +3k +3k+1) 
0<k<n 


0<k<n 


=h +30, + sO nan, 


EAEE CARRS RIIT iis KANEN E E EE E E 
DM EUn: 


方法 2': 扰动 了 你 的 助教 ， 

















30n = (n+ 1)? —3(n + 1)n/2— (n+ 1) 
Bt ae a | l 
= {n + 1) (+ ant ok ) n+) (n+3) n. 
方法 3: 建立 成 套 方 法 
把 递归 式 〈2.7) 稍 作 推广 也 足以 应 付 包 合 z2 的 求 和 项 .递归 式 





Ro = fF. 
Rn = Ap-1t+ 8+ yn+ én, n> O 


的 解 的 一 般 形 式 是 

R, = A(n)a + B(n)8 + C(n)7 + D(n)o0, (2.41) 
因为 当 5 = 0 时 (2.40) 5 (2.7) 相同 ， 所 以 我 们 就 已 经 确定 了 -小 
B(n)AIC(n), 如 果 现 在 把 RB == 代入， 我 们 发 现 n? 就 是 当 a =0，2= 1] 
’ J= —3, 0 一 3 时 的 解 . 从 而 


3D(n) — 3C(n) + B(n) =n’: 


(2.40) 


这 就 确定 了 Dt. 


我 们 对 和 式 口感 兴趣 ， 它 等 于 Dn-1 +n", i, WIRE (2.40) FS 
a=f= = 0 以 及 5 l, RiT EHn = Ra. 其 次 有 n 一 DI n), 我 们 
不 需要 用 代数 方法 从 Bl 和 CW 计算 DW， 因为 我 们 已 经 知道 答案 会 是 
什么 ,怀疑 者 应 该 消除 疑虑 了 ， 他 们 会 确信 
































Ep eee ee „y 3 gate ee 7 Ls, 
3D(n) =n" +3C(n)— B(n) =n" +3 m —n=n|(nt > (n+ 1). 


方法 4: 用 积分 丛 换 和 式 


学 习 离 散 数 学 的 人 熟悉 了 ， 而 学 习 微 积分 的 人 更 熟悉 /， 故 他 们 发 现 将 并 
改变 成 /是 很 自然 的 事 . 在 这 本 书 里 ， 我 们 的 目标 之 一 束 是 要 对 二 更 得 心 
应 手 地 加 以 处 理 ， 从 而 认为 /要 比 更 困难 (至 少 对 精确 结果 来 说 是 如 

此 ) . 但 是 ， 探 索 和 /之 间 的 关系 仍 不 失 为 一 个 好 想法 ， 因 为 求 和 与 积 
分 基于 非常 相似 的 思想 . 


在 微 积分 中 ， 一 个 积分 可 以 看 成 是 曲线 下 面 的 面积 ， 我 们 将 接触 这 条 曲 
线 的 狭长 小 矩形 的 面积 相 加 来 近似 这 个 面积 .也 可 以 用 男 一 种 方法 ， 如 
末 给 定 一 组 锋 长 小 矩形 : 由 于 Hn 是 大 小 为 1 x 1,1 x 4“… n EER 
积 之 和 ， 所 以 它 近 似 等 于 0 与 n 之 间 曲 线 f(z) = 下面 的 面积 ， 











I(x) 


f= 


23 na n x 
此 处 的 水 平 单位 是 垂直 单位 的 10 倍 . 





2 


Í r?dr = n?/3 n? 
won vst 让 ， 所 以 我 们 知道 Dw 近似 等 于 3 


利用 这 一 事实 的 一 个 方法 是 检查 这 个 近似 的 误差， ge ee 


于 口 "满足 递归 式 ! n—1 十 n? » FATA BL En iy AE E f A A A 




















ess 























3 3 3 
n n 1 2 N 
Er = Uy = Ona tn! = = Btn 1) yin 3 
] 
一 Bind + Tt — 3" 





另 一 种 寻求 此 积分 近似 的 方法 是 通过 对 枢 形 误差 项 的 面积 求 和 来 得 到 一 





个 关于 的 公式 . 我 们 有 








这 是 为 痴迷 微 积分 的 人 而 写 的 . 

不 论 哪 一 种 方法 都 能 求 得 Er， 这 样 束 得 到 . 

方法 5: 展开 和 收缩 

还 有 妨 一 个 方法 来 发 现 n 的 封闭 形式 ， 它 是 用 一 个 看 起 来 更 为 复杂 的 二 


A R E 
fal AA): 























l<k<n ls 了 <k<n 


= IP DE. 


l<7<n j<k<n 


= (i 


1<j <n = 


= : > (n(n +1) + 9 — j*) 


“ 1<7<n 


1. ES | l l 
= —n*(n+1) + —n(n+1)——O, = =n (n+ >) (n+1)——UL)n,. 
2 4 2 2 2 


») 


a 




















a a 


(这 里 的 最 后 一 步 有 点 像 扰动 法 的 最 后 一 步 ， 因 为 我 们 在 两 边 得 到 关于 未 知 量 的 一 个 方 
Fe. ) 














从 单 重 和 式 过 渡 到 二 重 和 式 ， 初 看 似乎 是 一 种 倒退 ， 但 实际 上 是 进步， 
因为 产生 了 更 容易 处 理 的 和 式 ， 我 们 不 可 能 指望 不 断 地 简化 ， 简 化 ， 再 
简化 来 解决 每 一 个 问题 ， 你 不 可 能 只 向 上 殿 坡 而 登 上 最 高 的 山峰 ， 
方法 6: 用 有 限 微 积分 

方法 7， 用 生成 函数 

当 我 人 学习 了 下 一 节 及 后 面 各 章 中 更 多 的 技术 之 后 ， 再 继续 进行 有 关 
On = 2 的 更 为 激动 人 心 的 计算 . 











2.6 ”有 限 微 积分 和 无 限 微 积分 FINITE AND 
INFINITE CALCULUS 

我 们 已 经 学 习 了 多 种 直接 处 理 和 式 的 方法 ， 现 在 需要 用 更 为 广阔 的 视 
野 ， 从 更 高 的 层次 来 审视 求 和 问题 .数学 家 们 发 展 出 了 与 更 为 传统 的 无 
限 微 积分 类 似 的 “有 限 微 积分 "由 此 有 可 能 用 一 种 更 时 尚 、 更 系统 的 方 
式 处 理 和 式 . 


无 限 微 积分 基于 由 














f(x+h) — f(z) 
h 


所 定义 的 微分 “〈derivative) 算 子 D 的 性 质 . 有 限 微 积分 则 是 基于 由 
Af (xz) = f(rz+1)— f(x) (2.42) 
所 定义 的 差分 (difference) 算 子 入 的 性 质 . 差分 算 子 是 微分 的 有 限 模 


拟 ， 其 中 限制 了 取 / 的 正 整 数值 . 于 是 当 > OW, h= 1 是 我 们 所 能 达到 
的 最 近 的 “极限 ?”， 而 全 f(z) 则 是 (f(z 二 及 — $2) 1h 当 h = 1 时 的 值 . 


符号 D 和 人、 称 为 算 子 Coperator) ， 因 为 它们 作用 (operate) 在 函数 上 给 
出 新 的 函数 ， 它 们 是 函数 的 函数 ， 用 于 产生 函数 . 如 果 f 是 从 实数 到 实 
数 的 一 个 适当 光滑 的 函数 ， 那 么 Df 也 是 一 个 从 实数 到 实数 的 函数 . 又 如 


D f(r) = lim 
h-0 











FS EER PT MSE SEB PB, ALAA SIDR. KADIMA ax 
处 的 值 由 上 面 的 定义 给 出 . 


与 磁带 的 功能 (function) 相反 . 


早先 我 们 在 微 积分 中 学 习 了 D 如 何 作用 在 索 函 数 flz) = z "上 . 在 此 情形 
中 ， 有 Df(7) = me", 我 们 可 以 略 去 六 将 此 式 非 正 式 地 写成 


D(z™) = mz™ 1. 


如 果 、 算 子 也 能 产生 一 个 同样 优美 的 结果 ， 那 就 很 好 ， 可 惜 它 不 行 . 例 
如 ， 我 们 有 





Alr? )= (r+ 1) — 27? = 3r? + 3r +4 1. 


(eA R mike”, CEAR Fn RTR, EA 
RERI I sk ATTE. RT AE Wo ae E 


数学 强人 (power) . 








个 因子 


一 
x” =x(x-1)--(x-m+1), 整数 户 壹 0 (2.43) 











来 定义 . 注意 m 的 下 方 有 一 条 小 直线 ， 它 表示 这 mn 个 因子 是 阶梯 般 地 一 
El PAAR. 还 有 一 个 对 应 的 定义 ， 其 中 的 因子 一 直 疝 上 再 向 上 : 


is te 
x” =x(x+1)--(x+m-1), AmO. (2.44) 




















当 m = 0 时 ， 我 们 有 z+ = zx" = 1， 因 为 通常 一 个 没有 任何 因子 的 乘积 取 值 
为 1 恰 与 不 含 任何 项 的 和 式 通 常 取 值 为 0 一 样 ). 


WREKE RHEI, EMA AmA”; AA, oc He cA Thm 
次 ”?. Hee AERA BREST SEF (falling factorial power) 和 上 升 阶乘 
4 (rising factorial power) ， 因 为 它们 与 阶乘 函数 7 = n(n 一 1)…(1) 密 
YK. 事实 上 ， 我 们 有 nn! = n= 1". 


有 关 阶 乘 窜 的 其 他 若干 记号 也 出 现在 数学 文献 中 ， 特 别 是 对 于 z™" 或 者 
cH “Pochhammerf$57"(2)m, Br 或 者 Tm 这样 的 记号 也 被 看 成 是 z 呈 
. 但 是 这 种 下 划 线 和 上 划 线 用 法 很 流行 ， 因 为 它 容 易 书写 ， 容 易 记 忆 ， 
且 不 需要 多 余 的 括号 . 





T 


‘a’ 以 捉摸 ，Pochhammer[253] 实 际 上 是 对 See) TD AS XS BT er FA 
到 了 记号 \ 民 mm 


PRN oO Rae. 我 们 有 


A(1™) = (x + 1)” — r™ 


= (x+ 1)r---(zx—m+2)—r---(r—-m+2)(r-m+1) 


























= mrz — 1)---(r-m +2). 


因此 ， 有 限 微 积分 有 现成 的 规则 可 与 D(z") = m 媲美 : 
A(r™) = mr. (2.45) 
这 就 是 基本 的 阶乘 结果 . 
无 限 微 积分 的 算 子 D 有 一 个 逆 运 算 ， 即 逆 微 分 算 子 (或 积分 算 子 ) /。 微 
肉 分 基本 定理 把 D 和 /联系 起 来 : 


g(r)dx = f(r) +C 


| 


glfTjdr l ; 
的 
地 ， 人 也 有 一 个 逆 运 算 ， 即 逆差 分 算 子 〈 或 求 和 算 子 ) 了 而且 有 一 个 
类 似 的 基本 定理 : 


g(x) = Af(z) 当 目 仅 当 2 9(7)57=f(7)+C. (2.46) 


“正如 我 们 用 符号 人 来 表示 差分 那样 ， 我 们 将 用 符号 己 来 表示 和 ，.……. 由 此 得 到 等 式 
z= AY， 如 果 逆转 过 来 ， 也 就 得 到 Y = &2 + C > 
— ai 


























这 里 2_ 42727 是 gtz) 的 不 定 和 式 (indefinite sum) ， 是 差分 等 于 9(7) 的 一 
个 函数 类 注意， 小写 5 与 大 写 人 相关， 就 像 4 与 D 有 关 一 样 ). 不 定 积 

分 中 的 C 是 一 个 任意 常数 ， 而 不 定 和 中 的 C 则 是 满足 PtT + 1) = Plz) 的 任 

me Phe). Bilao, CHE PARAL, a+ psin 2rrz， 当 我 们 取 差 分 
时 ， 这 样 的 水 数 会 被 消去 ， 正 如 在 求 导数 时 常数 会 被 消去 一 样 。 在 z 的 

整数 值 处 ， 函 数 C 是 常数 . 


现在 我 们 可 以 讨论 关键 点 了 .无限 微 积分 也 有 定 〈definite) 积分 : 如 果 
giz) = 了 HZ， 那么 




















b 
/ qtTjdrz = HE = f(b) — fla). 
va 


于 是 ， 有 限 微 积分 一 一 直 在 模仿 其 更 出 名 的 同类 一 一 也 有 确定 的 和 式 
(sum) : 如 果 9(7) = Afir), A 


b 
》 glz)sr = f(x) |, = f(b) — F(a). (2.47) 
a 


b 
g(x)dxr 


BP ARLES IR TBM, 恰 如 上 面 的 公式 定义 了 J 


b 
但 是 直观 上 讲 ，2_ 。9(7)57 的 真正 含义 是 什么 ? 我 们 是 用 了 类 比 的 方法 
定义 了 它 ， 但 并 不 必要 . 我们 想 保 持 相 似 性 ， 以 使 更 容易 记 住 有 限 微 积 
分 的 法 则 ， 但 是 如 果 我 们 不 理解 它 的 意义 ， 那 么 这 记号 就 没有 用 处 ， 让 
我 们 首先 观察 某 些 特殊 情形 来 导出 它 的 意义 ， 假 设 
giz) =Af(z) = f(xr+1)— fir). mRo-a, RRA 








> 9(x)5x = f(a) = fla) =0. 
其 次 ， 如 果 b = au+1， 结 果 吏 是 
Solas = f(a + 1) — f(a) = gla). 
更 一 般 地 ， 如 果 b 增 加 1， 我 们 就 有 


b+ 


a 


aCe > g(x)dx = (f(b+ 1) — fla))— (f(b) — fla)) 
= f(b+ 1) — f(b) = g(b). 

根据 这 些 观 察 和 数学 归 织 法 ， 我 们 推出 ， 当 和 1 是 整数 且 ! > a 时 ， 

Daa I) EDES 


b=1 


> g(xr)oxr = pa glk) = 


k=a 


ei glk) 
<k<b ; 整数 2 a, (2.48) 


换 句 话说 ， 确 定 的 和 式 与 通常 带 有 界限 的 和 式 是 相同 的 ， 但 是 要 去 掉 在 
上 限 处 的 值 . 


这 算 画 龙 点 睛 吗 ? 


我 们 尝试 用 稍微 不 同 的 方式 重新 简要 地 对 此 加 以 叙述 .假设 给 定 一 个 未 


1 








知 的 和 式 ， 希 望 用 封闭 形式 对 它 的 值 进行 计算 ， 并 假设 可 以 将 它 写成 形 
Ruaa! = gt)E， 只 要 我 们 能 求 得 一 个 不 定 和 式 或 者 逆差 分 
函数 /， 使 得 9(7) = f(z +1) 一 /(z)， 那 么 由 有 限 微 积分 的 理论 ， 就 可 以 
将 答案 表示 成 1 人 0) - (中 ， 理 解 这 个 原理 的 一 种 方法 是 利用 三 点 记号 将 
glk) Er 
uaa gs ses Fe, 
5 (f(k +1) — f(k)) = (f(a +1) — fla)) + (f(at 2) — fla+1))4+--- 


axk<b 





+ (f(b—1) — f(b —2)) + (f(b) — f(b — 1)). 

除了 ft) 一 了 Qj) 以 外 ， 右 边 的 每 一 项 都 抵消 了 ， 所 以 (9) — flat ei AD 

(fik+1)— f(k)) ee Tya 
zø. pemasa Et D- IO aara 

(telescoping) » S-E HEKWERK U, HA- EMED Biche) 
厚度 仅仅 由 最 外 面 的 镜 简 的 外 半径 和 最 里 面 的 镜 简 的 内 半径 来 决定 ，] 

我 始终 认为 它 是 琶 缩 ， 因 为 它 从 一 个 很 长 的 表达 式 收缩 成 一 个 很 短 的 表达 式 . 
但 是 法 则 (2.48) Mo > a 时 才 适 用 ， 如 果 b < a 会 怎样 呢 ? 好 的 ， 

(2.47) 说 的 是 我 们 必定 有 

a g(x)dx = f(b) — fla) 
= — (f(a) — f(b) = — >, g(xr)ox, 

















oes ee 
这 是 与 定 积分 相对 应 的 方程 类似 的 论证 方法 可 以 证 明 2。* ay Le 
这 与 等 式 。 ?的 求 和 类 似 。 净 它 书写 完整 ， 即 对 所 有 整数 和 
ble 


b c C 
g(x)dx + g(ix)dx = q(xr)ox. (2.49) 
有 


此 时 ， 我 们 中 的 一 些 人 可 能 会 渐渐 想 知 道 ， 所 有 这 些 平行 和 类 似 的 结 
能 为 我 们 赢得 什么 ? 首先 ， 确 定 的 求 和 法 为 我 们 提供 了 一 种 计算 下 降 早 
的 和 式 的 简单 方法 : 基本 法 则 (2.45) 、 (2.47) 和 (2.48) 意味 着 一 
般 性 法 则 








现在 ， 其 他 人 要 对 此 疑惑 一 段 时 间 了 . 








eo mel 7 
k£ = _ mn = 0. 
0<k<n m+l 0 m+l (2.50) 
这 个 公式 容易 记 ， 因 为 它 非 常 像 我 们 很 熟悉 的 公式 
rmdz =n™t! /(m + 1) 


J O 


a, Sm = 1] 时 我 们 有 入 = 大 ， 所 以 借助 有 限 微 积分 的 原理 ， 我 们 很 
容易 地 记 住 


D k= ae n(n —1)/2. 
2 / 
O<k<n 
确定 和 式 的 方法 也 暗示 了 : 对 范围 0 < <n 求 和 常常 比 对 范围 1 < kh <n 
求 和 更 简单 ， 前 者 恰好 是 1(n) — /(0)， 而 后 者 则 必须 计算 成 
fia Lie. 


aL Fs Art AY DAT ROR A, GOR BITS CDP Bae 1 
表示 出 来 . 例如 ， 





所 以 
9 n? nz | 4 i 3 ji ] 
` ke = — + — = -n(n— l) {n2 +- ] = -n|n—- ](n—l1). 
3 2 3 2 3 2 
O<k<n 


用 n+ ! 葵 换 n 又 给 出 另 一 种 将 我 们 的 老 朋友 ”ok<n 计算 成 封闭 形 
式 的 方法 . 


与 这 样 的 朋友 .….… 


天 哪 ， 这 太 容 易 了 . 事实 上 ， 这 比 在 前 一 节 里 斩获 这 一 公式 的 诸多 其 他 
方法 中 的 任何 一 种 都 更 容易 . 所 以 让 我 们 再 上 一 个 层次 ， 从 平方 到 立方 
(cube) : 简单 的 计算 表明 





k3 — k3 $ 3k2 1 LL 


(利用 我 们 将 在 第 6 章 里 研究 的 斯 特 林 数 ， 总 能 在 通 利 的 早 和 阶乘 需 之 
间 进 行 转换 . ) 从 而 








>. 13 — a PE 











axk<b 
AME, OR BRR STAI SOR BUR. 但 是 它们 有 任何 其 他 起 补偿 作用 的 特性 
吗 ? 在 求 和 之 前 ， 我 们 是 否 必须 要 将 友好 的 通常 的 虎 转 化 为 下 降 最 ， 然 





后 在 我 们 能 做 任何 其 他 事情 之 前 再 变换 回来 呢 ? 响 ， 不， 常常 是 直接 处 
理 阶乘 昧 ， 因 为 它们 有 其 他 性 质 ， 例 如 ， 恰 如 我 们 有 | 

LT 十 7 \2 — gt E 2ry + 三 一 样 ， 事实 表明 也 有 (7 十 vy 2 — ot + 2Qrtyt + y*, 同 
样 ， 在 (7 + y)" le +y) 之 间 也 有 类 似 的 结果 成 立 ，〈 这 个 “阶乘 二 项 式 
定理 ”在 第 5 章 习 题 37 中 给 出 证 明 . ) 


到 目前 为 止 ， 我 们 仅仅 考虑 了 非 负 指数 的 下 降 暴 . 为 了 将 这 个 与 通常 蜡 
类 似 的 对 象 推广 到 负 指 数 的 情形 ， 我 们 需要 在 mm < 0 时 给 出 z2 的 恰当 定 
X. 观察 序列 














z= 2(r—1)(r — 2), 


我 们 注意 到 ， 用 z — 2K, MERA RAMH- DEB, Mart 
最 后 再 用 z 来 除 ， 从 zl 得 到 zt， 看 起 来 ， 接 下 来 用 z + 1 来 除 ， 从 za 得 到 
z 过 是 合理 的 ， 这 样 就 得 到 7 一 = 1/(z 二 1)， 继 续 下 去 ， 前 面 几 个 负 指 数 
H TERE 











(rz 二 Ttz 十 2 
=3 l 


~~ (xr +1)(r + 2)(x + 3)’ 


对 于 负 指 数 的 下 降 需 的 一 般 定 义 是 





] P 
r = - — - - m>O. (2.51) 
(x +1)(1 + 2)---(41+m) 


HEBERT SEB BIS Bom HE T Bre, (EE BOATS SE PEI BS 
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偶数 呢 ? 7 


RD 
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ae 
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?正文 中 “甚至 复数 ”的 英语 表述 是 even complex， 作 者 在 这 里 利用 even 的 另 一 数学 含义 "偶数 ? 故 
意 将 正文 中 的 even complex 说 成 是 “ 偶 的 复数 "以 制造 该 谐 打趣 之 气氛 . 























人 
法 见 


类 似 的 一 般 指数 法 则 .下 降 虹 的 指数 法 则 的 形式 是 


I 一 mJ ，m 和 nn 是 整数 . (2.52) 


n+ 
rT™ = 1 





例如 ， ots z sila a 2 Mt Hi 的 n ’ 我 们 有 


G £ \ E \ 1 ] 
qe — 72 (T = = 2r(xr 1) = = 7 一 


(2 — 1)a(x + 1) r+1 


CO RRA Roe MAL, mR L, ARATE (2.52) 
在 像 m = -1Hin = AŽ WEERA. 事实 上 ， 通 过 取 m = -n, R 
们 可 以 利用 (2.52〉 来 确切 地 说 明 在 负 指 数 的 情形 应 该 如 何 定义 下 降 
fe. 当 一 个 原 有 的 记号 被 拓展 包含 更 多 的 情形 时 ， 以 一 种 使 得 一 般 性 法 
则 继续 成 立 的 方式 来 表述 它 的 定义 ， 这 永远 是 最 住 选择 . 


法 则 有 它们 的 拥护 者 和 话 毁 者 . 


现在 让 我 们 来 确认 ， 对 我 们 新 近 定 义 的 下 降 需 ， 关 键 性 的 差分 性 质 成 
VW. 4m < 0 时 是 否 有 Az2 = m? 例如 ， 如 果 m = -2， 其 差分 是 














l ] 





AT = - - - ; 
(cr +2)(r+3) (z+l1)({r+2) 
(7 +1)—(r+3) 
~ (x +1)(x + 2)(z + 3) 
= —2r=#Ż. 


是 的 ， 它 成 立 ! 类 似 的 讨论 对 所 有 m < 0 也 适用 . 


这 样 一 来 ， 求 和 性 质 〈2.50) 不 但 对 正 的 下 降 野 成立， 对 负 的 下 降 过 也 
R, JA BEAN EH SWF = BR I Ta : 





b 


gmt 


b 而 
也 让 人 一 mal 
但 是 当 m = -1 时 又 如 何 呢 ? 回想 一 下 对 积分 的 情形 ， 当 普 = RITA 


» b 
= l 
/ rldr = ngri l 
a 
va 


我 们 希望 hz 有 一 个 有 限 模拟 ， 换 句 话说 ， 我 们 要 寻求 一 个 函数 /()， 使 


得 





，m 冯 一 1. 





a 








gt = — = A f(x) = f(x + 1) — f(z). 


不 难看 出 ， 当 z 是 整数 时 ， 


l 2 T 
就 是 这 样 一 个 函数 ， 而 这 个 量 恰好 就 是 〈2.13) 中 的 调和 数 互 z>， 于 是 Hz 
就 是 连续 的 inz 的 离散 模拟 . = GRO HDR MTSE MAY ce MA, AREAL 
值 对 于 现在 的 目的 来 说 已 经 足够 用 了 . 在 第 9 章 里 我 们 还 将 看 到 ， 对 于 
很 大 的 rz， 严 -jnz 的 值 近似 等 于 0.277 二 1/(27)， 从 而 Hz 与 mz 不 仅 类 
似 ， 它 们 的 值 也 通常 相差 小 于 1. ) 


正好 是 0.577 吗 ? 或 许 它们 指 的 是 1/ V3， 然 而 也 有 可 能 并 非 如 此 . 
现在 我 们 能 对 下 降 检 的 和 式 给 出 完整 的 描述 了 : 








m 
r. 


b De 
> qe or z m+ 1 
a 


Hz 


b 
, m 天 一 1 


a 





(2.53) 


m = —l. 


这 个 公式 指出 了 ， 为 什么 在 快速 排序 这 样 的 离散 问题 的 解 中 常会 冒 出 调 
和 数 ， 这 恰 如 在 连续 性 问题 的 解 中 自然 会 出 现 所 谓 的 自然 对 数 一 样 . 
既然 我 们 找到 了 hz 的 一 个 类 似 物 ， 我 们 也 来 研究 下 是 否 有 -一个 cz 的 类 似 
物 存在 ， 什 么 样 的 函数 (zj 有 与 恒等式 Der — ez 对 应 的 性 质 AJtz) = Fa) 
? 这 很 容易 : 

f(z+1) — f(z) = f(r) 人 Oflrt+1)= 2f(7), 
ee eee AY ARS) = > 作为 离散 指数 函 





cz 的 差分 也 相当 简单 ， 即 对 任意 的 c 有 
A{c*) = cz+l -cz 一 (c— 1). 
wm, mc Al, etke- Eak 5EAN] 


(2.47) 以 及 (2.48) FEXR, MAH S ERES LTR RAI — AS 
满意 方法 : 





每 当 遇 到 一 个 可 能 用 作 封闭 形式 的 函数 /， 我 们 就 能 计算 出 它 的 差分 
Af = 9， 然 后 就 有 一 个 函数 9， 它 的 不 定 和 式 2 9(z7)57 是 已 知 的 ， 表 2-1 
是 对 求 和 有 用 的 差分 与 道 差分 对 的 表 的 开始 部 分 . 


表 2-1 差分 是 什么 











尽管 在 连续 数学 和 离散 数学 之 间 有 这 些 对 应 的 结果 ， 但 是 某 些 连续 概念 
并 没有 离散 的 相似 概念 . 例如 ， 无 限 微 积 分 的 链 式 法 则 是 对 函数 的 函数 
求 导 数 的 方便 法 则 ， 但 是 有 限 微 积 分 没有 对 应 的 链 陈 法 则 ， 因 为 

全 f(g(7)) 没 有 很 好 的 形式 .除了 像 用 c 土 x 丛 换 rz 这 样 的 情形 之 外 ， 离 散 
的 变量 变换 很 难 . 


然而 ，、 (Ag 的 确 有 比较 好 的 形式 ， 而 且 提供 了 一 个 分 部 求 和 
(summation by parts) 的 法 则 ， 它 是 无 限 微 积 分 中 称 为 分 部 积分 法 则 的 
一 个 有 限 相似 结果 . 我 们 回顾 一 下 无 限 微 积分 中 的 公式 

D(uv) = uDv + vDu 


在 积分 并 重新 排列 各 项 的 次 序 之 后 ， 它 引导 出 分 部 积分 法 


[ude = uv 一 [du 


我 们 可 以 在 有 限 微 积分 中 做 类 似 的 事情 . 
我 们 先 将 差分 算 子 运用 到 两 个 函数 纪 z) 和 uz) 的 乘积 : 


\ j \\ 





























—u(r+1l)o(r+1)— ulr)o(xr + 1) 
+ u(xr)v(x + 1) — ulx)o(r) 


—ul(r)Av(r) + vlr + 1)Au(zr). 


这 个 公式 可 以 利用 由 
Ef(z) = f(z+1) 


所 定义 的 移 位 算 子 (shift operator) EE 表示 成 方便 的 形式 ， 用 Ev(7) 葵 换 
vz + 1) 就 得 到 乘积 的 差分 的 一 个 紧凑 法 则 ; 


A(uv) = uAv + EvAu (2.55) 


CEA RILIRISL, (Ez EEANN FEF IE.) 在 这 个 方程 的 两 
WANE, HEIA EKN, MEI A a or kA N]: 


无 限 微 积分 在 此 是 通过 令 1 一 0 避 开 了 E . 
` uAv = uv 一 D Ev Au. (2.56) 


如 同 对 于 无 限 微 积分 那样 ， 可 以 在 所 有 三 项 上 加 上 界限 ， 从 而 使 得 不 定 
和 式 变 成 确定 和 式 . 


当 左 边 的 和 式 比 右 边 的 和 式 更 难以 处 理 时 ， 这 个 法 则 是 有 用 的 . 我 们 来 


ee aa 个 典型 例子 ， 它 的 离散 模 所 


ped Teor, 我 们 在 这 一 一 章 前 面 以 io ”形式 过 到 过 È. NTAS 
求 和 ， Rieur )=zrpl RAv(r) = 2, \pAu(z) =1, vr) =27, H 
Ev(7z) 二 2 ”. RA (2.56) 就 给 出 


我 猜 ， 对 于 的 很 小 的 值 有 e” = 27 


VP = > 2 Sr = 227 — PH + C. 
加 上 和 界限， 我 们 可 以 用 此 式 来 计算 以 前 做 过 的 和 式 : 
































\on+ ant+2 l a0 as es 
= ((n+ 1)2” 一 2 “) — (0x 20 — 2!) = (n — 1)27+1 十 2. 


用 这 个 方法 比 用 扰动 法 更 容易 求 出 这 个 和 ， 因 为 我 们 不 需要 思考 . 





数学 的 终极 目标 是 不 需要 聪明 的 想法 . 


(ee 音 前 而 ， 我 们 碰巧 发 现 了 2_0dkn FUNAR, HRE 
但 是 ， 如 果 我 们 知道 分 部 求 和 ， 那 么 就 能 遵循 规则 发 现 公 式 


Go. RMN POR e as 


ring 


o mana) “"” “sted S, E RERA AME S: 我 
们 取 以 Z) = 三 Av(T}) =T = rt, 从 而 和 wz 一 =z, u(r} = TŽ/ 2, 
Eo(z) = (r+ 区 /2， 这 样 我 们 就 有 





(从 第 一 ee ee 我 们 对 m = 一 1 和 n = 2 利用 指数 法 则 
(2.52) 将 两 个 下 降 需 (7 + 1) 已 组合 起 来 . ) 现在 可 以 添加 界限 并 得 到 


结论 


2.7 无 限 和 式 INFINITE SUMS 


在 这 一 章 开 始 定义 记号 2 时 ， 我 们 对 无 限 和 问题 略 施 巧 计 ， 说 本 质 上 “要 
等 到 以 后 .而 现在 ， 我 们 可 以 假定 遇 到 的 所 有 和 了 式 都 只 有 有 限 多 个 非 零 
的 项 *” 但 是 ， 考 虑 的 时 刻 最 终 还 是 来 了 ， 我 们 必须 面 对 和 式 可 能 是 无 
eee ee ence 
KS MAS. 


这 是 略 施 巧 计 ? 


首先 是 坏 消 息 ; 事实 已 经 表明 ， 当 涉及 无 限 和 了 式 的 时 候 ， 处 理 2 时 所 用 
的 方法 并 不 总 是 有 效 的 . 接 下 来 则 是 好 消息 : 存在 一 大 类 容易 理解 的 无 
限 和 式 ， 我 们 对 它们 做 过 的 所 有 运算 都 是 完全 合法 的 .在 我 们 更 密切 审 
人 
































每 个 人 都 知道 有 限 和 式 指 的 是 什么 : 一 项 一 项 相 加 ， 直 到 把 它们 全 都 加 
在 一 起 .无限 和 式 需 要 更 加 仔细 地 定义 ， 以 免 陷 入 欧 请 的 境地 ， 


例如 ， 很 自然 可 以 这 样 定义 ， 从 而 使 得 无 限 和 式 


等 于 2， 因 为 如 果 将 它 加 倍 就 得 到 
po she. i 


25 = 二 2 十 1 十 一 十 一 十 一 十 一 十 *… 二 2 二 5. 
2 1 8 16 








另 一 方面 ， 同 样 的 推理 提示 我 们 应 该 定义 
T=14+24+44+8416432+--- 
是 -1， 因 为 如 果 对 它 加 倍 就 得 到 
27 = 244484164324 644---=T-1. 


























Be SAVE EIEN eI lle 1 十 2 十 4 十 8 十 … 是 数 -1 的 “无 限 精 


真是 滑 稿 ， 正 的 数值 加 起 来 怎么 会 得 到 一 个 负数 呢 ? 看 来 最 好 不 对 7 加 

以 定义 ， 或 者 似乎 应 该 说 成 了 = %%， 因 为 T 中 相 加 的 项 会 大 于 任何 指定 

的 有 限 数 . (注意 ，o 是 方程 2T = 7T 一 1 的 另 一 个 解 ， 也 “解决 "* 了 方程 
) 


D9 24S 





我 们 尝试 对 一 般 和 式 2_kex 办 的 值 构想 一 个 好 的 定义 ， 其 中 天 可 以 是 无 
PRAY. 首先 ， 让 我 们 假设 所 有 的 项 ak 都 是 非 负 的 (nonnegative) ， 这 样 
就 不 难 找到 一 个 合适 的 定义 ， 如 果 有 一 个 常数 .4 为 界 ， 使 得 对 所 有 有 限 
(finite) 子 集 已 C 天 都 有 


` ak < A, 

ke F 
那么 我 们 就 定义 Zicx “是 最 小 的 这 样 的 4，( 它 由 实数 众所周知 的 性 
质 得 出 ， 所 有 这 样 的 4 总 包含 一 个 最 小 的 元 素 ，)》 如果 没有 常数 4 为 
界 ， 我 们 就 说 2_rex ee = se， 这 就 意味 着 ， 对 任何 实数 4， 都 有 有 限 多 
项 组 成 的 一 个 集合 ， 它 的 和 超过 和 4 


我 们 已 经 详细 阐述 了 上 一 段 中 的 定义 ， 它 与 指标 集 太 中 可 外 eee HIE Al 
次 序 无 关 . OR, BATT RT ei ar a hs 局,… 的 
多 重 和 式 ， 而 不 仅仅 是 指标 集 为 (单一 ) 整数 集合 的 和 式 . 


集合 玉 甚 至 可 以 是 不 可 数 的 ， 但是， 如 果 存 在 一 个 常数 4 为 界 ， 则 仅 有 可 数 多 项 不 为 零 ， 
因为 至 多 有 nA 项 1/7. 


在 开征 非 负 整数 集合 的 特殊 情形 下 ， 我 们 对 于 非 负 项 ak 的 定义 就 意味 大 


> aq; = lim > ak. 
n—> o0 


k>0 k=—0 


理由 是 : 实数 的 任何 一 个 非 减 序列 都 有 极限 〈 可 能 是 xx) .如果 极限 是 
4， 又 如 果 下 是 任意 一 个 非 负 整 数 的 有 限 集 合 ， 其 元 系 全 都 季 "， 我 们 就 


Horner < Dig SA 因此 4 = x 或 者 4 是 一 个 有 界 第 数 . SOUR 
过 是 任何 一 个 小 于 所 述 极 限 -4 的 数 ， 那么 就 存在 一 个 n， 使 得 


oA, ZAREE = {0,1,… ,可 证 明 4 不 是 有 界 常数 . 












































按照 刚刚 给 出 的 定义 ， 我 们 可 以 很 容易 地 计算 某 种 无 限 和 式 的 值 ， 例 
如 ， 如 果 ax = rz*"， 我 们 就 有 


n+l 


k ` il-a tebe —_7) O<2r<1 
> x = lim = pve, | +e 2 
noo J] 一 工 OO, Lo ae 


k20 





特别 地 ， 刚 刚 考虑 过 的 无 限 和 Ss 和 7 了 分别 取 值 2 和 seo。， 恰 如 我 们 所 猜测 
的 .为 一 个 有 趣 的 例子 是 


2 =D 


k20 
n—l | 


= 
= = lim > k= = lim —— 
N20 n> OO 


k=0 





= f; 


0 





现在 ， 我 们 考虑 和 式 中 既 可 能 有 非 负 项 又 可 能 有 负 项 的 情形 . 例如 ， 
So (-1)¥ =1-14+1-14+1-14+--- 


k>0 





和 式 4 —a+a—at+a—at---Hii=a, Hm= 0, 于 是 此 无 穷 级 数 继续 下 去 ， 可 以 
猜测 其 和 二 4/ <， 我 必须 承认 你 的 观察 力 敏锐 而 准确 . 
— G. Grandil163] 


的 值 应 该 是 什么 呢 ? 如 果 将 它 成 对 分 组 ， 我 们 得 到 




















i111 = 1) $=) 4 050404. 
所 以 这 个 和 为 零 . 但 是 ， 如 果 延 迟 一 项 再 成 对 分 组 ， 我 们 得 到 
下 和 





这 个 和 是 1. 
我 们 或 也 可 以 当 试 在 公式 6” 中 邻 s ay 因为 我 们 已 
经 证 明了 这 个 公式 当 0 < < 1 时 成 立 ， 但 这 样 就 迫使 我 们 得 出 结论 ， 这 


个 无 限 和 是 3， 尽管 它 是 由 整数 组 成 的 和 式 ! 








另 一 个 有 趣 的 例子 是 双向 无 限 的 2 “*， 其 中 当 k > 0 时 ak = 1/(h + 1), 
而 当 < 0 时 a = 1/(k 一)” 我 们 可 以 把 它 写成 


1 1 1 II 
--4+{——)4+[-=)4(-=)414+=454-4--- (2.58) 
4 3 2 2 3 4 


如 采 我 们 从 位 于 “中 心 ” 的 元 素 开始 往外 计算 这 个 和 陈 ， 


(人 


就 得 到 它 的 值 为 1， 如 果 我 们 将 所 有 的 括号 都 问 左 移 一 步 ， 


(Se Ge ODIDIN 


同样 得 到 值 1， 因 为 在 最 内 层 的 "个 括号 中 ， 所 有 数 之 和 是 























类 似 的 讨论 表明 ， 如 果 将 这 些 括号 同 左 或 者 问 右 任意 移动 固定 步 ， 它 的 
值 都 是 1， 这 使 我 们 有 勇气 相信 这 个 和 式 的 确 是 1， 另 一 方面 ， 如 采 我 们 
以 下 述 方式 对 项 分 组 


1 1 1 j 1 1; d i i 
PANAN le Gee ee ee Ok oe a 


那么 从 内 往外 的 第 "对 括号 包含 数 











Sa a a ea veneer a a 


> ` ] 从 =" ) = 2 vy N y 
ERIRE, BATE Ae) 二 m2， 于 是 这 一 组 合 方式 表 
明 ， 这 个 双向 无 限 和 式 实际 上 应 该 等 于 1 + In2. 


按照 不 同方 式 对 其 项 相 加 而 得 出 不 同 值 的 和 式 ， 有 茶 些 不 同 寻 冲 之 处 . 
关于 分 析 学 的 蜗 等 教材 中 有 五 花 八 门 的 定义 ， 它 们 对 这 样 自 相 矛 盾 的 和 
式 赋 予 了 有 意义 的 值 ， 但 是 ， 如 末 我 们 采用 那些 定义 ， 束 不 能 像 一 直 在 





做 的 那样 自由 地 对 记号 了 进行 操作 . 束 本 书 的 目的 而 言 ， 不 需要 “条 件 收 
敛 " 这 种 精巧 的 改进 ， 因 此 我 们 会 坚持 使 用 无 限 和 的 一 种 定义 ， 以 保证 
在 这 一 草 里 所 做 的 所 有 运算 都 是 正确 的 . 


事实 上 ， 我 们 关于 无 限 和 式 的 定义 相当 简单 . 设 天 是 任意 一 个 集合 ， 而 
是 对 每 一 个 FE 天 定义 的 实 值 项 〈 这 里 “实际 上 可 以 代表 若干 个 指标 
kiko, RIK DES ENO) .任何 实数 z 都 可 以 写成 其 正 的 部 分 减 
去 负 的 部 分 


r= rt- T7, 其 中 STX [x Pe 0], TT =—TX [x < 0]. 





(或 者 z+ 0， 或者:- 0， 或 者 两 者 此 成 立 ，) 我 们 已 经 说 明了 怎样 
来 定义 无 限 和 式 2_kek Plone 的 值 ， 因 为 叶 和 Qi 都 是 非 负 的， 这 
样 一 来 ， 我 们 的 一 般 性 定义 是 


》 ak = 》 a, 一 > ay. ， (2.59) 


kek kek kek 





BRAGA RSE To. ZEIGT RCE, RIKEN rr” 


设 Levent, A Linck, MLA ALA AIR, Mi 
和 式 2 kex 绝对 收敛 Cconverge absolutely) 于 值 4 = A+- A~. 如果 
At = oo 而 4- 是 有 限 的 ， 就 说 和 式 2_kek “RH (diverge) F +00. 类似 
地 ， 如 果 4- = oo 而 4+ 是 有限 的 ， 就 说 2_kek RTF- ASR 
41 =A = co， 结果 还 很 难说 . 

换 句 话说 ， 绝 对 收敛 就 意味 着 绝对 值 的 和 式 收敛 ， 


我 们 从 对 非 负 项 所 做 的 定义 开始 ， 然 后 再 将 它 推 广 到 实 值 的 项 ， 如 果 项 
wx 是 复数 ， 我 们 可 以 再 次 用 显然 的 方式 将 定义 推广 ， 和 式 2_eckw 定 久 
成 ecx Re + Dice So， 其 中 uk 和 Su 是 ok 的 实 部 和 庶 部 这 两 个 
和 式 都 有 定义 ， 反 之 ， 没 有 定义 〔 见 习题 18) . 


如 前 所 述 ， 坏 消息 是 某 些 无 限 和 式 必 须 不 予定 义 ， 因 为 我 们 所 做 的 操作 











在 所 有 这 样 的 情形 中 都 可 能 产生 矛盾 (见习 题 34) . 好 消息 是 ， 只 要 我 
Be ere wlll E te a er ee aie 
a 


HELI UE H BE Ph 30 RIEU AB RE AT ET CI ANZ NR, RANT AT 
以 验证 好 消息 . 说 得 更 具体 一 些 ， 这 就 意味 着 我 们 必须 证 明 分 配 律 、 结 
合 律 以 及 交换 律 ， 加 上 首先 对 茶 一 个 指标 变量 求 和 的 法 则 ， 还 要 证 明 由 
这 四 种 和 式 的 基本 运算 所 推导 出 来 的 每 一 个 结论 . 








分 配 律 (2.15) 可 以 更 加 精确 地 表述 为 ， 如 果 2_iex ANATA, E 
,是 任意 一 个 复数 ， 那 么 2_kex ck 绝对 收敛 于 c4， 我 们 可 以 像 上 面 那 
样 ， 将 和 式 分 成 实 部 和 虚 部 ， 正 的 部 分 和 负 的 部 分 ， 再 通过 证 明 c > 0H 
每 一 项 a 部 是 非 负 的 这 一 特殊 情形 来 证 明 此 结论 ， 这 一 特殊 情形 的 证 明 
得 以 成 功 ， 是 因为 对 所 有 有 限 集合 F 都 有 2_ker T. Der", AM 
一 事实 可 以 通过 对 大 的 大 小 用 归纳 法 得 出 ， 





~ 





结合 律 (2.16) 可 以 陈述 为 ， 如 果 2kex Rer EAFA 
和 B， 那 么 kex (二名 绝对 收敛 于 4+ B， 事实 上 ， 这 是 我 们 很 快 就 
要 证 明 的 更 加 一 般 的 定理 的 一 个 特例 ， 


SCHR (2.17) 实际 上 并 不 需要 证 明 ， 因 为 我 们 在 紧 随 〈2.35) 的 讨论 
0 





我 们 需要 证 明 的 主要 结果 是 多 重 和 式 的 基本 原理 : 经 过 两 个 或 者 多 个 指 
标 集 的 绝对 收敛 的 和 式 永远 可 以 对 这 些 指标 中 的 任何 一 个 首先 求 和 ， 
我 们 将 来 会 正式 地 证 明 : 如 果 ,7 是 任意 的 指标 集 ， 并 且 {l7 < 7 的 元 素 
是 任意 的 指标 集 ， 使 得 


在 你 第 一 次 看 到 这 儿 时 ， 最 好 是 先 略 过 这 一 页 . 
友好 的 助教 























> Qj k 


) 


ER 绝对 收敛 于 4 


那么 对 每 一 个 < /都 存在 复数 恬 ， 使 得 


aj 


2 % 
kek, 绝对 WBF Ai, 


Ai 
jea ÆR UNA. 


只 要 在 所 有 的 项 都 为 非 负 时 证 明 这 一 结论 就 够 了 ， 因 为 我 们 可 以 如 前 一 
样 ， 把 每 一 项 分 解 成 实 部 和 虚 部 ， 正 的 部 分 和 负 的 部 分 来 证 明 一 般 的 情 
É. 于 是 ， 我 们 假设 对 所 有 的 指标 对 (局 E MM 都 有 Wj: > 0， 其 中 性 是 主 
指标 集 { | | 











bese Danan ERAR, EID APA A BRE SEP CMR 
> ajk S A, 


(j,k)eF 





而 4 是 这 样 的 最 小 上 界 . 如 果 j 是 /的 任意 一 个 元 素 ， prer Hg 
一 个 和 都 以 4 为 上 界 ， 其 中 万 是 及; 的 一 个 有 限 子 集 ， 从 而 这 些 有 限 和 式 


有 一 个 最 小 的 上 界 44; 2 9, 目 根 据 定义 有 Pie K, ajk = A; l 


我 们 仍然 需要 证 明 : 对 所 有 有 限 子 集 G 5 7，J 是 2jc6 汪 的 最 小 上 界 . 
假设 G 是 /的 满足 2-jec ”的 有 限 子 集 ， 我 们 可 以 求 出 一 个 有 限 
FIRE OK, ARRAN > 0 的 ) < Gyger os AIDA 
至 少 存在 一 个 这 样 的 j， 但 是 此 时 有 2-jeGe V/A Dg =A 
， 这 与 如 下 事实 矛盾 ; T ain PSA A 
对 所 有 有 限 子 集 GE Jg S S, 
最 后 ， 设 必用 小 于 4 的 任何 一 个 实数 ， 如 果 我 们 能 找到 一 个 有 限 集合 
GE /使 得 2jce 汪 > 汪 ， 证 明 就 完成 了 ， 我 们 知道 存在 一 个 有 限 集 
合 FC M1， 使 得 20Ner I? 汪 ， 设 G 是 这 个 F 中 那些 ) 组 成 的 集合 ， 又 


BF) = {kI GA) E F}, BARRA 


oS A; 2 y. > aj; = ` a:,>A , 
jeg J jEG GetkeF, ? (jk)eF 7 . 证 明 完 上 毕 . 


好 的 ， 现 在 合法 了 ! 我 们 对 无 限 和 式 所 做 的 一 切 都 得 到 了 证 实 ， 只 要 它 
的 项 的 绝对 值 组 成 的 所 有 有 限 和 式 都 有 一 个 有 限 的 界 ， 由 于 双向 无 限 和 
式 (2.58) 在 我 们 用 两 种 不 同 的 方法 计算 时 给 出 两 个 不 同 的 答案 ， 因 而 
它 的 正 项 二 了 + 3 必定 发 散 于 x， 和 否则 ， 不 论 我 们 如 何 对 它 的 项 进 
行 分 组 都 会 得 到 同一 个 答案 . 


所 以 为 什么 我 后 来 会 一 直 听 到 许多 有 关 “ 调 和 收敛 ”之 类 的 说 法 ? 








q > 

1 eet Tee 

2 化 简 表 达 式 Zx | zz>0 一 [z<0). 
3 ”将 和 式 


) arp ; ak2 
0<K<5 ”与 0<k2<5 


完全 写 开 以 证 实 你 对 记号 袜 的 理解 〈 注 意 ， 第 二 个 和 式 有 一 点 棘手 ) . 
4 将 三 重 和 式 
2 Qijk 


1<i<J<K<4 
表示 成 三 个 重合 的 和 式 (用 三 个 ) . 
a 先 对 k， 再 对 7 ， 再 对 i 求 和 . 
b Xhi, EXI, XERA. 


另外 ， 还 要 不 用 记号 2 完全 写 出 这 个 三 重 和 式 ， 用 括号 来 表示 哪些 项 应 
该 首先 相 加 . 


5 下 面 的 推导 何 处 有 错 ? 


n n n n n n 
(> =y aj ak y 9 
aj 一 一 = — = n= n`. 
` a f ak 
Ka “K k=1 


a 
j=l j=l k=1 k k=1 k=1 





6 HAAR, Zll SISE S 的 什 是 什么 ? 


7 Vi (x) = f(z) 一 f(z 一 1)，V(z) 是 什么 ? 


让 位 给 上 升 的 权力 . 8 








8 在 英语 里 ，“ 知 "和 “权力 ”是 同一 个 单词 power. 
8 当 六 是 给 定 的 整数 时 ， 嗓 的 值 是 什么 ? 
TERNIR t (2.52) 类似 的 指数 法 则 是 什么 ? 用 它 来 定义 


n 


9 


10 ”正文 对 乘积 的 差分 导出 了 如 下 的 公式 : 
A(uv) = uAdv + EvaAu. 


它 的 左边 关于 uw 和 ww 对称， 但 其 右边 不 对 称 ， 这 个 公式 怎么 可 能 是 正确 的 
呢 ? 


基础 题 
11 分 部 求 和 的 一 般 法 则 (2.56) 等 价 于 


) (ak+1 — ak )bk = anbn — agbo — 》 ak+1lbk — be), noO. 


O<k<n O<k<n 
利用 分 配 律 、 结 合 律 和 交换 律 直 接 证 明 这 个 公式 . 


12 WH: 只 要 c 是 一 个 整数 ， 函 数 P() = k+ (一 1)"c 就 是 所 有 整数 的 一 
个 排列 . 





13 ”利用 成 套 方法 求 240 个 的 封闭 形式 ， 


n ah 5k 
14 将 2 人 2 重新 改写 成 多 重 和 式 2_i<jcksn 2 的 形式 来 对 它 进 行 计 
算 ， 


15 用 正文 中 的 方法 5 来 计算 = ak: et ee t p = cee th, 
然后 应 用 (2.33) . 








16 EHO /(e—n)™= a/r- m), 除非 其 中 有 一 个 分 母 为 零 
17 证 明 ， 对 于 所 有 的 整数 m， 下 面 的 公式 可 以 用 来 在 上 升 阶乘 寡 与 下 
降 阶乘 宕 之 间 进行 转换 : 


r” = (-1)"(-2)" = (xr +m- 1)" = 1/(x —-1)—; 





r% = (-1)™(—r)™ = (zr —m + 1)" = 1/(£ + I, 


(习题 9 的 答案 给 出 了 r "的 定义 . ) 








18” 设 史 : 和 8z 是 复数 :的 实 部 和 虐 部 ， 其 绝对 个 = 是 VR:) tO), x 
实 值 的 和 式 2-ek Res 和 2 isx Se 两 者 都 绝对 收敛 时 ， 就 说 复数 项 w 组 
成 的 和 式 2_kek RA. E: Zer A, MARAEA 
一 个 有 办 常数， 使 得 对 所 有 的 有 限 子 集 FC 玉 ， 都 有 erl*| < P, 


作业 题 
19 利用 求 和 因子 来 求解 递归 式 


To = 5; 
2la = nin-1 +3 x nl, n >i: 





20 ”试用 扰动 法 计算 >.oA， 不 过 改 为 推导 出 2 三 的 值 ， 


n—k 


21 假设 n > 0， 用 扰动 法 计算 和 式 呈 -wo( D" ， 
\n—k y, TT 2 j__4\n—-k 72 
Tr =) (1) ky Un = dg | al ad 


22 (不 用 归纳 法 ) 证 明 拉 格 朗 日 恒等式 : 
证 明 一 位 逝去 175 年 的 先 人 的 恒等式 是 很 困难 的 . 


n n n 一 
> (aj by. 一 Ak bj j? 一 De 引 s) = (> a) ; 
l<j<k<n k=1 k=1 k=1 








事实 上 ， 可 证 明 一 个 关于 更 一 般 的 二 重 和 式 


1 三 ) <ksn 


( 2k T 1 ) j k ( k T 1 ) 


23 HRTEM 
a 用 部 分 分 式 1 关 一 1 十 蕊 替换 1 天 十] 
b 分 部 求 和 法 . 

ii Lare EPIT De 


提示 : 将 (2.57) 的 推导 加 以 推广 . 


25 “记号 [x ERAMAN eK 数 a 的 乘积 ， 为 简单 起 见 ， 假 设 仅仅 
对 有 限 多 个 有 wx 去 1， 因 此 不 必定 义 无 穷 乘积 ， 记 号 I[ 满 足 的 法 则 中 ， 
有 哪些 与 对 3 成 立 的 分 配 律 。 结 合 律 以 及 交换 律 相 类 似 ? 


这 个 记号 是 雅 可 比 在 1829 年 引入 的 (134. 














26 通过 处 理 记号 HH， 用 单 重 乘积 ] 1, 表示 出 二 重 乘积 
P= [figan 《本 习题 给 出 一 个 与 上 三 角形 恒等式 (2.33) 相似 


l<jsks<z 


的 乘积 结果 . ) 


27 HRA), HERE 2 人 


28 下 面 的 推导 在 何 处 步 入 卜 途 ? 














考试 题 


29 if Staton CD-D 


30” 玩 Cribbage 纸 牌 游 戏 的 人 早 就 知道 15=7 + 8=4 +5+6=1+2+3+4+ 
5， 求 出 将 1050 表 示 成 相连 的 正 整数 之 和 的 方法 数 ， 将 它 自身 的 表 
示 *1050* 算 作 是 一 种 方法 ， 于 是 ， 将 15 表 示 成 相连 的 正 整数 之 和 就 有 四 
种 而 不 是 三 种 方法 ， 附 带 指出 ， 了 解 Cribbage 纸 牌 游戏 的 规则 对 这 个 问 
题 没有 帮助 ，) 


31 和 歼 曙 zeta 函数 (( 有 定义 为 无 限 和 式 


ip? 


ENS (k) -1)=1 $ (C024) - Hameri 


32 &a-b=max(0.a-b). 证 明 ， 对 所 有 实数 z > 0 有 
> min(k,x+k)= $ (x+(2k +1), 


k20 k20 


并 用 封闭 形式 计算 这 些 和 | 


附加 题 
33 WA kskak 表 示 诸 数 ok 中 最 小 者 《或 者 它们 的 最 大 下 界 ， 如 果 天 是 无 
限 的 ) ， 假 设 每 一 个 ak 或 者 是 实数 ， 或 者 是 +>e， 对 记号 A 成 立 的 法 则 
中 ， 有 哪些 与 对 芋 以 及 I 有 效 的 法 则 类 似 〈 见 习题 25〉? 

从 林 法 则 








34 E: 如 果 和 式 2_kek ex 按照 (2.59) 未 予定 义 ， 那 么 在 下 述 意 》 
它 是 极 不 寻常 的 如果 4 和 和 是 任意 给 定 的 实 歼 ， 有 可 能 找到 一 个 








的 有 限 子 集 的 邦 MP CPC Ff3C…， 使 得 当 n 为 奇数 时 ， 
a A: > ak > AT 
ke Fn 当 n 为 偶数 时 ，keF 
35 证 明 哥 德 巴赫 定理 ; 
] ] ] ] ] ] ] ] J 
eTa ta tietat at T 
其 中 已 是 如 下 用 递归 方式 定义 的 完全 肾 (perfect power) 组 成 的 集合 : 
P = {m"|m 2 2,n 2 2,m ¢ P}. 


绝对 的 权力 绝对 会 导致 腐败 . 9 





3 英语 里 “ 徊 ”和 “权力 ”用 的 是 同一 个 单词 power， 因 而 perfect power 恰 有 双重 含义 ， 它 可 以 译 为 
数学 中 的 “完全 窜 *”， 亦 可 翻译 为 政治 学 中 的 “绝对 权力 ”. 和 中 有 有 全 和 的 格 


言 : 、 power corrupts absolutely.” 这 里 的 涂鸦 Perfect power corrupts perfectly 系 模仿 这 一 
AA 























36 ETT E A RREA U), f2): FB). ERA A TFE 
仅 有 的 非 减 正 整 数 序列 : 对 每 一 个 tk 在 其 中 恰好 出 现 九 名 次 ， 稍 加 思 
就 会 揭示 此 序列 必定 以 如 下 形式 开始 : 


n SASS oe. Oe DIR. 
aC) a (i ee ee eae ee a ee 


WINES M) = 7 的 最 大 整数 m， 证明 


n 
y(n) = (k) 
a i ae fi K 
n 
b g(g(n)) = a REL ) 


| ca ] | | geil n—l | , 
g{g(g(n))) = ant n)(g(n) +1) — 5 > glk) (g(k) + 1} 
Ax H 
WE I el 


37 MPR > 1， 所 有 1/* 乘 1/(k + 1) 的 长 方形 能 否 填 满 一 个 1 乘 1 的 正方 
形 ? 记 住 它们 的 面积 之 和 为 1.) 


| 





3 XARA INTEGER 
FUNCTIONS 


RB A BUCA SORE, BOAT AS E its BERG Be EE BS AY SE PRB 
< i 目的 就 是 熟悉 并 熟练 掌握 这 样 的 转换 ， 了 解 它们 的 某 些 惊 
人 的 性 质 . 


3.1 JAI FLOORS AND CEILINGS 


我 们 首先 来 讨论 底 (floor， 最 大 整数 ) 函数 和 顶 〈ceiling， 最 小 整数 ) 
函数 ， 对 所 有 实数 rz， 其 定义 如 下 : 

|x | = 小 于 或 等 于 x 的 最 大 整数 ; 

[x] = 大 于 或 等 于 x 的 最 小 整数 (3.1) 





艾 弗 森 早 在 20 世 纪 60 年 代 G91， HS A Six Meds, MINS AT & 
称 “ 底 2” 利 “ 顶 ”， 他 发 现 ， 排 字 工 人 可 以 通过 刮 去 "和 分 ”的 顶部 和 底部 
来 处 理 这 个 符号 . 他 的 记 吕 完全 流行 开 来 ， 现 在 的 底 括 号 和 顶 括 号 可 以 
用 在 专业 论文 中 ， 并 且 无 需 再 解释 其 意义 . 直到 最 近 ， 人 们 还 是 经 常 书 
写 “zh 来 表示 < 7 的 最 大 整数 ， 而 对 于 最 小 整数 函数 则 没有 好 的 等 价 符 
号 ， 有 一 些 作者 甚至 尝试 过 使 用 “zl*， 可 以 预见 这 不 太 可 能 成 功 . 
LI. ( 
除了 记号 的 变化 ， 函 数 本 身 也 有 变化 . 例如 ， 某 种 袖珍 计算 器 有 一 个 
INT 函 数 ， 当 z 是 正 数 时 定义 为 中， 而 当 z 是 负数 时 定义 为 |， 这 些 计算 
器 的 设计 者 大 概 是 希望 INT 函 数 能 满足 恒等式 NIL-z = 二 一 INT(z). 但 
是 ， 我 们 还 是 用 底 函 数 和 顶 函 数 ， 因 为 它们 有 更 好 的 性 质 . 


要 熟悉 的 函数 和 顶 函 数 ， 最 好 是 了 解 它 们 的 图 形 ， 其 图 形 在 和 阴线 
Fr) 二 7 的 上 方 和 下 方形 成 阶梯 状 的 模式 . 例如， 我 们 从 图 中 看 到 




















2; g. 
le] =3, [—e] = —2, 
因为 有 e = 2.718 28---. 





仔细 审视 这 个 图 形 ， 我 们 可 以 观察 到 关于 抵 和 项 的 儿 个 事实 . 首先 ， 由 
于 底 函 数位 于 对 角 线 1(7) = 7 上 或 者 其 下 方 ， 所 以 我 们 有 < ?类似 
地 ， 有 z| >z，《〔〈 当 然 ， 从 定义 来 看 这 是 很 显然 的 ，) 这 两 个 函数 在 整 
数 点 的 值 正好 相等 : 








a rs I 是 整数 > | a. 


《我们 用 记号 全 表示“ 当 且 仅 当 ”.，) 此 外 ， 当 它们 不 相等 时 ， 顶 函数 恰 
好 比 底 函 数 大 1: 


[x|-[xj]=[x 不 是 整数 ]. (3.2) 
HEH. 根据 艾 弗 森 的 括号 约定 ， 这 是 一 个 完整 的 等 式 . 


如 果 我 们 将 对 角 线 向 下 移动 一 个 单位 ， 它 就 完全 位 于 底 函 数 的 下 方 ， 所 
Wr 一 1< [x] 类 似 地 ， 有 z+ 1 > |z|， 把 这 些 结果 组 合 起 来 就 给 出 


rr—1<|r<zrg|z|<r+l (3.3) 


最 后 ， 这 些 函 数 关 于 两 个 坐标 轴 互 为 反射 : 











=p a [rz]: [~r] = 一 [z]. (3.4) 


从 而 每 一 个 记号 都 容易 用 另 一 个 记号 来 表示 . 这 一 事实 有 助 于 解释 为 什 
么 顶 函 数 一 度 没有 它 自 己 的 记号 . 但 是 我 们 看 到 ， 项 函数 常常 足以 证 明 
应 该 给 它们 特殊 的 符号 ， 恰 如 我 们 既 对 上 升 肾 也 对 下 降 过 采用 特殊 记号 
一 样 . 长 久 以 来 ， 数 学 家 们 一 直 有 正弦 和 人 余弦、 正切 和 余 切 、 正 割 和 余 
制 、 最 大 和 最 小 这 样 的 对 象 ， 现 在 我 们 又 有 了 两 个 : 底 和 顶 . 


下 星期 我 们 要 给 房子 添上 墙壁 了 . 


为 了 实 实在 在 地 证 明 底 函数 和 顶 函 数 的 性 质 ， 而 不 只 是 从 图 形 上 来 观察 
这 样 的 事实 ， 运 用 下 面 这 四 条 法 则 会 特别 有 用 : 



































rl) =nenscar<nel, (a) 

tl =n r—l<n <r, (b) o 
ane _ (3.5) 
r| =n n— 1] <r<n, (c) 

T 








=nr[ln<r+l1, (d) 
《在 这 四 种 情形 中 ， 我 们 假设 "是 整数 ， 而 z 是 实数 . ) A Cad 和 
(c) 是 式 〈3.1) 的 直接 结果 ; 法 则 b) A Cd) 是 一 样 的 ， 只 是 重 排 
不 等 式 ， 使 得 n 位 于 中 间 . 
有 可 能 将 一 个 整数 项 移 进 或 者 移出 底 “〈 或 者 项 ) : 

x+n|=|x|+n, n IRR. (3.6) 





AWA (3.5a) 是 说 这 一 论断 等 价 于 不 等 式 

|r] +n<r+n< |r]+n+1l, ) 但 是 类 似 的 运算 ， 像 将 一 个 常数 因子 移 
出 去 ， 一 般 是 不 能 做 的 . 例如 ， 当 n = 2 且 z = 1/2 时 ， 我 们 有 Ln7] # n lr] 
.这 束 意 味 着 研 括 号 和 顶 括 写 比较 死板 .如 果 能 避 开 它们 ， 或 者 在 它们 
存在 时 能 证 明 出 任何 结论 ， 通 常 就 很 泣 运 了 . 


事实 已 经 表明 ， 底 括号 和 顶 括 号 在 许多 情况 下 是 多 余 的 ， 因 而 我 们 能 随 
意 插 入 或 者 去 掉 它 们 . 例如 ， 实 数 与 整数 之 间 的 任何 不 等 式 都 等 价 于 整 
数 之 间 的 一 个 关于 底 或 者 顶 的 不 等 式 : 








这 些 法 则 很 容易 证 明 . Pa MAr <n, PAREAL! <”, AW 
mee _ 过 来 ， 如 果 .7 < ee <n, AW? < |e] +18 
T Fie < 


如 果 记 住 〈3.7) 中 的 四 个 法 则 与 记 住 它们 的 证 明 同 样 容 易 ， 就 好 了 . 
每 一 个 不 带 研 或 项 的 不 等 式 都 与 带 底 或 项 的 同样 不 等 式 相 对 应 ， 不 过 在 
决定 二 者 之 中 哪个 更 合适 之 前 ， 我 们 还 需要 反复 思考 . 


rz 和 L7 之 间 的 差 称 为 :的 分 数 部 分 (fractional part) ， 它 在 应 用 中 经 常 出 
现 ， 所 以 值得 拥有 自己 的 记 扎 

{rz} =r- |z]. (3.8) 
B EAA LA ERASE THIN, RIBERA JAR AR 
我 们 有 时 称 7| 是 z 的 整数 部 分 (integer part) ， 因 为 Z = lr] + 好 上 如果 
实数 fz 可 以 写成 -=n+9， 其 中 n 是 整数 ， 日 0 < 9 < 1， 那 么 根据 
(3.5a) 就 能 断定 有 ”= [7 以 及 9 = {7}. 
如 果 n 是 任意 的 实数 ， 那 么 恒等式 (3.6) 并 不 成 立 . 但 是 我 们 可 以 推 
出 ， 对 于 民 士 咱 ， 一 般 来 说 只 有 两 种 可 能 性 ;如 果 我 们 记 z = Le] + 47} 
Bey = ly] + {9}, ,那么 就 有 +y] = lz] + ly] + le} +iytl 又 由 于 
i l n {y} < 2， 我 们 发 现 ? +yY 有 时 等 于 [zj + ll BW eR 
TI 二 [y+l1 


第 三 种 情形 当 且 仅 当 将 分 数 部 分 {了 } 和 {ty} 相 加 ， 在 小 数 点 的 位 置 上 出 现 一 个 “进位 "时 才 
Ba 





















































EE 
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3.2 底 和 顶 的 应 用 FLOOR/CEILING 
APPLICATIONS 


我 们 已 经 见识 了 处 理 底 和 顶 的 基本 工具 ， 现 在 来 将 它们 付 诸 应 用 ， 从 一 
个 容易 的 问题 开始 : Ne SEPA? (根据 Edward M. Reingold 的 建 
议 ， 我 们 用 Ig 表示 以 2 为 底 的 对 数 . ) 那么 ， 由 于 2 < 35 < 2 ， 我 们 可 以 
取 对 数 得 到 5 < lg35 < 6， 所 以 由 关系 式 (3.5c) 知 芭 35| = 6, 


注意 ， 数 35 写 成 二 进 制 时 有 6 位 : 35 二 (100011)s，|lg7| 是 n 写 成 二 进 制 时 
的 长 度 ， 这 是 否 总 正确 ? 并 不 见得 ， 我 们 也 需要 6 位 来 表示 

32 = (100000)>。 所 以 对 此 问题 ，|]7 是 一 个 错误 的 答案 . “〈 它 仅 当 "是 2 
的 窜 时 才 失 效 ， 但 是 这 会 有 无 穷 多 次 的 失效 . ) 意识 到 写 出 每 一 个 满足 
2™ < n<2" 的 数 n 要 用 m 位 ， 由 此 我 们 可 以 求 得 一 个 正确 的 答案 ， 从 
MA (3.5a) 41, ™—1= lsn], pm = ln] +1. 那 就 是 说 ， 对 所 有 
n>0, RMEL n 十 1 位 来 将 n 表 示 成 二 进 制 数 . 或 者 换 一 种 方式 ， 
类 似 的 推导 得 到 答案 ( 夫 (n + |， 如 果 我 们 愿意 说 成 将 n = 0 写成 二 进 制 时 


需要 零 位 ， 那 么 这 个 公式 对 n = 0 也 成 立 . 
接 下 来 我 们 研究 用 多 个 底 或 者 顶 的 表达 式 . l 是 什么 ? 这 很 容易 ， 因 
为 是 整数 ， 所 以 [| 就 是 zj|， 对 于 最 内 层 是 z 而 外 面包 围 有 任意 多 个 
底 或 者 顶 的 任何 其 他 表达 式 也 有 同样 结论 . 
下 面 是 一 个 更 难 的 问题 : 证 明 或 推翻 断言 


| [lle SM x S 0. (3.9) 























当 z 为 整数 时 等 号 显然 成 立 ， 因 为 z = lr] 等 式 在 x = 3.141 59---, 
e = 2.718 28... 以 及 2 = (1+ V5) /2 = 1.618 03- - pc uke ERR ET F AR Vr, 
为 我 们 得 到 1 = 1， 我 们 未 能 发 现 一 个 反例 ， 这 表明 在 一 般 情 形 下 等 式 成 
站， 故而 我 们 来 尝试 证 明 它 . 

CT、e 和 ?显然 是 进行 尝试 的 首 批 实数 ， 不 是 吗 ? ) 
附带 指出 ， 当 面 对 * 证 明 或 推翻 ?的 时 候 ， 通 常 先 蕉 试用 一 个 反例 来 推翻 
它 更 好 一 些 ， 这 有 两 个 原因 : 否定 可 能 更 容易 一 些 〈 我 们 只 需要 一 个 反 








例 ) ; 挑 毛病 会 激 故 我 们 的 创造 精神 .即便 给 定 的 结论 为 真 ， 如 果 我 们 
能 看 出 为 什么 不 可 能 存在 反例 ， 搜 寻 反 例 也 往往 能 把 我 们 引 癌 证 明 . 此 
外 ， 持 怀疑 态度 是 有 益 的 . 


有 限 程度 的 怀疑 是 有 荔 的 . 对 于 证 明和 程序 持 怀疑 态度 尤其 是 对 你 自己 的 东西 )， 可 
以 保持 你 的 水 平 ， 并 使 你 的 工作 比较 稳定 . 但 是 ， 过 分 怀疑 就 可 能 使 自己 一 直 闭 门 工 

作 ， 得 不 到 出 去 锻炼 和 放松 的 机 会 . 怀疑 态度 太 浓 ， 就 是 在 走向 僵化 ， 在 这 种 状态 下 ， 
你 会 对 是 否 正确 和 严谨 极度 担心 ， 以 至 于 你 做 任何 事 都 永远 无 法 完成 . 

一 位 怀疑 论 者 








































































































如 果 我 们 借助 微 积分 来 证 明 VE | = Lv 下 ， 可 能 会 首先 将 ;分解 成 整数 
部 分 和 分 数 部 分 中 + {7} 一 + 9， 再 利用 二 项 式 定理 将 平方 根 展开 ; 
(n +0)! = nl2 +n 0/2- nV? /84+--- (AE, 7K HR. 


利用 我 们 开发 出 来 的 工具 要 容易 得 多 .有 一 种 可 能 的 做 法 是 : 用 某 种 广 
法 去 搬 YL 外 层 的 底 和 平方 根 ， 然 后 去 掉 内 层 的 底 ， 接 着 再 将 外 层 的 


符号 加 回去 以 得 到 LV 引 | 好 的 我 们 设 ”= [VE | 并 利 用 (3.5a) 得 到 
ms vle] < m+1， 这 就 去 掉 了 外 层 的 底 括号 ， 且 并 未 失去 任何 信息 . 
由 于 所 有 三 个 表达 式 都 是 非 负 的 ， 将 它们 平方 ， 就 得 到 

m? < |e] < (m+ 1， 这 就 避免 了 平方 根 ， 接 下 来 去 掉 底 ， 对 左边 的 不 
等 式 利用 (3.7d) ， 对 右边 的 不 等 式 利用 (3.7a) : M <r < (m+1)* 
现在 ， 回 漳 步骤 就 简单 了 ， 取 平方 根 得 到 m < V7 < m+1， 利 用 


(35a) 得 到 "= (Vel, aa ==, 站 论 为 真 ， 类 似 地 ， 
我 们 可 以 证 明 

















Mal = [ve] 实数 z> 0, 
我 们 刚才 所 找到 的 证 明 没 有 严重 依赖 于 平方 根 的 性 质 ， 更 仔细 的 观察 表 
明 ， 我 们 可 以 推广 这 种 想法 并 用 来 证 明 更 多 的 东西 : 设 1() 是 任意 一 个 
具有 如 下 性 质 且 在 一 个 实数 区 间 连 续 的 单调 递增 函数 
flx)= 整 数 =”x= 整 数 


(符号 “>” 表示 “蕴涵 *”) ， 于 是 ， 只 要 f(z)、f(Lzj) 和 f([71) 都 有 定义 ， 
我 们 就 有 





Fæ) = Lez) sale] = Te， (3.10) 
(这 一 结果 是 由 当时 还 是 大 学 生 的 R. JMcEliece 得 到 的 . ) 


我 们 来 对 项 证 明 这 个 一 般 的 性 质 ， 先 前 我 们 对 底 做 了 证 明 ， 而 且 对 底 的 
证 明 几 乎 是 相同 的 ， 如果? = [7|， 就 没什么 要 证 明 的 了 ， 如 车 不 然 ， 就 
有 7 < [7]， 于 是 有 f(7) < (|z|)， 这 是 因为 /递增 ， 从 而 就 有 

f(z) < [AiD MAHR. wE A, 那么 就 必定 存在 一 
iy, BO << [7 以 及 f(W) = [f(z)|， 因 为 是 连续 的 .鉴于 f 的 特 

殊 性 质 ， 这 个 是 一 个 整数 .但 是 不 可 能 有 一 个 整数 严格 位 于 Lzj 与 "过 

间 ， 这 个 矛盾 就 说 明 我 们 必定 有 lytz)| = N 


这 个 定理 的 一 个 重要 特例 值得 提出 来 加 以 注意 : 如 果 区 和 n 是 整数 日 分 
Bin AE, M 


Beep a 


例如 ， 令 m =0， 就 有 [LLz/10] /10] /10| = lz/1000|， 三 次 用 10 来 除 并 抛弃 
个 位 数字 ， 与 用 1000 来 除 并 去 挥 余数 ， 结 果 是 一 样 的 . 


现在 ， 我 们 笃 试 证 明 或 推翻 男 一 个 命题 : 
































eee 但 对 z = 2 不成立， 所 以 我 们 知道 它 一 般 不 为 
进一步 探讨 之 前 ， 我 们 和 暂时 离 题 来 讨论 在 数学 书 中 有 可 能 出 现 的 不 同 水 
平 的 问题 . 


水 平 1 给 定 一 个 显 式 对 象 z 和 一 个 显 式 性 质 忆 z)， 证 明 忆 2) 为 真 ， 例 
如 “证 明 L"J = 3», 这 里 的 问题 在 于 对 所 宣称 的 某 个 事实 寻求 一 个 证 明 . 


水 平 2 给 定 一 个 显 式 集合 X 和 一 个 显 式 性 质 P(7)， 证 明 P(Z) 对 所 有 
zEX 为 真 ， 例 如 * 证 明 对 所 有 实数 zx 有 [zj < 7”， 问 题 仍然 在 于 寻求 一 个 
证 明 ， 但 是 这 一 次 证 明 必 须 具 有 一 般 性 . 我们 是 在 做 代数 ， 而 不 是 做 算 





Ñ. 
水 平 3 ”给 定 一 个 显 式 集合 XX 和 一 个 显 式 性 质 了 (7z)， 证 明 或 推翻 了 (5) 对 所 


有 为 真 ， 例如 < 证明 或 推翻 对 所 有 实数 => 0 有 v = veb 这 里 有 
一 个 附加 的 不 确定 性 水 平 ， 两 种 结果 皆 有 可 能 .这 更 接近 于 数学 家 们 通 
常 面 对 的 真实 情形 ， 写 进 书 中 的 结论 都 倾向 于 是 正确 的 ， 但 是 新 的 事物 
必须 以 挑剔 怀疑 的 眼光 来 审视 ， 如 果 该 命题 为 假 ， 我 们 的 任务 就 是 寻找 
一 个 反例 如 果 该 命题 为 真 ， 我 们 就 必须 如 同 在 水 平 2 中 那样 寻找 一 个 
证 明 . 


在 我 的 其 他 教科 书 中 , “证明 或 推翻 * 在 大 约 99.44% 的 时 间 里 似乎 与 “证 明 ” 同 义 ， 但 在 这 本 
书 里 则 不 然 . 


水 平 4 给 定 一 个 显 式 集合 X 和 一 个 显 式 性 质 P 了 (7)， 和 寻求 一 个 使 Pl7) 为 真 
的 必要 且 充 分 的 条 件 8(7)， 例 如 “ 求 使 中 > 17 成 立 的 必要 且 充 分 条 
(P. 问题 是 求 出 使 得 AD) S Q(z 成 并 的 8%. 当然， 忌 有 一 个 平凡 的 管 
R- RIAR) = Plr). 但 是 问题 中 所 隐 含 的 要 求 是 寻求 一 个 尽 可 
能 简单 的 条 件 . 这 要 求 用 创造 力 来 发 现 一 个 和 取得 成 功 的 简单 的 条 件 . 
《例如 ， 在 此 情形 下 ， dr] > [el > 7 是 束 数 ” ) 寻求 ZJ 所 需要 的 其 
他 发 现 要 素 使 得 这 种 问题 更 加 困难 ， 但 这 是 数学 家 们 在 “真实 世界 ”中 必 
e 最 后 ， 当 然 必须 要 给 出 证 明 : POA A 
y> 4QO( xr )> 


但 是 不 要 过 分 简单 . 
一 一 爱 因 斯 坦 


水 平 5 给 定 一 个 显 式 集合 X， 寻 求 其 元 素 的 一 个 有 趣 的 性 质 人 lz), 我 
们 现在 处 在 令 人 念 怖 的 纯粹 研究 领域 ， 学 生 们 可 能 会 认为 一 切 是 由 混沌 
统治 着 .这 是 真实 的 数学 . 教科书 的 作者 们 很 少 敢 于 提出 水 平 5 的 问 


题 . 










































































结束 离 题 的 讨论 .我 们 把 最 后 的 那个 问题 从 水 平 3 变 成 水 平 4: 使 得 


VET] = [Va 成 立 的 必要 目 充分 条 件 是 什么 ? 我 们 已 经 观察 到 ， 当 

T= 二 3.142 时 等 式 成 立 ， 而 当 z = 1.618 时 则 不 然 ， 进 一 步 的 实验 表明 当 z 介 
于 9 和 10 之 间 时 等 NEDRE. Ri, AEA. 我 们 看 到 每 当 

m? < r < mê + 1] 时 坏 的 情形 束 出 现 ， 因为 此 时 左边 给 出 mm， 而 右边 则 给 
Him +1. 在 所 有 定义 了 v7 的 其 他 情形 下 ， 即 当 z = 0 或 者 


m +1<7 < (m+1) 的 情形 ， 我 们 都 能 得 到 等 式 . 这 样 一 来 ， 下 面 的 命 
ee eae eee eee 





Toledo Mudhens 棒 球 队 的 家 园 . 1 


1 哦 噶 ” 的 英文 Oho 与 美国 Ohio 州 的 州 名 发 音 相 近 . Toledo 是 该 州 一 个 小 城市 的 城市 名 ， 而 
Toledo Mudhens 则 是 这 个 小 城市 的 棒球 队 队 名 . 














为 了 讨论 下 一 个 问题 ， 我 们 来 考虑 一 个 表示 实 直 线 上 区 间 的 简便 的 新 记 
号 ， 这 个 记号 是 C. A. R. Hoare 和 Lyle Ramshaw 建 议 使 用 的 : la.. 引 表示 满 
Ea STS 5 的 实数 z 的 集合 ,这 个 集合 称 为 闭 区 间 (closed interval) , 
因为 它 包 含 两 个 端点 a 和 5. 不 包含 两 个 端点 的 区 间 记 为 (GQ…7)， 它 由 所 
有 满足 ae < T < 5 的 xz 组成， 这 称 为 开 区 间 Copen interval) . 区间.Q… 人 3 和 
区 间 (Q… 相 (它们 都 只 包含 一 个 端点 ) 定义 类 似 ， 它 们 称 为 半 开 (half- 
open) 区 间 . 


(或 者 ， 按 照 莫 观 主义 者 的 说 法 ， 它 们 是 半 闭 的 . ) 


有 多 少 整数 包含 在 这 样 的 区 间 中 ? 半 开 区 间 要 更 容易 一 些 ， 故 而 我 们 从 
它们 开始 . 事实 上 ， 半 开 区 间 几 乎 总 是 比 开 区 间或 团 区 间 好 一 些 . 例 
如 ， 它 们 是 可 加 的 一 一 我 们 可 以 将 半 开 区 间 a…7 和 半 开 区 间 必 7) 组 合 起 
来 形成 半 开 区 间 a. 27)， 这 对 开 区 间 行 不 通 ， 因 为 点 3 被 排除 在 外 ， 对 闭 
区 间 也 会 出 现 问 题 ， 因 为 5 会 被 包含 两 次 . 


回 到 我 们 的 问题 ， 如 果 a 和 ?是 整数 ， 答 案 很 容易 :假设 "< 5， 此 时 
-9) 和 包含 9 一 a 个 整数 ca+ 1 … ,6 一 1， 类 似 地 ， 在 这 样 的 情形 下 ， 

(a 有 包含 5 一 4 个 整数 ， 但 是 我 们 的 问题 要 更 难 一 些 ， 因 为 a 和 [是 任意 
的 实数 ， 尽 管 如 此 ， 根 据 3.7) ， 当 "是 整数 时 ， 由 于 


Qn<ioo la] Sn |8] : 
a<n¢g8Slal<ng¢ |8], 


我 们 可 以 将 它 转 换 成 更 加 容易 的 问题 .右边 的 区 间 有 整数 端点 且 与 左边 
的 区 间 包 含 同样 多 个 整数 左边 的 区 间 有 实数 端点 ) . 所 以 区 间 .0…5) 恰 
好 包含 引 一 |QI 个 整数 ， 而 (0…5] 则 包含 .5 一 La 个 整数 .这 就 是 我 们 实际 
上 希望 引入 底 括 号 和 顶 括 写 (而 不 是 避 开 它们 〉 的 恰当 例子 . 


























顺便 说 一 句 ， 在 哪 种 情形 下 使 用 后 ， 而 在 哪 种 情形 下 使 用 顶 ， 这 是 有 一 
种 方法 的 . 包含 左 症 点 但 不 包含 右 端 点 的 半 开 区 间 (例如 0 SA <1) 比 
包含 右 端点 但 不 包含 左 端点 的 半 开 区 间 略 微 常 用 一 些 ， 底 也 比 顶 更 党 
用 .所 以 根据 墨 菲 定律 ， 正 确 的 法 则 与 我 们 希望 的 相反 一 一 项 用 于 ea. 
而 底 则 用 于 (ta. 中 . 


正如 我 们 能 通过 唱歌 记得 哥伦布 航海 出 发 的 日 期 那样 :“ 在 1493 年 /哥伦布 向 蔚蓝 的 大 海航 
行 而 去 . ” 





























类 似 的 分 析 表 明 ， 闭 区 间 [0… 人 有 恰好 包含 [中 - [al + 1 个 整数 ， 而 开 区 间 
(a..8) 则 包含 [外 lal 一 1 个 整数 ， 不 过 我 们 对 后 者 赋 子 了 额外 限制 ¢ 6 
， 从 而 使 得 这 个 公式 不 会 由 于 下 面 的 断言 而 陷入 寡 境 ， 空 的 区 间 (a..a) 
总 共 含有 - 1 个 整数 .总 结 起 来 ， 我 们 得 到 了 下 述 事实 ; 


区 间 包含 的 整数 限制 条 件 











[a.. B] | B|-[@]+1 asg 
[ æ.. B) | 2)-|e@] a<p 
(a.. B] [8|-la| a<p 
人 a< 6p (3.12) 


现在 有 一 个 我 们 不 能 拒绝 的 问题 . 具体 数学 俱乐部 有 一 个 赌场 〈 仅 对 本 
书 的 购买 者 开放 ) ， 其 中 有 一 个 轮 盘 赌 轮 ， 它 有 一 干 个 投 币 口 ， 标 号 1 
S 如 果 在 一 次 旋转 中 出 现 的 数 "能 被 它 的 立方 根 的 底 整 除 ， 也 就 
是 说 ， 如 果 


|v n | \n, 


那么 它 就 是 一 个 赢 点 ， 庄 家 赔付 给 我 们 5 美元 ， 否 则 和 它 就 是 一 个 输 点 ， 
我 们 就 需要 赔付 1 美元 记号 4W 读 作 “a 整 除 *”， 含 义 是 bp 是 a 的 整 倍 

数 ， 第 4 章 要 仔细 研究 这 个 关系 . ) 如 果 玩 这 个 游戏 ， 我 们 能 指望 赢 钱 
吗 ? 


(对 此 所 做 的 一 项 班级 投票 结果 表明 : 28 名 学 生 认为 不 应 去 玩 ，13 名 想 去 赌 一 把 ， 余 下 
的 人 则 拿 不 定 而 无 法 作答 . ) 
因此 我 们 挥动 具体 数学 球 棒 给 了 他 们 一 击 . ) 























我 们 可 以 计算 平均 顾 率 ， 也 惑 是 每 玩 一 次 我 们 将 会 局 〈 输 ) 的 量 ， 首 移 


计算 电 点 的 个 数 丰 以 及 输 点 的 个 数 工 = 1000 一 W. 如 果 在 1000 次 游戏 中 
每 个 数 都 出 现 一 次 ， 我 们 就 启 得 5W 美 元 而 损失 LL 美元， 故而 平均 说 率 将 
H 
KE 





oW 一 也 5W 一 (1000 — W) 6W — 1000 


1000 1000 1000 
如 果 有 167 个 或 者 更 多 的 赢 点 ， 我 们 就 占 优 ， 反 之 庄家 占 优 . 


在 1 到 1000 中 ， 我 们 如 何 来 计算 启 点 的 个 数 呢 ? 不 难 想 出 一 个 模式 来 . 
从 1 一 直到 2? - 1 = 7 全 都 是 赢 点 ， 因 为 对 其 中 每 一 个 数 都 有 LV" 1， 从 
数 23 = 8 一 直到 3 — 1 = 26 中 仅 有 偶数 是 赢 点 .在 数 3? = 27 一 直到 

一 1 = 63 中 ， 仅 仅 那些 被 3 整除 的 数 是 赢 点 ， 如 此 等 等 ， 


如 琳 使 用 第 2 草 的 求 和 技术 ， 并 利用 关于 估计 值 为 0 或 者 1 的 逻辑 命题 的 
艾 弗 森 约 定 ， 束 个 结构 可 以 系统 地 加 以 分 析 : 











= Yn \\n|= >| k=| Yn | I[k\ n]f1 <n < 1000 
[LJ] = Z [e =L [Jue oat << 1000 

= $ [kh < n< (k +1) [n= km] < n < 1000] 

= HYK <km<(k+1P ][l<k <10] 

=14 Dm [2.(k +1) / IS k<10] 


=1+ Ð ([k +3k+3+1/4]-[r]) 


1<k<10 
=1+ 》， G e. 
lk<10 2 


这 个 推导 值得 仔细 研究 . 注意， 第 6 行 用 到 了 关于 半 开 区 间 中 整数 个 数 
的 公式 《〈3.12) . 其 中 仅 有 的 “困难 的 ?操作 是 在 第 3 行 与 第 4 行 之 间 做 出 
的 将 n = 1000 作 为 一 个 特殊 情形 来 处 理 的 决定 Ck = 10 时 ， 不 等 式 

k? < n< (k+1)51 <n < 1000 组 合 起 来 并 不 容易 .，) 一 般 来 说 ， 边 界 条 
件 往 往 是 处 理 z 时 最 关键 的 部 分 . 


此 话 不 假 . 


最 后 一 行 是 说 W = 172， 因 此 每 次 游戏 的 平均 局 率 的 公式 化 简 为 

(6 x 172 一 1000)/1000 美 元 ， 即 3.2 美 分 .我 们 可 以 指望 在 做 了 100 次 每 次 1 
美元 的 赌博 之 后 能 挣 到 大 约 3.2 美 元 . “当然 ， 庄 家 可 能 会 玩弄 花招 让 
某 些 数 比 其 他 数 出 现 得 更 加 频繁 . ) 


你 说 这 个 赌场 在 哪儿 来 着 ? 


我 们 刚刚 解决 的 博彩 问题 是 一 个 更 为 现实 的 问题 的 变形 :“ 在 

1 < n < 1000 中 有 多 少 个 整数 /满足 关系 [yj \? ”从 数学 上 说 ， 这 两 个 
问题 是 相同 的 。 但 是 ， 有 时 将 一 个 问题 装扮 一 番 不 失 为 一 个 好 主意 . 我 
们 习惯 于 使 用 更 多 的 词 ( 如 “ 赢 点 "和 “ 输 点 ") ， 这 些 词 有 助 于 我 们 理解 
所 发 生 的 事情 . 


我 们 来 推广 . 假设 将 1000 改 为 1 000 000， 或 者 换 成 一 个 更 大 的 数 N. 
(我 们 假设 该 赌场 颇具 影响 力 ， 且 能 搞 到 一 个 更 大 的 轮 盘 . ) 现在 有 多 


少 个 说 点 呢 ? 


同样 的 推理 方法 仍然 适用 ， 不 过 我 们 需要 更 仔细 地 处 理 £ 的 最 大 值 ， 为 
方便 起 见 将 它 记 为 K: 





(上 一 次 的 K 是 10. ) 对 一 般 的 MV， 万 点 的 总 数 是 


W= >》 (3k+4)+Y_[K° < Km NJ 


l<k<k m 
l \ \ 9 ; 

= ail +3K Ra 1) > [m € [K°..N/K]] 
3 .» 9, PESE SEE 

= 了 全 十 ak -4+ 》 [m E [K°..N/K]] . 


m 


我 们 知道 ， 剩 下 的 那个 和 起 是 LVWKJ- [K] +1= LWR -K +1, ay 
而 公式 


io: she ee 
W = [N/K] +55? +2K -3, K= |VN| (3.13) 


给 出 了 轮 盘 大 小 为 的 一 般 答 案 . 


] 5 
+ N23 
2 


这 个 公式 的 前 两 项 近似 等 于 FINO “3” ， 当 N 很 大 时 ， 其 他 的 
项 相 比 要 小 得 多 . 在 第 9 章 里 ， 我 们 将 要 学 习 导 出 
W = 了 Na 十 OUN1A) 


一 


这 样 的 表达 式 ， 其 中 OU) 代表 一 个 不 超过 N13 的 常数 倍 的 量 . 无 论 这 
个 常数 是 什么 ， 我 们 知道 它 与 N 无 关 ， 所 以 对 于 很 大 的 NX，0 项 对 的 


3 \2/3 N2 
贡献 与 7 ” 相 比 非常 小 . niin, TENITA 与 W 是 何等 接近 
是 相当 好 的 近似 


3 v2 


N J W WIRE 

1 000 150.0 172 12.791 

10 000 696.2 746 6.670 

100 000 3231.7 3343 3.331 

1 000 000 15000.0 15247 1.620 

10 000 000 69623.8 70158 0.761 

100 000 000 323165.2 324322 0.357 

1 000 000 000 1500000.0 1502497 0.166 
WMATA FAI, ANENE TATE AIM 2 UE fa. 然而 ， 精 








确 的 真 值 常 第 也 是 很 重要 的 ， 特 别 是 对 于 在 实际 情形 中 容易 出 现 的 N 的 
更 小 的 值 i 例如 ， 赌 场 的 主人 有 可 能 会 错误 


eo AS” ”二 150 个 赢 点 〈 此 情形 对 庄家 会 有 10 美 分 
的 好 处 ) ， 


这 一 节 里 的 最 后 一 个 应 用 是 研究 所 谓 的 谱 . 我 们 定义 ， 一 个 实数 a 的 谱 
(spectrum) 是 整数 组 成 的 一 个 无 限 多 重 集合 : 


Spec(a) = { la| : | 2a| 、 [3a] ooe -} . 


(一 个 多 重 集合 与 一 个 集合 相似 ， 不 过 它 可 以 有 重复 的 元 素 ，) 例如 ， 
1/2 的 谱 的 开头 部 分 是 {0 1 1, 2, 2, 3. 3,…} 


容易 证 明 ， 没 有 两 个 诺 是 相等 的 ， 也 就 是 说 ，0 了 5 就 意味 着 
Spec(a) Æ Spec(3), 不 失 一 般 性 ， 假 设 t < 5， 就 存在 一 个 正 整 数 m 使 得 











m(5 一 a) >1， (事实 上 ， 任 何 一 个 m > 11/(5 NRT, BERNER 
卖弄 有 关 底 和 项 的 知识 。》 从 而 m3 一 ma > 1， 且 mij > [mo] Fe 
aq Ab Fmt IES [ma], TM Specl a) B 7D AA m7MIK EFI ICR - 


metic WAKE (without lots of...) 一 般 性 ...... 
谱 有 许多 美妙 的 性 质 . 例如 ， 考 虑 两 个 多 重 集合 


Spec(V2) = {1,2, 4, 5,7, 8,9, 11, 12, 14, 15, 16, 18, 19, 21, 22,24,- --} ， 
Spec(2 + V2) = {3, 6, 10, 13, 17, 20, 23, 27, 30, 34, 37, 40, 44, 47,51,---} . 











个 小 于 1 的 gm /z qm /(1 — ©) yep eee 是 整数 ) 有 一 
REP Ean Sk EE OSS Bian oven a, nA ae > 


一 瑞 利 [204 














容易 用 袖珍 依 计算 器 计算 Spec(V2)， 而 根据 (3.6) , Spec(2+ V2) 的 第 n 个 
元 素 恰好 比 Spec(V2) 的 第 n 个 元 素 多 2n. 再 仔细 观察 表明 ， 这 两 个 谱 还 
i 起 : 似乎 从 一 个 谱 中 消失 的 数 都 会 在 男 一 个 
ta HBL, 但 是 没有 任何 -个 数 在 两 个 谱 中 都 出 现 1 这 是 真 的 ， 正 整数 
是 Spec(v 2) 和 Specl2 二 V2) 的 不 相交 并 集 . 我 们 说 这 些 谱 构 成 正 整 数 的 一 


个 划分 (partition) . 


为 证 明 这 一 结论 ， 我 们 要 来 计算 Spec(V2) 中 有 多 少 个 元 素 是 < n 的 ， 以 及 
Spec(2 + V2) 中 有 多 少 个 元 素 是 < n 的 .如 果 对 每 个 1:， 这 样 的 数 的 总 和 
是 n， 这 两 个 谱 就 的 确 给 出 整数 的 划分 . 


正确 ， 因 为 当 n 增 加 1 时 ， 计 数 中 恰 有 一 个 必定 增加 . 


设 a 为 正 数 . Specla) Hs n 的 元 素 的 个 数 是 



































N(a,n) [Ka| <n] 

k>0 

= 》 [Lka| <n+]] 
k>0 

= ka< n+ 1] (3.14) 
k>0 
=% 0< k< (n+ 1)/a] 
k 





= |(n+ 1)/a| — 1. 
这 一 推导 过 程 有 两 处 特别 有 意义 . 首先 ， 它 用 规则 
mxn & m<n+1，m 和 nn 为 整数 (3.15) 


将 “=” 改 变 成 “<<”， 所 以 根据 (3.7) 就 可 以 将 底 括号 去 掉 . OA EAD 
WI, EXth > . 0 求 和 ， 而 不 是 对 上 2 1 求 和 ， En Alla, (m+ 1)/any 
能 会 小 于 1， WARD a Gs ae (3.12) 来 确定 -tn + 1/%) 中 整数 的 
个 数 ， 而 不 是 确定 (0-(7 二 DD/%) 中 整数 的 个 数 ， 可 和 有 e 
eS. 但 是 我 们 的 推导 是 有 错误 的 ; 因为 应 用 的 条 件 没 有 满足 . 


好 的 ， 对 六 tan aie aa TE AT VAIS SUS Fe NY A EA 
> og ANU V2 n)+N(24+ V2,n)= 三 7 来 检测 spectv 2) 和 Spec( (2 十 V 2) 是 否 
给 出 正 整 数 的 划分 ， 利用 (3.14) 有 : 


Fein bales 

















el ea 根据 (3.2 ); 
n+l n+l n+l n+l 
oa pl A use)” a 
由 于 有 整齐 的 恒等式 
] l ; 
V2 2+ v2 


现在 一 切 都 简化 了 ， 我 们 的 条 件 惑 转化 为 检测 是 否 对 所 有 7m > 0 有 





n+l n+ 1 
v: “中 要 二 aJ 


这 样 就 成 功 了 ， 因 为 这 是 和 等 于 整数 ?+ 1 的 两 个 非 整数 的 数 的 分 数 部 


分 . 这 就 是 一 个 划分 . 


bo] 





3.3 底 和 顶 的 递归 式 ELOOR/CEILING 


RECURRENCES 
JER AGUA FE BVA RUS SARE TA. ECR TE eV 
Ko = 1 


5 ee - l J (3.16) 
Kn41 = 1 + min(2K /2 .3K n/3]) n20. 


例如 ， Aig fel 二 min(2K0,3K0) = 3, 此 序列 的 开始 部 分 是 1， 3，3，4， 
7, 7, 7, 9, 9, 10, 13, .... 本 书 的 作者 之 一 将 这 些 数 称 为 高 德 纳 


BL. 


习题 25 要 求证 明 或 推翻 如 下 命题 :对 所 有 7 三 0 有 An 2. 刚刚 列 出 来 的 
前 面 奋 干 个 天 的 确 满足 这 个 不 等 式 ， 所 以 很 有 可 能 它 在 一 般 情 况 下 也 为 
真 . 我 们 尝试 用 归纳 法 证 明 : 基础 n = 0 直接 由 递归 式 的 定义 得 出 .对 于 
归纳 部 分 ， 假 设 此 不 等 式 对 直到 某 个 非 负 整数 "为 止 的 所 有 值 都 成 立 ， 
我 们 来 证 明 人 n+1 zn+l, HÉ JIA An = 1 + min(2Kin/2]; 3K In/3]) 

. aaa, 2K22 2 2 [n/2] 3Kinz] 2 3 [7/3], 然而 ，2 L722 上 6 
以 小 到 等 于 n 一 1，3 Lm/3] 可 以 小 到 等 于 n -2. 我 们 从 归纳 假设 最 多 只 能 
Br Ee Ant 21+(n—2), 这 与 Kn#1 之 允 十 14H 比 还 相差 甚 远 . 


现在 我 们 有 理由 担心 An 7 的 真实 性 ， 所 以 来 尝试 推翻 它 ， 如 果 能 找到 
一 个 n， 使 得 2 全 Ln/2] < MRSA ns) < 7 成 立 ， 换 句 话说 ， 就 是 有 


Kinja} < n/2 或 者 Kin/3] < nj3, 


我 们 就 会 有 An+1 SEL 这 可 能 吗 ? 我 们 最 好 不 要 在 这 里 就 给 出 答 
案 ， 因 为 这 样 会 破坏 你 做 习题 25 的 兴致 . 


含有 压 或 项 的 递归 关系 常常 在 计算 机 科学 中 出 现 ， 因 为 以 重要 的 “分 而 
治之 ”技术 为 基础 的 算法 ， 会 把 一 个 大 小 为 n 的 问题 转化 为 一 个 大 小 是 n 
的 几 分 之 一 (整数 ) 的 类 似 问 题 . 例 如， 如 果 n > 1， 给 n 个 记录 排序 的 
一 种 方法 是 把 它们 分 成 两 个 近乎 相等 的 部 分 ， 一 部 分 的 大 小 是 "2|， 而 
AMA WAY?) 附带 注 意 ， 有 


n = [n/2] + |n/2], (3.17) 








这 个 公式 第 第 会 派 上 用 场 ，) 在 每 一 部 分 都 被 分 别 排序 后 《根据 同样 的 
方法 ， 循 环 地 使 用 ) ， 通 过 进一步 做 至 多 n 一 1 次 比较 ， 就 能 将 这 些 记录 
合并 成 最 后 的 排序 .这 样 一 来 ， 所 执行 比较 的 总 数 至 多 是 f(m)， 其 中 


f(1) = 0: 
f(n) = f([n/2]) + f([n/2|)4+n-—1 ,n>1. 


这 个 递归 式 的 解 在 习题 34 中 . 
第 1 章 的 约瑟夫 问题 有 一 个 类 似 的 递归 式 ， 它 可 以 表述 成 


J{1) = 1; 
J(n)=2J(|n/2|)—(—1)", n>1. 


(3.18) 








这 是 第 一 页 没有 涂鸦 的 吧 ? 
我 们 已 经 有 了 比 第 1 章 更 多 的 工具 ， 所 以 可 以 考虑 一 个 更 真确 的 约瑟夫 


问题 ， 其 中 每 隔 两 个 人 残 淘 汰 一 个 人 ， 而 不 是 每 阳 一 个 人 淘汰 一 个 人 . 
如 果 将 第 1 章 里 有 成 效 的 方法 应 用 到 这 个 更 困难 的 问题 上 ， 我 们 最 终 会 


得 到 递归 式 
PRA 3 2 
J3(n) = (5 (|5]) + an mod n) +1, 


Forno de BAN EVER AT HIP Pa 数 ， 且 根据 2 mod 3 = 0，] 或 者 2 来 决定 
hoa ARATE, NBAA, BASANT 

















有 另 一 种 探讨 约瑟夫 问题 的 方式 能 给 出 好 得 多 的 构造 只 要 有 一 个 人 被 
处 死 ， 我 们 就 指定 一 个 新 的 号 码 . 这 样 一 来 ，1 号 和 2 号 就 变 成 2 十 1 和 

0 十 2， 然 后 3 号 航 处 死 ，4 号 和 5 号 就 变 成 + 3 和 7 十 4， 接 下 来 6 号 被 处 
BE... 3k + 1AI3Kk 十 2 就 变 成 二 2 十 1 和 7 + 2k 十 2， 接 下 来 3 十 3 被 处 

死 .…… 然 后 是 3n 梓 处 死 〈 或 者 笠 人 存 下 来 ) . 例如 ， 当 n = 10 时 号 码 是 





[ye a SS ae eee UD 


11 12 13 et 15 16 17 
18 19 20 21 22 
2324 29 
26 PA 
28 
29 
30 


第 k 个 被 除 挥 人 的 最 终 写 码 是 3k， 所 以 ， 如 果 我 们 能 算出 标号 为 3n 的 人 
FOR SHS, BCR USE WEE AES 


WRN > n， 标 号 为 N 的 人 必定 有 一 个 以 前 的 号 码 ， 我 们 可 以 这 样 将 它 
求 出 来 : RAJAN = n+ 2k + RAN =n + 2k +2, TF 

k = | (N —n—1)/2], 前 面 的 号 码 分 别 是 3k + 1 或 者 3K + 2. 那 就 是 说 ， 它 
fe3sk + (N—n—-2k)=k+N—n, 从 而 可 以 计算 出 幸存 者 的 号 码 肪 (n) 如 
下 : 








N := 3n: 





N=—n- 1 
while N > n do N := | 3 | +N—n; 


J3(n) := N. 


这 不 是 .3() 的 封闭 形式 ， ra a 如 
果 n 很 大 ， 怎 样 用 合理 的 速度 计算 出 答 


“不 太 慢 ， 也 不 太 快 .， 
一 一 路 易 斯 :阿姆斯特朗 


泪 运 的 是 ， 如 果 我 们 用 变量 D = 3n +1 一 入 来 蔡 换 N， 束 有 一 种 办 法 来 
简化 这 个 算法 . (记号 的 这 种 改变 对 应 于 标号 从 3n 下 降 到 1， 而 不 是 从 1 
上 上升 到 3n， 它 像 倒 计数 . ) 此 时 对 N 的 复杂 赋值 就 变 成 


(3n+1-—D)-n-1 | ， 

) :一 3 十 ] 5 +(3n+1-—-D)—n 
27 — D —D D 3 

=n+ D 2p = D+|—|=]|-D|, 
2 2 2 2 


我 们 可 以 将 算法 重新 改写 成 























一: 


) 


一 


3 
while D < 2n do D := 5p] ; 
J3(n) := 3n + 1 — D. 


啊 哈 ! 这 看 起 来 要 好 得 多 了 ， 因 为 "以 一 种 非常 简单 的 方式 出 现在 计算 
中 ， 事 实 上 ， 我 们 可 以 用 同样 的 推理 证 明 ， 当 每 隔 4 一 个 人 就 除 掉 一 个 
人 人 时， 幸存 者 力 (中 可 以 计算 如 下 : 


Js= 








while D < (q — 1)n do D:= | 4 iD| (3.19) 
d 一 
Ja (n) := qn+1-—D. 


在 我 们 了 解 得 非常 清楚 的 4 = 2 的 情形 下 ， 当 ”= 2" + | 时， 这 使 得 了 增加 
到 2m+1， 所 以 J2(n) = 2(2" +1) 4+1-—2™1 = 241, Rg! 


(3.19) 中 的 方法 计算 的 是 可 以 用 下 述 递 归 式 定义 的 整数 序列 : 


(3.20) 








除了 4 = 2 之 外 ， 这 些 数 看 不 出 与 任何 熟悉 的 函数 有 简单 关联 方式 ， 故 而 
它们 可 能 并 没有 好 的 封闭 形式 . 但 是 ， 如 果 我 们 愿意 将 序列 Pr 看 作 
是 “已 知 的 "， 那 就 容易 描绘 出 一 般 的 约瑟夫 问题 的 解 ， 幸 存 者 ("是 
qn +1— Dk, Sera ERED > (4 一 1)n 成 立 的 尽 可 能 小 的 数 . 

比方 说 ， 调 和 数 这 样 “已 知 的 ”东西 . 

A. M. Odlyzko 和 H. S. Wilf 已 经 证 明了 [283]， 


3 71 
p =|(5) ¢| 
2 , Heh C a 1.622 270 503. 





3.4 mod: 二 元 运算 ‘MOD’: THE BINARY 
OPERATION 


当 m 和 nn 是 正 整数 时 ，n 被 m 除 的 商 是 .mJ， 这 个 除法 的 余数 也 有 一 个 简 
Mids, (RAE, 我们 称 它 是 “n mod m”. 基本 公式 


n = m| n/m | + nmodm 


告诉 我 们 ， 可 以 将 n mod m 表 示 成 % 一 "LW" 我 们 可 以 将 它 推广 到 负 
整数 ， 实 际 上 可 以 推广 到 任意 实数 : 


r mod y = x — y |x/y];, y £ 0. (3:21) 
为 什么 把 它 称 为 mod: 二 元 运算 ? 等 竺 在 激动 人 心 的 下 一 章 去 发 现 吧 ! 


这 就 将 mod 定 义 成 为 一 个 二 元 运算 ， 正 像 加 法 和 减法 是 二 元 运算 一 样 . 
很 长 一 段 时 间 里 ， 数 学 家 们 束 是 这 样 非 正式 地 使 用 mod 来 取 各 种 各 样 的 
量 的 ， 如 modl10 和 mod27 等 ， 仪 仪 是 在 最 近 二 十 年 才 趋 于 正式 使 用 . 老 
概念 ， 新 记号 . 

我 们 可 以 很 容易 就 理解 x mod y 的 直观 意义 : 当 z 和 y 是 正 实数 时 ， 想 象 一 
个 周 长 为 y 的 圆 ， 它 的 点 被 赋予 区 间 i0- 四 中 的 实数 . 如 果 我 们 从 0 出 发 ， 
绕 着 圆 行走 距离 rz， 我 们 就 停止 在 zimody， 而 在 我 们 行走 时 过 到 0 的 次 
数 是 Lz/ 虽 ，) 

当 z 或 者 y 是 负数 时 ， 我 们 需要 仔细 观察 定义 ， 以 便 确 切 看 出 它 的 含义 . 
这 里 是 一 些 整 值 运算 的 例子 : 


要 注意 计算 机 语言 ， 它 用 的 是 另 一 种 定义 . 


























5 mod 3 = 5 — 3 | 5/3] = 2: 
5 mod —3 =5-—(-3) | 5/(—3)| 一 一]: 
—ő5 mod 3 =—5—3|-5/3] = ]; 
—5 mod —3 = —5 — (—3) | 5/(—3) | 一 一 2. 








mod 后 面 的 数 称 为 模 (modulus) ， 至 今 还 没有 人 给 mod 前 面 的 数 取 名 . 
在 应 用 中 ， 模 通常 是 正 的 ， 但 是 当 模 是 负数 时 ， 这 个 定义 也 完全 有 意 
X. 在 这 两 种 情形 下 ，7 mod y 的 值 都 介 于 0 和 模 之 间 : 


把 另 一 个 数 称 为 nodumor 怎 么 样 ? 








0< zrmody< y, y> 0: 
O2xrmody>y, y<0. 


y = OWE? 定义 〈3.21) 对 此 情形 没有 给 出 定义 ， 为 了 避免 用 零 作 除数 ， 
也 为 了 完整 起 见 ， 我 们 可 以 定义 


TImod0=7. (3.22) 


这 个 约定 保持 这 样 的 性 质 ee /与 z 水 远 相差 y 的 -个 倍数 . (更 自然 
的 似乎 是 ， 通 过 定义 OE o NOS 来 使 得 这 个 函数 在 0 处 连 
续 ， 但 是 我 们 将 在 第 4 章 里 看 到 这 很 少 有 用 . 连续 性 对 模 运算 并 不 重 

) 


要 : 

当 我 们 将 z 用 它 的 整数 部 分 和 分 数 部 分 表示 时 ， 即 z = [zj + irh, 就 看 到 
人 
为 我 们 





T = [z] +r mod 1. 


注意 ， 这 个 公式 中 不 需要 括号 ， 因 为 我 们 约定 mod 比 加 法 或 者 减法 的 优 
先 级 蜗 。 懈 函数 用 来 定义 mod， 而 顶 函 数 尚 不 可 .我 们 似乎 可 以 用 项 函 
数 来 定义 一 个 像 





rmumbley = y |z/y| — x, y #0 


这 样 与 nod 类 似 的 东西 . 在 用 圆 类 比 的 结构 中 ， 这 表示 旅行 者 在 走 了 一 
段 距 离 z 之 后 ， 要 回 到 起 点 0 还 需要 继续 走 的 距离 。 不过， 我们 当然 需要 
一 个 比 mumble (含糊 说 话 ) 更 好 的 名 字 . 如 果 有 足够 多 的 应 用 随 之 而 
来 ， 有 可 能 它 本 身 就 会 给 出 一 个 合适 的 名 字 ， 


在 20 世 纪 70 年 代 ，mod 成 了 时 尚 . 新 的 mumble 函 数 可 能 应 该 称 为 punk〈 无 用 的 东西 ) ? 
不 ， 我 喜欢 mumble. 注意 ，Z mumble y = (—xr)mod y, 








分 配 律 是 mod 最 重要 的 代数 性 质 . 对 所 有 实数 <、zr 和 y， 我 们 有 
c(xz mod y) = (cx) mod (cy). (3.23) 


(那些 希望 mod 的 优先 级 比 乘 法 低 的 人 也 可 以 去 挥 这 里 右边 的 括号 . ) 
容易 从 定义 “3.21) 证 明 这 个 法 则 ， 因 为 如 果 cy 去 9， 则 有 


c(x mod y) = c(x — y|x/y|) = ex — cy|cxr/cy| = cx mod cy, 


且 模 为 零 的 情形 显然 为 真 . 我 们 的 四 个 例子 用 土 5 和 土 3 两 次 给 出 了 这 个 法 
则 的 例证 ( 取 c = -1) . B (3.23) 这 样 的 恒等式 是 敦 舞 人 心 的 ， 因 为 
它 使 我 们 有 理由 相信 mod 的 定义 是 恰当 的 . 


ee a e a 
Bh aa AY e a eee ee 
REREN 可 能 相等 地 分 成 m 组 . 


RÉG WE? 


例如 ， 假 设 我 们 有 得 短 的 "行文 本 ， 和 希望 把 它们 排 成 m 列 . AS AR 
感 ， 我 们 和 希望 将 这 些 列 排 成 行 数 递减 的 次 序 〈 实 际 上 是 不 增 的 次 序 ) ， 
I AT BCR KSC E 2 af TAS 
RSI, eA Ta ze tb al PA ILA 22 








8 8 8 8 5 8 8 7 7 T 

第 ] 行 BT BIT BPs ”第 33 行 第 ] 行 ” 第 9 行 ” 第 17 行 ”第 24 行 ”第 31 行 
第 2 行 ”第 10 行 ”第 18 行 ”第 26 行 ”第 34 行 第 2 行 ”第 10 行 ”第 18 行 ”第 25 行 ”第 32 行 
第 3 行 ”第 11 行 ”第 19 行 ”第 27 行 ”第 35 行 第 3 行 ”第 11 行 ”第 19 行 ”第 26 行 ”第 33 行 
第 4 行 ”第 12 行 ”第 20 行 ”第 28 行 ”第 36 行 第 4 行 ”第 12 行 ”第 20 行 ”第 27 行 ”第 34 行 
第 5 行 ”第 13 行 ”第 21 行 ”第 29 行 ”第 37 行 第 5 行 ”第 13 行 ”第 21 行 ”第 28 行 ”第 35 行 
第 6 行 ”第 14 行 ”第 22 行 ”第 30 行 第 6 行 ”第 14 行 ”第 22 行 ”第 29 行 ”第 36 行 
第 7 行 ”第 15 行 ”第 23 行 ”第 31 行 BT ”第 15 行 ”第 23 行 ”第 30 行 ”第 37 行 
第 8 行 ” 第 16 行 ”第 24 行 ”第 32 行 第 8 行 。 第 16 行 





此 外 ， 我 们 想 将 各 行文 本 按照 列 来 分 配 ， 首 先 确 定 有 多 少 行 归 入 第 

列 ， 然 后 转 到 第 二 列 ， 第 三 列 ， 等 等 ， 因 为 这 是 人 们 阅读 的 方式 . AIT 
配置 会 给 出 每 一 列 中 正确 的 行 数 ， 但 是 排序 会 是 错 的 . “我 们 会 得 到 右 
边 这 样 的 安排 ， 但 是 第 一 列 里 将 会 包含 第 1、6、11、..……、36 行 ， 而 不 是 
所 想 要 的 第 1、2、3、...、8 行 . ) 


不 能 用 逐 行 分 配 的 策略 ， 但 是 它 的 确 告诉 了 我 们 在 每 一 列 里 放 多 少 行 . 
如 果 n 不 是 m 的 倍数 ， 逐 行 配置 的 过 程 清 楚 地 表明 ， 长 的 列 应 该 每 列 包 
含 W| 行 ， 而 短 的 列 应 该 每 列 包含 Lm/m 行 .这 就 恰好 有 nmodm 个 长 的 
列 . (同样 明显 的 是 ， 恰 好 有 nmumblem 个 短 的 列 .) 


我 们 来 推广 这 些 术 语 ， 讨 论 “ 物 品 ”? 和 “组 ”， 而 非 “ 行 ?和 “ 列 *”. 我 们 刚才 

确定 了 ， 第 一 组 应 该 包含 /| 件 物品 ， 于 是 这 样 的 顺序 分 配方 案 应 访 

有 效 : 将 n 件 物品 分 成 m 组 ， 当 m > 0 时 ， 将 中/ 靖 人 件 物品 放 进 第 一 组 ， 然 

Eas 同样 的 程序 将 剩 下 的 = n/m Peay th a} akin’ = m 一 1 个 
] 组 . 


例如 ， 如 果 n = 314 且 m = 6， 则 分 配 就 如 








R PAm 剩 下 的 组 | 物品 /组 | 
314 6 53 
261 5 53 
208 4 52 
156 3 52 
104 2 52 
52 1 52 


成 功 了 .我 们 得 到 大 小 近似 相等 的 组 ， 尽 管 除数 一 直 在 变化 . 


为 什么 它 会 成 功 呢 ? 一 般 来 说 ， 我 们 可 以 假设 = am +r， 其 中 

4= [n/m 有 7 = mamodmm。 如 果 r = 0， 这 个 过 程 很 简单 :我 们 把 

[n/m] = 9 件 物品 放 入 第 一 组 ， 并 用 w = 0 一 4 痊 换 n， 而 让 w = am 件 物品 
放 进 剩 下 的 wm =m- AP. WE > 0， 我 们 就 把 7/m] = 4+ 1 件 物品 放 
进 第 一 组 ， 并 用 wn 一 4 一! 葵 换 n， 而 把 = gm +7 一 1 件 物品 留 给 后 
面 的 组 ， 新 的 余数 是 " <r - 1， 但 4 仍然 相同 .由 此 得 出 ， 有 7r 个 组 各 有 
a+ 1 件 物品 ， 接 下 来 有 m -7 组 各 有 4 件 物品 . 


在 第 k 组 中 有 多 少 件 物品 呢 ? 我 们 希望 有 个 公式 ， 它 在 当 k <n mod mm 时 
给 出 mm|， 而 在 相反 的 情形 则 给 出 LW"mJ， 不 难 验 证 ， 


n—k+1 
m 














就 有 所 要 的 性 质 ， 因 为 如 果 在 上 一 段 里 记 ? = 4m+"， 此 式 束 化 简 成 
q+ |(r—k + 1)/m|, 这 里 4 = [n/m], 如 果 1 <k<mAO0<r<m, RiR 
有 (7 一 + 了 )/m] =k <r] 这 样 一 来 ， 我 们 就 可 以 写 出 一 个 恒等式 ， 它 
表示 出 将 "分 成 有 个 按照 非 增 次 序 排 列 且 尽 可 能 相等 的 部 分 的 划分 : 


n n— 1 n—m +1 l 

n= [2] + + | 
这 个 恒等式 对 所 有 正 整 数 m 且 对 所 有 整数 "不论 是 正 的 、 负 的 还 是 
P ARL RIE GID 中 已 经 遇 到 过 m = 2 的 情形 ， 虽 然 那 时 将 它 
写成 了 稍微 不 同 的 形式 = [7/2] + [7/2], 
如 果 我 们 曾经 希望 各 个 部 分 按照 非 减 的 次 序 排列 ， 将 小 的 组 放 在 大 的 组 
的 前 面 ， 我 们 就 会 用 同样 的 方式 做 下 去 ， 不 过 要 将 mm 件 物品 放 在 第 
一 组 . 这 样 我 们 就 会 得 到 相应 的 恒等式 


n n+ 1 n+m-—1 A 
n = 二 | 一 +e 十 | 一 |. (3.25) 
m m m 


AFA (3.4) 或 者 习题 12 的 恒等式 ， 有 可 能 在 (3.25) 和 (3.24) 之 间 进 
行 转换 . 


现在 如 果 在 (3.25〉 中 用 .m7 替换 n， 并 应 用 规则 (3.11〉 去 掉 底 内 部 的 
展 ， 我 们 就 得 到 一 个 对 所 有 实数 z 都 成 立 的 恒等式 : 


有 人 宣称 : 用 717 了 I 来 蔡 换 任何 东西 都 是 异常 危险 的 . 


1 m — 1 
由 全 ews | (3.26) 
[mz | |x| |z 4 |- = | ( )) 


这 有 点 令 人 吃惊 ， 因 为 底 函 数 是 实数 值 的 整数 近似 值 ， 但 是 左边 的 单个 
近似 值 等 于 右边 一 组 数 的 和 ， 如 果 我 们 假 讽 7 嫩 均 大 臻 是。 2， 那么 左 
边 大 致 是 ”2， 而 右边 大 致 等 于 


l l m 一] 1 
er ere te) a, eae 
有 这 些 粗略 近似 值 的 和 竞 是 精确 的 ! 
































3.5 底 和 顶 的 和 式 FLOOR/CEILING SUMS 


方程 (8.26) 表明 ， 对 至 少 一 类 包含 Lj 的 和 式 有 可 能 得 到 封闭 形式 .还 
有 其 他 的 吗 ? 是 的 . 在 这 种 情形 下 ， 行 之 有 效 的 技巧 常常 是 通过 引入 一 
个 新 的 变量 来 规避 懈 或 者 顶 . 


例如 ， 我 们 来 研究 是 人 否 可 能 对 和 式 


> | 


O<k<n 








给 出 封闭 形式 ， 一 种 想法 是 引入 变量 ”| 我 们 可 以 用 在 轮 益 财 间 
题 中 的 做 法 “机 械 地 * 解 这 个 问题 : 


= a milk <n [m < Vk <mt+ 1] 
= > mlk<n [m? <k<(m-+ 1)” 








Kk.m=0 
» a ee ee 
= 》 m[(m?<k<(m+1) <n] 
天 .mLE0 
y a \2 
十 》 mm ck <n < (m +1)]. 
k.m=0 








边界 条 件 再 次 有 一 点 微妙 我们 首先 假设 ” = “是 一 个 完全 平方 ， 这 
样 ， 第 二 个 和 式 束 是 零 ， 而 第 一 个 和 式 可 以 用 惯 第 的 办 法 计算 : 


Ly m|m? <k< (m+ ie < a°] 


k,m20 


m ((m 十 1)? — m°) [m +1 < a] 


m(2m + 1)[m < a] 


2 M 


(2m2+ 3m+)[m < a] 


: m 


é 2m2 + 3mt jdm 


| 
me r 





a(a — 1)(a— 2) + -ala 1) = z140 + Late 1). 


a D 


FEREENA RER HY BOR. 





在 一 般 情 形 下 ， 我 们 可 以 设 " = |v "j， 这 样 就 只 需要 再 加 上 满足 
?<<n 的 项 ， 这 些 项 全 都 等 于 a， 故 它们 的 和 等 于 (7 一)a， 这 就 给 
出 了 所 要 的 封闭 形式 


F- j ES" ] 
/i a 2 和 / 9 qT 
ò lv k| = na re 50 -a, a= |v n| i (32T) 


O<k<n 





Mat oreo! SI < 了] 代 葵 形 如 lz 的 表达 式 ， 只 要 
T 之 0， 这 就 是 合理 的 . 如 果 为 方便 起 见 ， 我 们 假设 n = a*:， 那 么 此 方法 
在 形 如 的 和 式 中 有 效 ， 其 原因 是 : 





有 1 1 ， 
2 2 (a? j“) = a? 3° (« 十 5) (a+ 1). 


还 有 另 一 个 例子 ， 在 其 中 做 变量 蔡 换 融会 导出 一 个 变形 的 和 式 . 在 1909 
年 的 大 约 同 一 时 间 ， 三 位 数学 家 Bohll34、Sierpifiskil326] 以 
别 独 立 发 现 了 这 个 著名 的 定理 : 如 果 a 是 无 理 数 ， 那 么 分 数 部 分 taj 当 


n > cc 时 在 0 和 1 之 间 是 非常 一 致 分 布 的 . 哲 述 这 一 点 的 一 种 方式 是 : 对 
所 有 无 理 数 以 及 所 有 几乎 处 处 连续 的 有 界 函 数 / 有 


lim 一 {k (x)d 3.28) 
lim = d a} ‘f(g)dz. ( ) 


O<k<n 0 


例如 ， 令 f(z) = +， 可 以 求 得 {m9} 的 平均 值 ， 我 们 得 到 2.〈 这 正 是 我 们 
期 得 的 ， 知 道 下 面 的 结果 也 是 Te 不 论 oa 是 什么 样 的 无 理 数 ， 
这 个 结果 都 确实 可 以 证 明 是 正确 的 . 


Sierpifiski 以 及 Weyl 的 这 个 定理 是 用 “阶梯 函数 "从 上 方 以 及 下 方 通 
z) 的 方法 证 明 的 ， 阶 梯 函 数 是 当 0 < v < 1 时 简单 函数 


提醒 ， 这 部 分 内 容 比较 高 深 , 初次 阅读 时 最 好 略 过 下 面 两 页 ， 它 们 并 非 至 关 重 要 . 
一 一 友好 的 助教 








fAz) = a2 <v] 


的 线性 组 合 . 在 这 里 ， 我 们 的 目的 不 是 证 明 这 个 定理 ， 那 是 微 积分 教程 
的 任务 . 我们 想 要 通过 观察 在 特殊 情形 f(7) = f(z) 下 这 个 定理 是 多 么 成 
ee ee Se ee 
wit. AIR 


pans 














Ey FHA Enea SA RIE. 
为 此 目的 ， 我 们 定义 偏差 (discrepancy) Dla, n) Alls 
slan. v) = ` ([{ka} <v]—v) (3.29) 


O<k<n 
在 0 Sv < 1 上 的 最 大 绝对 值 . 我 们 的 目的 是 通过 证 明 当 a 是 无 理 数 时 
sla, n, v) | ‘ayant Soe a Aenean RPA a BRM 
性 ， 我 们 可 以 假设 0 <a <1. 


首先 可 以 将 se 5 改写 成 更 为 简单 的 形式 ， 然 后 引入 一 个 新 的 指标 变 


J: 





> ({ka} <v]—v) = E (|ka| — |ka—v|—v) 
O<k<n O<k<n 
= 一 nv 十 ` x. [ka —v < j <S ka] 
O<k<n j 
= 一 nv 十 ` > ja <k<(j+v)Ja4I. 
0<j <[na] k<n 


如 果 运 气 好 ， 我 们 就 能 求 出 关 玉 的 和 式 . 但 是 ， 我 们 应 该 引入 一 些 新 
的 变量 ， 使 这 个 公式 不 至 于 如 此 凌乱 ， 我 们 记 

















’ J J 求解 . A kF 7] 的 变量 变换 是 Zane 
a= a ` Q = qd | Q 


b= [va 1] o vat=b-v. 
F =r WAP. a 1 wee A A EA 
于 是 “= {2 上 是 a-! 的 分 数 部 分 ， 而 vw 则 是 va-! 的 mumble 分 数 部 分 . 


再 次 ， 边 界 条 件 是 我 们 仅 有 的 兰 难 之 源 . ERIE ERRE < n, JF 
在 去 掉 限 制 条 件 后 计算 关于 K 的 和 式 : 


y [k € [ja™!..(j +v)a!)] = [(j + v)la +a] — fjla +a] 


k 





= b+ [jæ — v] — [ja]. 
好 的 ， 这 太 简 单 了 ， 我 们 将 它 代入 并 努力 做 下 去 : 


s(a,n,v) = —nv+ [na] b+ ` (| ja’ 一 v] — | ja’ ])—S, (3.30) 


0<j<fnal 
其 中 s 是 对 我 们 未 能 排除 的 > 情形 所 做 的 修正 ， 量 jo 仅 当 = 0 时 是 整 
MX, Ha Aia) 是 无 理 数 ， 而 Ja -1 对 至 多 一 个 7 的 值 是 整数 . 所 
以 ， 我 们 可 以 将 含有 项 的 项 改变 成 含有 底 的 项 ; 
s(@,n,v)=-nv+[na]b- > (Le |-[_ja’-v' |)-S+ {0 或 者 1}， 


0<j<[na| 























(公式 {0 或 者 1} 表 示 其 值 是 0 或 者 1 的 某 个 东西 . 我们 无 需 现 在 决定 它 的 值 ， 因 为 细节 并 不 
EH. ) 


这 很 有 意思 .我 们 得 到 的 不 是 封闭 形式 ， 而 是 看 起 来 像 sta,m:, 却 布 有 
不 同 参数 的 东西 : ao RE Ta, POURS Tn, MURET.. MAR 
BLA PRAT SO”, VRAA, (PA) Ee a] hD la, n)a 
归 式 . 这 就 是 次， 我 们 想 将 


s (œ, [na], v) = >. (lo — | ja’ —v’| — v’) 

















代入 到 
s(@,n,v) =—nv+| na |b —[na|v'—s(a’,[ ne],v') 一 S+ {0 或 者 1} 


中 . 回忆 一 Fb -v 二 va-!， 我 们 看 到 ， 如 果 用 na(b — v') = 2 代替 
[na| 一)， 一 切 都 会 漂亮 地 得 以 简化 : 


s(Q,n,y)=-s(@,| nor|,v')-S+e+ {OM 1}. 





这 里 :是 小 于 va-! 的 正 误差 .习题 18 证 明了 : 类 似 地 ，s 介 于 0 和 [|"* ‘le 
i. 对 于 j = [nal 一 1= Lnaj， 我 们 可 以 从 和 式 中 去 掉 这 一 项 ， 因 为 它 的 
页 献 是 "中 者 (一 因此 ， 如 果 关 于 所 有 的 v 取 绝对 值 的 最 大 值 ， 我 们 

就 得 到 





D(a,n) < D(a',lan|)+a !+2. (3.31) 


接 下 来 几 章 里 学 习 的 方法 将 使 我 们 从 这 个 递归 式 得 出 结论 : 当 n 充 分 大 
时 ，D(a, 总 是 比 n 要 小 得 多 .故而 定理 (3.28) 为 真 ， 然 而 ， 它 收敛 
于 极限 并 不 一 定 很 快 . (见习 题 9.45 以 及 习题 9.61. ) 


略 去 阅读 部 分 到 此 
| 结束 . 


哇 ， 这 真是 一 个 处 理 和 式 、 底 以 及 顶 的 出 色 练 习 了 . 不 习惯 于 “证明 误 
兰 很 小 ”的 读者 或 许 会 发 现 ， 很 难 相信 还 有 人 在 面 对 这 样 看 似 证 怪 的 和 
式 时 有 继续 前 进 的 勇气 .但 实际 上 ， 再 次 审视 就 会 发 现 ， 在 整个 计算 过 
程 中 员 罕 着 一 条 简单 的 动机 主线 ， 其 主要 思想 是 : 一 种 n 项 的 和 式 

stosmo 可 以 化 简 为 至 多 有 2 正 的 一 个 类 似 的 和 式 . 除了 只 留 下 一 小 部 











分 接近 边界 的 项 以 外 ， 其 他 的 项 都 被 抵消 了 . 
我 们 稍 作 停 顿 ， 再 来 做 一 个 和 式 ， 它 不 是 平凡 的， 但 与 我 们 刚刚 做 的 
相 比 较 ) 有 很 大 的 好 处 : 它 的 结果 是 一 个 封闭 形式 ， 这 使 得 我 们 可 以 很 
容易 验证 答 采 . 现在 ， 我 们 的 目的 是 找到 下 面 和 式 的 一 个 表达 式 : 

这 是 底 的 更 难 的 和 式 ， 还 是 更 难 的 底 的 和 式 呢 ? 





k+ 了 这 

D A, seem > 0 EnA, 
O0<k<m m 

DERE (3.26) 中 的 和 式 ， 对 这 个 和 式 求 一 个 封闭 形式 要 比 到 目前 

为 止 我 们 做 过 的 更 困难 一 些 《〈 除 了 我 们 刚才 观察 的 偶 差 问题 之 外 ) ， 但 

这 是 有 益 的 ， 所 以 本 章 的 余下 部 分 就 来 解决 这 个 问题 . 

事先 提醒 : 这 里 开始 出 现 一 种 新 模式 ， 按 照 这 种 模式 ， 每 章 的 最 后 部 分 会 解答 某 些 长 而 

困难 的 问题 ， 这 需要 一 些 思 想 的 火花 ， 而 不 是 好 奇 心 . 

一 学生 


与 通常 一 样 ， 特 别 是 对 于 国手 的 问题 ， 我 们 首先 观察 小 的 情形 . n= 1 的 
特殊 情形 就 是 〈3.26) ， 在 其 中 用 Z/ ME ir: 


ap [HE | te 


与 第 1 章 中 一 样 ， 通 过 向 下 推广 到 n = 0 的 情形 来 得 到 更 多 信息 是 有 用 


的 
T T T T 
Pur a 
言 之 有 理 . 但是， 亲爱 的 孩子 们 ， 在 你 们 对 某 个 东西 感 兴趣 之 前 ， 是 否 总 是 需要 有 人 告 
诉 你 们 相关 应 用 ? 例如 ， 这 个 和 式 是 在 讨论 随机 数 的 生成 和 检验 时 出 现 的 ， 但 是 数学 家 
们 在 计算 机 出 现 前 很 早 就 注意 它 了 .他 们 发 现 了 就 自然 会 问 是 否 有 一 种 方法 来 对 “被 加 了 
底 括号 的 ”等 差 级 数 求 和 |. 
你 们 的 指导 老师 


我 们 的 问题 有 两 个 参数 和 n， 我 们 来 观 聚 mm 较 小 时 的 一 些 情形 . 当 
m= 1 时 ， 和 式 中 恰好 只 有 一 项 目 它 的 值 为 zj， 当 n — 2 时 ， 这 个 和 式 是 
[1/2] + |(r +n)/2]. 通过 在 底 函 数 的 内 部 去 掉 n， 我 们 可 以 去 掉 z 和 nn 之 间 
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的 相互 作用 ， 但 是 要 这 样 做 ,我们 必须 将 偶数 的 n 和 奇数 的 n 分 开 来 考 
虑 .如果 n 是 偶数 ，7/? 就 是 一 个 整数 ， 所 以 能 从 底 中 将 它 去 掉 : 


aD- 


如 果 n 是 奇数 ，(n 一 上 /2 就 是 一 个 整数 ， 故 而 得 到 


ee 


最 后 一 步 由 (3.26) 得 出 ( 取 m = 2) . 


偶数 和 奇数 n 的 这 些 公 式 有 点 像 n = 0 和 n = 1 的 那些 公式 ， 但 是 还 没有 出 
现 清晰 的 模式 ， 故 而 我 们 最 好 继续 研究 一 些小 的 情形 . 对 m = 3， 这 个 


MAE 
sl ES] [2] 


对 nm 我 们 考虑 三 种 情形 : 它 是 3 的 倍数 ， 它 比 3 的 倍数 大 1， 或 者 它 比 3 的 
倍数 大 2. 也 就 是 说 ，n mod 3 = 0, 1 或 者 2. 如 果 n mod 3 = 0， 那 么 /3 和 
2n 3 是 整数 ， 故 而 和 式 为 


aD (Lele) -i 
如 果 n mod 3—1, Aln- 13 和 (2n 一 2)/3 是 整数 ， 所 以 有 


E+ (| 于 + + (| 于 +=?) rae 


最 后 一 步 再 次 由 (8.26) 得 出 ， 这 一 次 取 m = 3. 最 后 ， 如 果 n mod 3 = 2 
> MA 


BEIS a (| 2) Si 


我 们 大 脑 的 左 半球 完成 了 m = 3 的 情形 ， 但 是 右 半球 仍然 未 能 辨认 出 其 


























模式 ， 所 以 还 要 继续 做 m = 4: 


“创造 性 的 天 才 需 要 先进 行 愉悦 的 脑力 活动 才能 进入 激烈 思辨 








母 ; 是 缺乏 常识 的 俗话 ， 而 ‘需求 是 无 用 托 词 之 母 ; 更 接近 于 真理 








的 状态 . “需求 是 发 明之 
EE 现代 发 明 的 发 展 建立 在 











科学 发 现 的 基础 之 上 ， 而 科学 几乎 就 是 愉悦 的 求知 欲 的 结果 . ” 






































怀特 海 B2 
=| pi ka P k | x z =| | 

到 目前 为 上 上 ， 我 们 至 少 已 经 了 解 要 基于 ”mod m 来 考虑 相应 的 情形 .如 
Rn mod 4=0, AA 

reod 
叉 如 果 n mod 4 = 1， 就 有 

ls ee ae) 
= |z| + = 一 5 


事实 表明 ，n mod 4 = 3 的 情形 给 出 了 同样 的 答 
的 情形 ， 我 们 得 到 稍微 不 同 的 结果 ， ARNA 





. 最 后 ， 在 n mod 4 = 
一 般 情 形 下 性 状 的 一 











重要 线索 : 条 

(EE 
-2 (| 下 +|2 | 入 到 1=2|5|+-1. 

最 后 一 步 对 形 如 LY/2| + [y+ 了 /2| 的 式 子 做 了 简化 ， 它 仍然 是 (3.26) 的 


一 个 特殊 情形 . 
下 ， 下 表 是 m 较 小 时 和 式 的 值 . 





总 结 一 


m nmodm = 0 nmodm = | nmodm = 2 nmodm = 3 








> n l 
2) as L573 
3 z En |x]+7-1 |x|+n-1 

xi an 3n 3 x| 3n 3n 3 
4 af 十 一 一 ra až]; -1 ATS 


看 起 来 ， 我 们 好 像 得 到 了 形 如 


工 
a =| +bn+c 
a 


的 结果 ， 其 中 a、 b 和 c 以 菏 种 方式 依赖 于 mm 和 n. 即便 是 缺乏 辨别 力 的 人 
(REA, DAB Er — D/2. 辨识 出 a 的 表达 式 更 为 困难 ， 但 是 
n mod 4= 2 的 情形 给 了 我 们 暗示: a 大 概 是 m 和 nn 的 最 大 公 因 子 gcdtm， n) 
.这 很 有 意义 ， 因 为 Ecdtm, n) EKSEN A Bec fia 2 Buy Mm Flin SE 
摊 的 因 了 于 ， 而 和 陈 包 合 分 数 "/ 到 《第 4 章 将 仔细 探讨 gcd 运 算 . ) c 的 值 
看 来 更 加 神秘 英 测 ， 但 是 可 能 会 从 对 于 a 和 5b 的 证 明 中 自动 显现 出 来 . 








在 对 小 的 m 计 算 和 式 时 ， 我 们 将 这 个 和 式 的 每 一 项 有 效 地 改写 为 


工 十 大 72 Tt + kn mod m kn kn mod m 
m m m m i 


因为 fm — kn mod m)/mm 是 一 个 可 以 从 底 括号 内 部 去 掉 的 整数 ， 因 此 原来 
的 和 式 可 以 展开 成 如 下 场景 


| z] 0 0 mod m 
772 m m 


k + n mod d n n mod m 














7m m m 


m 


rt + 2n mod m 2n 2n mod m 
m m 





É + (m — l)n mod z (mln (m-— l)n mod m 


m m mm 


当 我 们 用 小 的 m 值 来 计算 时 ， 这 三 列 分 别 得 出 % 1/4], bn Re. 


特别 地 ， 我 们 可 以 看 到 5b 是 如 何 出 现 的 . 第 三 列 是 一 个 等 莽 级 数 ， 它 的 
和 是 第 一 项 和 最 后 一 项 的 平均 乘 以 项 数 : 


l (m 一 l)n (m—1)n 
一 | 0 + — — ] Xm= . 
2 m 2 


故而 ， 我 们 猜测 ? = (m 一 也 /2 就 得 到 了 验证 . 


a 要 确定 c 和 c， 必 须 更 仔细 地 观察 数 
页 








0 mod m.n mod m,2n mod m. -- (m — l)n mod m. 


例如 ， 假 设 m = 12，n = 5. 如 果 我 们 把 这 个 数列 看 成 钟表 上 的 时 间 ， 那 
么 这 些 数 就 是 0 点 钟 〈 我 们 把 12 点 钟 视 为 0 点 钟 )， 然 后 是 5 点 钟 、10 点 
钟 、3 点 钟 〈= 15 点 钟 ) 、8 点 钟 ， 等 等 . 于 是 ， 我 们 恰好 每 小 时 融 一 次 
钟 . 


现在 假设 m = 12，n = 8. 这 些 数 就 是 0 点 钟 、8 点 钟 、4 点 钟 ( = 16 点 
钟 ) ， 此 后 0、8 和 4 再 次 重复 . 由 于 8 和 12 都 是 4 的 倍数 ， 又 因为 这 些 数 
以 0 为 起 点 ( 它 也 是 4 的 倍数 ) ， 故 而 无 法 跳出 这 一 模式 一 一 它们 必须 都 
是 4 的 倍数 . 

在 这 两 种 情形 下 ， 我 们 有 sgcd(12,3) = 1，gcd(12,8) = 4. 下 一 章 将 要 证 明 
的 一 般 法 则 说 明 ， 如 果 d = gcdtm,7)， 则 得 到 按照 菜 种 次 序 排列 的 数 
0,d,2d,…m 一 d， 接 下 来 是 同一 数列 的 另外 d — 1 次 复制 . 例如 ， 对 

7 一 12 以 及 = 8, 模式 0， 8, 4 出 现 4 次 . 


和 式 的 第 一 列 现在 有 了 完整 的 意义 ， 它 包含 项 〈 按 照 某 种 次 序 ) 
|z/m|,|({c +d)/m]|,---,|(c+m— d)/m]| 的 d 份 复制 ， 所 以 它 的 和 是 


( T r+d r+m-d 
m m m 
1 r/d r/d +1 r/d — mjd — 1 
k mjd H mjd AN mjd 




















这 最 后 一 步 也 是 (3.26) 的 另 一 个 应 用 . 我 们 对 a 的 猜测 就 得 到 了 验证 : 
a=d=egcd(m,n). 


如 我 们 所 猜测 的 ， 现 在 也 能 计算 了， 因为 第 三 列 已 经 变 得 易于 理解 
它 包含 等 差 级 数 0/m， d/m,2d/m, (m —d)/m 的 d 份 复制 ， 所 以 它 的 和 


是 
1 m—d m m—d 
i(5 (0+ m E 2 | 
第 三 列 实际 上 是 被 减 去 而 不 是 被 加 上 的 ， 所 以 有 


d—m 
») 


一 


谜 题 结 束 了 ， 探 求 也 完成 了 . 所 要 求 的 封闭 形式 就 是 
7 大 十 工 T m—1 d—m 
2 | m |=4|5]+ 2 old 900 


O<k<m 

其 中 d = gcd(m,n)， 检 验 一 下 ， 我 们 可 以 确信 它 在 特殊 情形 % = 0 和 n = 1 
成 立 ， 这 是 我 们 以 前 就 知道 的 ， 当 n = 0 时 ， 我 们 得 到 d = gcdtm,0) =m 
， 此 公式 的 最 后 两 项 是 零 ， 所 以 正确 得 出 LY/ :而 当 n = 1 时 ， 我 们 得 
到 4 = gcd(m,1) = 1， 最 后 两 项 正好 抵消 ， 故 而 和 正好 是 zj|， 对 封闭 形式 
稍 做 人 处理， 实际 上 可 以 使 得 它 关 于 mw 和 nn 对 称 : 


7 大 十 工 I m — 1 d—m 
y =d 十 一 一 一 十 一 一 
m Ld 2 2 
O<k<m 











C 一 





























工 (m—1)(n—1) m-1 d—m 
za | + i n 
Ld 2 2 2 
T (m= (n= 1}"  d-—1 , 
= d | + + f (3.32) 
Ld 2 2 


这 令 人 上 吃惊， 因为 从 代数 角度 没有 理由 来 推测 这 样 一 个 和 式 会 是 对 称 
的 .我 们 已 经 证 明了 “ 互 反 律 ” 


是 的 ， 我 很 惊奇 (floored) . 


Lae > =], 整数 m,n >0. 
例如 ， 如 果 m =41An= 127， 则 左边 的 和 式 有 41 项 ， 而 右边 的 和 式 有 
127 项 ， 但 是 对 所 有 实数 rz， 它们 仍然 相等 . 





习题 

热 喘 题 

1 我 们 在 第 1 章 分 析 约 瑟 夫 问题 时 ， 将 任意 一 个 正 整数 "表示 成 了 

n 二 2" + [的 形式 ， 其 中 0 和 1 < 2"， 请 利用 底 括号 或 者 顶 括号 ， 给 出 将 
各 m 表 示 成 为 n 的 函数 的 显 式 公式 . 

2 与 一 个 给 定 实数 z 距 离 最 近 的 整数 的 公式 是 什么 ?在 对 等 的 情形 下 ， 
rt 恰好 在 两 个 整数 的 中 间 位 置 ， 请 给 出 一 个 表达 式 ， 它 (Ca) 往 上 舍 入 成 
整数 ， 即 成 为 zj ，(b)〉 向 下 舍 入 成 整数 ， 即 成 为 7]. 

3 ” 当 m 和 nn 是 正 整数 ， 有 昌 a 是 大 于 n 的 无 理 数 时 ， 计 算 [Lmaj n/a], 


4 正文 里 描述 了 从 水 平 1 到 水 平 5 的 问题 . 水 平 0 是 什么 问题 呢 ? (顺便 
说 一 句 ， 这 道 题 不 是 水 平 0 的 问题 .。) 


5 HEERA, REENT =n lz] 成 立 的 必要 充分 条 件 ，〔 你 的 条 
件 应 该 包含 {7}.) 


6 当 f(z) 是 仅 当 z 为 整数 时 才 取 整数 值 的 连续 单调 递减 函数 时 ， 关 于 
|f(7)| 有 什么 可 谈 的 吗 ? 


7 RAN 











Xn=n, QO<n<m: 


Xn = Xn-mtl, n2 m. 
8 ”证 明 狄 利克 雷 抽 展 原理 ， 如 果 n 个 物体 放 进 m 个 盒子 中 ， 那 么 某 个 合 
子 中 必定 含有 > [2/m| 个 物体 ， 且 有 某 个 盒子 中 必定 含有 < L/D 
体 . 
你 知道 的 ， 大 学 课本 里 没有 告诉 你 如 何 正确 读 出 Dirichlet. 
9 埃及 数学 家 在 公元 前 1800 年 就 把 0 与 1 之 间 的 有 理 数 表 示 成 了 单位 分 
数 之 和 1/7T1 + 二 1 ， 其 中 诸 z 是 不 同 的 正 整数 . 例如 ， 他 们 将 5 写成 
































tI. 证明， 总 可 以 用 一 种 系统 化 方法 来 这 样 做 ， 如 果 0 < m/n <1, 


zoliz lean, alž]; 
n q n q m 
这 是 斐 波 那 契 算法 ， 它 归功 于 斐 波 那 契 ， 公 元 1202 年 . ) 


基础 题 
10 WEH, RAR 


E 
TN 
>. 





总 是 等 于 z 威 者 z|， 每 一 种 情形 在 何 时 会 出 现 ? 

11 给 出 正文 中 提 及 的 证 明细 节 ， 当 a < 5 时 ， 开 区 间 (a..5) 恰 好 包含 

fl = lol 一 个 台数 、 为 使 证 明正 确 ， 为 什么 = “的 情形 必须 排除 在 
? 


12 WH, SATA Ben APTA ER eam A 


| n | n+m—l1 
ml | m 





CX ME lee S99 RS ER TTI, EAN BS 


(3.4) ) 


13 ” 设 a 和 5 是 正 实数 . 证 明 : Specla 和 Spec( 3) | 给 出 了 正 整数 的 划分 ， 
当 且 仅 当 a 和 85 是 无 理 数 且 1/a + 1/8=1. 


14 证 明 或 推翻 
(r mod ny) mod y= r mod y, 1. 为 整数 . 
15 存在 与 (3.26) AWM HH RURE SE? 


16 证 明 "imod2= (1 — (~1)") /2, fn mod 3 求 出 并 证 明 类 似 的 形 如 
a+ bu" + cu 的 表达 式 ， 其 中 w 是 复数 (1+ iV3)/2， 提 示 : 一 1 且 


l+wt+w?=0, 


17 在 + > 0 的 情形 下 ， 通 过 用 is 7 了 gl + k/m ppt 
HORA, KEATS oam TEM RARS (3,06) wert? 


18 证 明 ; (3.30) 中 边界 值 的 误差 项 s 至 多 是 |% “|， 提 示 : 证 明 小 的 
) 值 不 涉及 其 中 . 


作业 题 

19 求 出 关于 实数 b > 1 的 一 个 必要 充分 条 件 ， 使 得 
[ogr] = [logy [zj 

对 所 有 实数 + > 1 都 成 立 . 

20” 当 zr > Ol, RATA. Ol x 的 所 有 倍数 之 和 . 

21 对 0 mM， 有 多 少 个 数 2" 的 十 进 制 表 示 中 ， 其 首位 数字 为 1? 


SDS jah + ar Tr = D2 2|n/ oF s| 


22 计算 和 式 ” 以 及 - 


23 证 明 序列 


] 


fe 
f2n 十 一 


el | ， (这 个 序列 恰好 包含 m 个 m. ) 


24” 当 a 是 任何 一 个 > 1 的 无 理 数 时 ， 因 为 a + (ae 一 1)/a = 1， 习 题 13 在 
两 个 多 重 集合 Spec(a) 和 Spec (a/ (a 一 1)) 之 间 建 立 起 有 趣 的 关系 ， 当 a 是 任 
何 一 个 正 实数 时 ， 找 出 〈 并 且 证 明 ) 两 个 多 重 集合 Specla) 和 

Spec (a/(a + 1)) 之 间 的 有 趣 的 关系 . 





25 证 明 或 推翻 : 对 所 有 非 负 的 nm， 由 【3.16) 所 定义 的 高 德 纳 数 满足 


Raca T; 


26 证 明 : 辅助 的 约瑟夫 数 (3.20) 满足 


(= < DY <al 4 ~ net. 
q—1 q—1 


27 证 明 : H (3.20) 定义 的 数 P* 中 有 无 穷 多 个 是 偶数 ， 有 无 穷 多 个 
是 奇数 . 


28 求解 递归 式 








aj = 1: 
On = On-1 + |f/an-1|, > 0. 


29 ”作为 对 (3.31) 的 补充 ， 证 明 有 
这 个 公式 与 (3.31) 之 间 有 偏差 . 
D(a,n) > D(a’, |an|) — a7! — 2. 


30 证 明 : 如 果 m 是 一 个 大 于 2 的 整数 ， 其 中 a +a =m 且 a > 1， 那 么 
递归 式 


Xo = nm, 
je y / 
— 2 | ~ 
Xn = X172, n> 0. 


有 解 X* = 10° | am, tm = 3， 则 解 为 


E 2m 十 1 1 十 V5 2 
Ka | , 中 一 a= oO". 





31 证 明 或 推翻 : Lz] + ly) + le +y] < [22] + [2y]. 
32 设 zl = min(z — |z], [1| 一 7) 表 示 z 到 离 它 最 近 的 整数 之 距离 . 


2 l/æ] 


k 





的 值 是 什么 ? (注意 ， 这 个 和 式 可 能 是 双向 无 限 的 .例如 ， 当 7 = 1/3 
时 ， 其 中 的 项 当 -oo 时 是 非 零 的 ， 且 当 k 一 +cc 时 亦 然 ，) 


考试 题 


33 一 个 直径 为 2n 一 1 个 单位 长 的 圆 对 称 地 男 在 一 个 2n x One EA 
中 男 出 的 是 "” = 3 的 情形 . 








N / 
re 
a 棋盘 上 有 多 少 个 格子 包含 这 个 圆 的 一 段 ? 


RL 
bR PRASA), ER EAA ("全 个 格子 完全 在 这 个 国 
的 内 部 . 


34 yl | n) = > [lg k| 
a žn 1 时 ， 求 1 的 封闭 形式 . 
b 证 明 : 对 所 有 7 = Ef n)=n—14 fí [n/2| )+ fi |n/2| ). 


35 化 简 公式 [(7 一 1)’nte] mod n. 
化 简 它 ， 但 是 不 要 改变 它 的 值 . 


36 ”假设 "是 一 个 非 负 整数 ， 对 和 式 





























1 


1<k<22" 
求 封 闭 形式 . 
37 ”对 所 有 正 整 数 m 和 nn 证 明 恒 等 式 


m+ k 7 k 7 m? min (m mod n, (—m) mod n)” 
n n o {n n l 





O<k<m 
38 WT ,Tn 是 使 得 恒等式 
n 
> [mzx| = |» 2 a 
k=1 lsksn 











对 所 有 正 整数 m 都 成 立 的 实数 . 证 明 与 1,… ARR a 


VW. 
39 证明， 对 每 个 实数 > > 1 以 及 每 个 整数 ， > 1， 双 重 和 式 
Dias Da |(z 十 jb )/ b Ee 1)( log, z | 4 1) 4 [x] _ i, 


40 EPAR HORER O ("HES ii IN BR EE 
(zn),y(n))， 例 如 ， 它 把 n — 9 映 上 地 映射 成 有 序 对 (1,2). 


南半球 的 人 用 不 同 的 螺旋 线 . 





a 证明: w = lve] AeA 
w=C (n= to 9) 2 jema] Fm) 


再 求 一 个 与 y(n) 类 似 的 公式 提示: 将 此 螺旋 线 根据 2V5| = 4h — 2, 
4k 一 l, åk, Ak + IRRE Wk, Sk, Ek, Nk. 


b 反 过 来 证 明 : 我 们 可 以 通过 一 个 形 如 
n = (2k)? + (2k + r(n) + y(n)), k = max (Iz(n)|, fy(m)]) 


的 公式 从 o (7 确定 出 a， 给 出 一 个 法 则 来 判断 何 时 符号 为 +， 何 时 符号 为 


附加 题 


41 设 / 和 9g 是 递增 函数 ， 它 们 使 得 集合 (f(D, 了 (2),…} 和 {9(1D,9(2),…} 是 
正 整 数 的 划分 . 假设 /和 9 由 条 件 9 = f (f(n) +1 相 联系 〈 对 所 有 nm > 0 
) . 证 明 f(n) = lngjh9(m) = [no"], seeped = (1 + VY5)/2. 


42 ”是否 存在 实数 aqg、3 和 7， 使 得 Spec(Q)、Spec(3) 和 Spec(7)) 合 起 来 给 出 
正 整 数 集合 的 划分 ? 


43 ”通过 展开 递归 式 〈3.16) ， 寻 求 高 德 纳 数 的 一 个 有 趣 的 解释 . 
44 ”证 明 存在 整数 0 和 dw ， 使 得 当 Dw 是 〈3.20) 的 解 时 有 


(q) (q) (q) (q) 
(q) Dri + dn Di az dit = 
SU 


q= q 
利用 这 一 事实 来 得 出 推广 的 约瑟夫 问题 


, oY (g) (q), (g) _ -~ (qg) 
Jan) = ] E ak dy T qin —_ a Fs < n E aii 


的 另 一 种 形式 的 解 . 
45 ”如果 冯 是 一 个 正 整数 ， 推 广 习题 30 的 技巧 来 求 
Yo = mM. 


Y, = 2Y? 


ily 


—l, n>O 
的 封闭 形式 的 解 . 


/5! = 
2+V2 jm 


46 证 明 ， 如 果 " [O (其 中 四 和 1/ 是非 负 整数 ) ， 那 么 
vinta D| = [V2 + V2)m] 利用 这 个 非 同 寻常 的 性 质 求 递 轨 式 





o=4 ， 整 数 a >0; 


T = ,+D | ， n>0 


L 
了 





| 


47 ”函数 7 说 成 是 多 次 复 现 的 (replicative〉， 如 果 对 每 个 正 整 数 m， 
它 都 满足 


l | ] m— 1 
FME) = F(z) +f (z+ =) 十 十 了 (« +=) , 


求实 数 c 所 应 满足 的 必要 且 充 分 条 件 ， 使 得 下 列 函数 是 多 次 复 现 的 : 








af(z)=zr+te, 
b f(x) =[ x + ce ER] 
c f(x) = max(|z] ,c), 
qf@artelz]- [不 是 整数 ] 
48 证 明 恒 等 式 

T? = 3x |x |x|) +3{x}{x|x]} + {r} 一 3lzjlzlzj+lz| 
并 指出 当 n > 3 时 怎样 对 z" 得 到 一 个 类 似 的 公式 . 


ay Sa < 1 以 及 8 > 0 的 必要 且 充 分 条 件 ， 使 得 我 们 可 以 从 
BELA 


{ [na] + [n3]|n > 0} 
的 无 限 多 重 集合 来 确定 a 和 

研究 题 

50 求 关 于 非 负 实数 a 和 5 的 必要 且 充分 条 件 ， 使 得 我 们 可 以 从 取信 为 


{||na| 8| |n > 0} 





的 无 限 多 重 集 合 确定 a 和 7. 


i 
; e eee a E ev) ee 4 
51 设 z 是 一 个 2 "的 实数 .如 果 z 是 一 个 整数 ， 那 么 递归 式 
Zo(x) =T, 
Z,,(z) = Z,-1(z)?-1, n>0 
,| Æ Zn (T m (x)” 
的 解 可 以 写成 tm) = (FO | 其 中 


f(z) = lim Z,(r)¥/?", 
n—> Q 


因为 在 此 情形 有 Zn(7) 一 1< f(z)”< Zn(7)， 这 个 函数 1(7) 还 有 其 他 什么 
有 趣 的 性 质 吗 ? 


52 给 定 非 负 实数 c 和 7， 设 

Spec(a; 8) = {|a + 8], |2a+ 8|,|3a+ 8],---} 
是 一 个 多 重 集合 ， 它 推广 了 Spec(a) = Spec(a:0)， 证 明 或 推翻 ， 如 果 
m > 3 个 多 重 集 合 SpeclQ1:; 31), Spec(ag: 82), ,Spec(Qm: Bn) 给 出 正 整 数 的 
划分 ， 又 如 果 参 数 al < 02 < … < am 是 有 理 数 ， 那 么 


预计 〈spec) 这 个 研究 题 很 困难 . 

















gm 1 


DK 一 1 ’ 


= 





ak = IS kX m. 





53” 斐 波 那 契 算法 〈 习 题 9) 在 下 述 意义 下 是 贪 焚 的 〈greedy) : 在 每 

一 步 它 选 择 一 个 可 以 想象 到 的 最 小 的 49， 已 知 一 种 更 为 复杂 的 算法 ， 根 

据 这 一 算法 ， 每 个 分 母 为 奇数 的 分 数 m/n 都 可 以 表示 成 分 母 为 奇数 的 不 

辣 的 电位 分 数 之 和 4 t i/a. RRR, REAREA 
xy nah? 





4 数论 NUMBER THEORY 
离散 数学 是 本 书 的 重点 ， 而 整数 又 是 离散 数学 的 中 心 议 题 . 数论 是 讨论 
整数 性 质 的 重要 数学 分 支 ， 因 而 我 们 要 来 探索 它 . 


在 上 一 章 里 ， 通 过 引入 了 mod 以 及 gcd 二 元 运算 ， 我 们 试 了 试 数论 这 潭 
池水 的 深浅 现在 我 们 要 投身 其 中 ， 真 正 潜心 就 这 一 对 象 做 一 番 研 究 . 


换 名 话说， 是 准备 溺水 了 . 



































4.1 整除 性 DIVISIBILITY 


如 果 m >0 且 比值 wm 是 一 个 整数 ， 我 们 就 说 m 整除 n (或 者 n HK m 
整除 ) . 这 个 性 质 芮 定 了 整个 数论 的 基础 ， 所 以 赋予 它 一 个 特殊 记号 会 
更 方便 ， 记 为 


m\n Sm > 0 ARES B A n= mk. (4.1) 


(实际 上 在 现在 的 数学 文献 中 ， 记 号 “mn” 要 远 比 “ m\n* 通 用 . 不 过 

竖 线 使 用 得 太 多 了 ， 如 绝对 值 、 集 合 的 定义 符 、 条 件 概率 等 ， 而 反 斜 线 
则 很 少 使 用 .此 外 ,， «mn RARR, m 看 起 来 就 像 押 隐 含 的 一 

个 比值 的 分 母 ， 所 以 我 们 会 醒目 地 将 这 个 整除 性 符号 同 左 倾斜 .) 


如 果 m 不 整除 n ， 我 们 就 写成 “mxn”. 


有 一 个 类 似 的 关系 ,“ 是 m 的 倍数 ”"， 它 表达 的 意义 几乎 一 样 ， 除 了 
m 不 必 取 正 数 之 外 . 在 这 种 情形 下 ， 我 们 所 指 的 束 是 对 某 个 整数 上 有 
n=mk. 这 样 一 来 ， 比方 说 ， 只 有 一 个 数 是 0 的 倍数 ( 即 0) , 但 没有 
任何 数 能 被 0 整除 . 每 个 整数 都 是 -1 的 倍数 ， 但 没有 任何 整数 能 被 -1 
整除 (严格 地 说 ) . 当 m M n 是 任何 实数 时 ， 这 些 定义 都 适用 ， 例 
如 ，27 PAR r BERR. 不 过 我 们 几乎 总 是 在 m 和 nn 是 整数 时 利用 这 些 
定义 . 不 管 怎 么 说 ， 这 是 数论 嘛 . 


“.…… 没 有 任何 整数 能 被 H1 整 除 〈 严 格 地 说 ) . ” 
== 末 书记 位 作者 四 











两 个 整数 m 和 nn 的 最 大 公 因 子 (greatest common divisor) 是 能 整除 它 
们 两 者 的 最 大 整数 : 


gcd(m,n) = max{k | k\m H k\n}. (4.2) 


+e 


在 英国 称 之 为 hcf Chighest common factor， 最 高 公 因 子 ) . 





例如 ， sed(12, 18) =6 .这 是 一 个 很 熟悉 的 记号 ， 因 为 它 是 四 年 级 学 生 
将 一 个 分 数 /7 化 为 最 简 分 数 时 要 从 中 去 挥 的 公 因 子 : 

12/18 = { 12/6 ) / (18/6 k= 2/3 .注意 ， 如 果 n>0, Hf 就 有 gcd(0.n) =n 
， 因 为 任何 正 数 都 整除 0， 又 因为 n 是 它 自身 的 最 大 因子 . gcd(0,0) 的 








值 没 有 定义 . 
另 一 个 熟悉 的 记号 是 最 小 公 人 倍数 (least common multiple) 
别 说 成 了 最 大 公 倍 数 . 


lem(m,n) = min{k | k>0, m\k H n\k}; (4.3) 





如 果 m 乓 0 或 者 n<0， 则 它 就 没有 定义 .学习 算 术 的 学 生 是 作为 最 小 
公分 母 认 识 这 个 概念 的 ， 将 具有 分 母 m 和 nn 的 两 个 分 数 相 加 时 就 要 用 
天. Maci R p 36 ， 四 年 级 的 学 生 束 知道 

12°18 36 36 36. lcm 与 gcd 有 那么 点 相像 ， 不 过 我 们 不 会 在 它 
F ERZA, AA scd 有 更 好 的 性 质 . 


ged 的 一 个 最 好 的 性 质 是 它 容易 计算 ， 可 以 用 有 2300 年 之 久 的 欧 几 里 得 
算法 来 计算 它 . 为 了 对 给 定 的 值 0< m < nn 计算 gcd(m,n)， 欧 几 里 得 算 
法 用 到 圳 归 式 








gcd{(0,n) =n: T 
Rap l | (4.4) 
gcd(m,n) = gcd(n mod m, m), m > 0. 


例如 ， 这 样 就 有 gcd(12,， 18) = ged(6, 12) = gcd(0.6)=6. 所 说 的 递归 式 成 
ME, FELLA m M n 的 任何 公 因子 必定 也 是 半 ABE n mod m CEST 
n—|n/m]m >) 的 公 因 子 . 而 对 于 lcm(m,n)， 似 乎 并 不 存在 与 它 几 平 同 
样 简单 的 递归 式 . (见习 题 2. ) 


a 还 给 我 们 更 多 的 东西 :我 们 可 以 对 它 加 以 推广 ， 用 它 来 计 
满 





/ / j \ 1 ey 
mm + n'n = gcd(m,n) (4.5) 


的 整数 m/ Mn. 做 法 是 :如果 m=0, RARR m = 0 以 及 
v=1; RWS r=nmodm, #Hr Alm BM m P n 再 次 应 用 这 一 
方法 来 计算 让 和 m, ， 使 得 


GEE: m’ an’ 有 可 能 是 负 的 . ) 








TT + mm = gced(r,m). 


由 于 了 7 =n- [n/m] m H gcd(r,m) = ged(m, n), 这 个 方程 就 告诉 我 们 
rin [n/m] m) + mm = ged(m,n). 
左边 可 以 重新 改写 以 表明 它 对 m A n 的 依赖 性 : 


(m — |n/m|7r)m+rn = ged(m, n); 


Am =m- [n/m |r A n =r ERNE (4.5) 中 所 需要 的 整数 . 例 
如 ， 在 我 们 最 喜欢 谈 及 的 情形 m= 12 和 n= 18 下 ， 这 个 方法 给 出 


6=0x04+1x6=1x6+0x12=(-1) x 12+1x18. 











但 是 ， 为 什么 有 《4.5) 这 样 干净 利索 的 结果 呢 ? 主要 原因 在 于 ， 数 mm/ 
和 n' 实际 上 证 明了 欧 几 里 得 算法 在 任何 特殊 情形 下 都 会 产生 正确 的 答 
R. 我 们 假设 ， 在 经 过 长 时 间 的 计算 之 后 ， 计 算 机 告诉 我 们 
gcd(m,n)=d WR m'm+n'n=d, 但 是 我 们 怀疑 并 且 认 为 实际 上 还 有 一 
个 更 大 的 公 因 子 ， 而 这 个 公 因 子 因 为 条 种 原因 被 计算 机 忽视 了 . 不 过 这 
是 不 可 能 的 ， 因 为 m 和 的 任何 公 因 子 都 必须 整除 mm n'n, HME 
必须 整除 qa ， 所 以 它 也 必定 4. 此外， 我 们 容易 验证 ，4d 的 确 整 除 m 
Mn. (能 够 对 自己 的 正确 性 给 出 证 明 的 算法 称 为 自 证 明 的 (self- 
certifying) . ) 


在 这 一 章 的 其 余部 分 我 们 将 大 量 使 用 (4.5). 它 的 一 个 重要 的 推论 是 
如 下 的 小 定理 : 


k\m 和 k\n > k \ gcd(m,n) . (4.6) 





GE: WEER mn 和 这 两 者 ， 它 就 整除 mm + nn ， 所 以 它 整除 
gcd(m,n) , 有 反 过 来 ， 如 果 k 整除 gcd(m,n) ， 它 就 整除 的 一 个 因子 和 
n 的 一 个 因子 ， 所 以 它 整 除 m All n 这 两 者 . ) 我 们 总 是 知道 mm 和 nn 的 
任何 公 因 子 必定 小 于 或 等 于 它们 的 gcd ， 这 就 是 最 大 公 因 子 的 定义 . 但 
是 我 们 现在 知道 ， 事 实 上 任何 公 因 子 都 是 其 gcd 的 一 个 因子 . 


有 时 我 们 需要 对 n 的 所 有 因子 求 和 ， 在 这 种 情形 下 ， 方 便 的 法 则 
= te 


m\n m\n ; 整数 n>0 (4.7) 


常常 很 有 用 ， 此 式 成 立 是 由 于 当 m 取 遍 所 有 的 因子 时 n/m te Bn 








所 有 的 因子 . 例如 ， 当 = 12 时 ， 这 个 法 则 给 出 


a, + a9 + a3 + 44 + 4g + Gyo = Q12 + Ag + G4 +43 + 494+ Q1. 
还 有 一 个 更 一 般 的 恒等式 
` an = bA >, am|n 一 mk], (4.8) 


m\n k m>0 


CREM (41) 的 直接 结果 . 如果 是正 数 ，〈4.8) 的 右边 就 是 
ae OK MG (4.8) 蕴涵 (4.7) . Hn 是 负数 时 ， 等 式 (4.8) 也 成 


ME. 《在 这 样 的 情形 下 ， 当 大 是 7 的 茶 个 因子 的 相反 数 时 ， 右 边 出 现 非 
零 的 项 . 


此 外 ， 对 因子 求 和 的 二 重 和 式 可 以 通过 规则 
F S Aki = y Akki (4.9) 


mn k\m k\n 1\(n/k) 
进行 “交换 ”. 例如 ， 当 n= 12 时 这 个 规则 取 如 下 的 形式 : 


all 十 (al2 十 a22) 十 (al3 十 a3.3) 





十 (al4 十 a24 十 a44) 十 (al6 + 426 + 43,6 + 466) 
+ (41,12 + 4212 + 43,12 + A412 十 a6.12 + 412,12) 

= (a11 +412 +413 + a14 + 1,6 + 1,12) 
+ (a22 + a24 + a26 + 49,12) + (43.3 + 43,6 + 43,12) 


十 (a44 十 a412) + (46,6 + 46,12) + 412,12- 
我 们 可 以 用 艾 弗 森 的 处 理 方法 证 明 (4.9) . 它 的 左边 是 
> X ae,m[n = jm) |[m = kl] =Ņ_ >》 aka[n = jki]; 


jl kym>0 7 k,l>0 
它 的 右边 是 
二 > ax ifn = jk][n/k = ml] = D> y ak yin = mlk], 


jm k,l>0 m ki>O 


除了 将 指标 重新 命名 之 外 ， 它 与 左边 是 同样 的 .这 个 例子 表明 了， 我 们 





在 第 2 章 里 学 习 的 这 些 技 术 会 为 研究 数论 带 来 便利 . 


4.2 #2 PRIMES 


如 果 一 个 正 整数 p 恰 好 只 有 两 个 因子 ， 即 1 和 p， 那 么 这 个 数 就 称 为 素数 
(prime) .在 这 一 章 的 剩余 部 分 ， 字 母 p 都 将 用 来 表示 素数 ， 即 使 我 们 

疫 有 这 样 明确 指出 按照 异 例 ，1 不 是 素数 ， 所 以 素数 序列 的 开始 部 分 
下 面 这 样 : 


明确 说 明了 P 指 的 是 什么 又 何妨 ? 
2, 3, 5,7, 11, 13, 17, 19, 23,29, 31, 37, 41,---. 
有 些 数 看 起 来 像 是 素数 ， 但 实际 上 并 不 是 ， 如 91 C=7x 13) 以 及 
161 (=7x23) .这些 数 ， 以 及 其 他 那些 有 非 平凡 因子 的 数 都 称 为 合 


A (composite) . 每 一 个 大 于 1 的 整数 要 么 是 素数 ， 要 么 是 合 数 ， 但 不 
会 既是 素数 又 是 合 数 . 


素数 特别 重要 ， 因 为 它们 是 所 有 正 整数 的 基本 构造 元 素 ， 任何 正 整数 
都 可 以 表示 成 素数 的 乘积 























m 
n = Pi- Pm = | | Pepi <--> S Pm- (4.10) 
k=l 


Wu 12=2x2x3, 11011=7x11x11x 13, 11111 =41 x271. (用 
[I 表示 乘积 类 似 于 用 三 表示 和 式 ， 习 题 2.25 对 此 做 出 了 解释 . 如 果 

m = 二 0， 我 们 就 认为 这 是 一 个 空 的 于 积 ， 根 据 定义 它 的 值 是 1， 那 就 是 

n=1HĦ (4.10) 表示 的 方式 . ) 这 样 的 因子 分 解 总 是 可 能 的 ， 因 为 如 果 
n > 1 不 是 素数 ， 那 么 它 就 有 一 个 因子 "1 ， 使 得 1< 7 <r, RRB 

a n 三 1n2， 而 (根据 归纳 法 ) 我 们 知道 Q 和 7m2 可 以 写成 素数 
A H, 


此 外 ， (4.10) 中 的 展开 式 还 是 唯一 的 : 仅 有 一 种 方式 将 按照 素数 非 
减 的 次 序 写 成 素数 的 乘积 . 这 个 命题 称 为 算术 基本 定理 (Fundamental 
Theorem of Arithmetic) ， 它 看 起 来 是 如 此 显然 ， 以 至 于 我 们 都 奇怪 为 
何 还 需要 对 它 加 以 证 明 . 怎么 可 能 有 两 组 不 同 的 素数 具有 相同 的 乘积 
We? 是 的 ， 古 不 可 能 ， 但 是 其 理由 并 不 是 “根据 系数 的 定义 ?就 下 接 可 以 
得 到 . PIG, ZEAE m+ nV 10 的 实数 组 成 的 集合 ， 这 里 冯 和 7 
是 整数 ， 任 何 两 个 这 样 的 数 的 乘积 仍然 有 同样 的 形状 ， 如 果 它 不 能 以 非 























平凡 的 方式 加 以 分 解 ， 我 们 就 称 这 样 的 数 是 “素数 ".。 数 6 有 两 种 表示 ， 
2x3=(4+V10)(4- V10) ， 而 习题 36 指 出 了 2，3， 4+ V10 和 4- vio 
全 都 是 这 个 系统 中 的 “素数”. 


这 样 一 来 ， 我 们 就 需要 严格 地 证 明 〈4.10) 是 唯一 的 Sn = 1 时 肯定 
只 有 一 种 可 能 性 ， 因 为 在 那 种 情形 下 这 个 乘积 必定 是 空 的 ， 所 以 我 们 假 
， > 1 ， 且 假设 所 有 较 小 数 的 因子 分 解 均 唯一 .假设 我 们 有 两 个 因子 
分 解 





n=p pn=d Gd, PLS pm AUS LH, 


其 中 诸 个 PP 和 4 全 都 是 素数 . 我 们 要 证 明 Pi =n. WEDA, BRAT AT 
BRP <n, CHB Pi 小 于 所 有 的 9. 由 于 Pi 和 和 是 素数 ， 它 们 的 最 
大 公 因 子 必定 是 1， 因 此 欧 几 里 得 的 自 证 明 算 法 给 出 整数 a Ab ETS 


apl +bq,=1, 于 是 


现在 Pi 整除 左边 的 两 项 ， 因 为 49 4 二 ， 因 此 Pi 整除 右边 和 2… 4 
这样 2 dk/P1 就 是 一 个 整数 ， Ak 有 一 个 素 因 子 分 解 式 ， Pi 
在 此 分 解 式 中 出 现 . (AE de <P, PLA 《根据 归纳 假设 ) 它 有 唯一 
We. Alb, Pi 要么 等 于 92 ， 要 么 等 于 ...， 要 人 么 等 于 4， 而 Pi 比 它们 
都 小 .这 个 矛盾 表明 ， 无 it 人 如何 pı 部 必须 等 于 41 .这 样 一 来 ， 我 们 就 
能 用 Pi RER n 的 分 解 式 的 两 边 ， 得 到 Pa Pm = ode <M, ECHL A 
Seen (根据 归纳 假设 ) ， 这 样 就 完成 了 唯一 性 的 证 
HH. 














唯一 的 是 分 解 式 ， 而 不 是 定理 . 


有 了 时候 将 算术 基本 定理 表述 成 为 一 种 形式 更 为 有 用 : 每 一 个 正 整数 都 能 
用 唯一 的 方式 写成 














= Tle” 每 个 n=O. 
(4.11) 


右边 是 无 穷 多 个 系数 的 乘积 ， 但 是 对 任何 一 个 具体 的 BR a 

数 之 外 ， 其 他 所 有 的 指数 都 是 零 〈 所 以 对 应 的 因子 是 1) . 这 样 一 来 ， 

SA ey ae ， 恰 如 有 许多 “无 限 ”* 和 式 因 其 绝 大 多 数 项 都 
零 而 实际 只 是 有 限 和 式 . 














IN (4.11) 唯一 地 表示 n ， 所 以 我 们 可 以 将 序列 \n2,73,75,…/ 看 成 是 正 
整数 的 数 系 (number system) . 例如 ，12 的 素 指数 表示 法 是 
(2,1,0,0,…) ， 而 18 的 素 指 数 表示 法 是 (1,2,0,0,…) .要 将 这 两 个 数 相 
乘 ， 我 们 就 直接 把 它们 的 又 指数 表示 相 加 .， 换 句 话说 ， 


k=mn ©  k,=m,+n,, SATA p. (4.12) 
IX 2 
m\n ©  m,Sn,, XA p. (4.13) 
而 且 由 此 立即 推出 
k=gced(mn) =  k,=min(m,.n,), TA p; (4.14) 
k=lem(mn) © — k, = max(m,.n,) , WTA p. (4.15) 


例如 ， 由 于 12 =22x3!，18= 21x32， 我 们 就 可 以 通过 对 它们 的 共同 
指数 取 最 小 值 和 最 大 值 来 得 到 它们 的 gcd 以 及 lcm : 


gcd(12. 18) = gmin(2,1) x 3min(1,2) = 9! 
) 


lem(12. 18) — pmax(2,1) x 3max(1,2) — J 


如 果 素 数 了 整除 一 个 乘积 mn ， 那 么 根据 唯一 分 解 定 理 ， 它 整除 m 或 者 
n ， 也 有 可 能 整除 它们 两 者 . 但 是 合 数 没有 这 个 性 质 ， 例 如 非 素 数 4 整 
除 60 = 6 x 10 ， 但 是 它 既 不 整除 6， 也 不 整除 10， 理 由 很 简单 : 在 分 解 
式 60=6x10= (2x3)(2x35) 中 ， 4 二 2 x 2 的 两 个 素 因 子 2 被 分 成 了 两 
部 分 ， 故 而 4 并 不 整除 其 中 任何 一 部 分 . 但 是 系数 是 不 可 分 和 裂 的 ， 所 以 
它 必 定 整 除 原始 因子 中 的 某 一 个 . 


“OL mpwror 

apiO pol rXefous 
€lo} TAVTÒS Tob 
mpoTebévros 
TAMBOV TpwTwy 


apiopav.” { 
[译文 : 存在 比 任何 给 定 的 素数 集合 中 更 多 的 素数 ，] 
一 一 欧 几 里 得 (99 



































43 ”素数 的 例子 PRIME EXAMPLES 


有 多 少 个 素数 ? RE. BRL, AAT. 很 久 以前， 欧 儿 里 得 就 在 
吉 论 。 假 设 仅 有 有 限 多 个 素数 ， 比 如 大 个 : 
2,3,9,… Pk. 然后， 欧 几 里 得 说 ， 我 们 应 该 考 虚数 


M=2x3x5x:--x Bh+1. 
这 下 个 素数 没有 一 个 能 整除 M ， 因 为 它们 都 整除 M-1. 于 是 必定 有 
另 一 个 素数 整除 M ， 或 许 M 本 和 喘 束 是 一 个 素数 . 这 都 与 我 们 假设 
23…… :大 是 仅 有 的 素数 矛盾 ， 所 以 确实 存在 无 务 多 个 素数 . 
欧 几 里 得 的 证 明 提 示 我 们 用 递归 式 


e 一 eleo.….e_ 1 十 1 nèl (4.16) 


定义 欧 几 里 得 数 ， 此 序列 前 面 的 一 些 数 是 

















ee 但 是 下 一 个 6 是 1807=13x139， 而 e6 = 3 263 443 又 
是 素数 ， 


e7 = 547 x 607 x 1 033 x 31 051: 
eg = 29 881 x 67 003 x 9 119 521 x 6 212 157 481. 


已 知 e，… ;el 是 合 数 ， 而 剩 下 的 en 有 可 能 也 是 合 数 . 然而 ， 欧 几 里 得 
DEAE LAN, haben, 


gcd(e€,,€n) = 1, msn. 


欧 几 里 得 算法 《〈 还 有 别 的 方法 吗 ? ) 只 用 短 短 的 三 步 就 告诉 我 们 这 一 结 
论 ， 因为 当 n >m 时 有 En mod Em = 1 , 


gcd{(em,en) = ged(1,e,) = gcd (0, 1) = 1. 


RE OR, WORT i æ Keb RAI CI 21) ， 则 素数 
1; 92,93)" 全 都 是 不 相同 的 . 这 是 一 个 无 穷 多 个 素数 的 序列 . 


现在 我 们 暂停 下 来 ， 用 第 1 章 的 观点 来 考虑 欧 几 里 得 数 . 我 们 能 否 将 en 
表示 成 封闭 形式 ?递归 式 (4.16) 可 以 通过 去 掉 三 点 省 略 号 来 加 以 简 
化 : 如 果 > 1 ， 我 们 束 有 





1 \ 2 
en = el … en-2en-1 + 1 = (en-1 一 ljen-1+l=e,, = Byte A: 


这 样 e 的 十 进 制 位 数 就 是 en 的 大 约 两 倍 ， 习 题 37 证 明了 ， 存 在 一 个 
mA EX 1.264, (EG 


on 1 
2 


而 习题 60 给 出 了 一 个 只 包含 系数 的 类 似 公式 : 
ple | (4.18) 


(对 某 个 常数 已 ) . 像 (4.17) 和 4.18)〉 这 样 的 等 式 不 能 真 的 被 看 成 
ERWE, AEA E A P je APERAR A AE En 和 Pn 计算 出 
来 的 .我们 并 不 知道 (或 者 有 可 能 知道 ) 有 独立 的 关系 能 把 它们 与 其 他 
有 数学 意义 的 常数 联系 在 一 起 . 


的 确 ， 没 有 人 知道 能 给 出 任意 大 的 素数 有 旦 只 给 出 素数 的 任何 有 用 的 公 

式 . 然而 ， 在 Chevron Geosciences 工 作 的 计算 机 科学 家 于 1984 年 取得 了 
一 项 了 不 起 的 数学 成 就 . 利用 David Slowinski 开 发 出 的 一 套 程 序 ， 他 们 
oe 的 Cray X-MP 超 级 计算 机 时 ， 发 现 了 到 那 时 为 止 最 大 的 素 











D216091 Ee f 





在 一 人 台 个 人 计算 机 上 只 需 几 坚 秒 就 能 算出 这 个 数 ， 因 为 现代 计算 机 按照 
二 进 制 计数 法 工作 ， 而 这 个 数 正 好 就 是 4 1 ， 它 的 全 部 216 091 位 
数字 都 是 “1”. 但 是 证 明 这 个 数 是 系数 要 困难 得 多 . 事实 上 ， 这 个 数 如 
此 巨大 ， 与 它 有 关 的 任何 计算 都 花费 了 大 量 的 时 间 . 例如 ， 即 便 是 一 个 
成 熟 的 算法 ， 要 在 一 台 个 人 计算 机 上 将 2” 一 1 转变 成 十 进 制 数 也 需 
要 几 分 钟 . 若 把 它 打印 出 来 ， 它 有 65 050 位 数字 ， 将 此 打印 件 作为 第 一 
类 邮件 寄 出 的 邮资 需要 78 美 分 . 
































到 你 看 到 这 里 的 时 候 ， 或 许 需 要 更 多 的 邮资 . 


附带 指出 ， 2>"” 一 1 是 在 解决 有 216 091 个 圆 盘 的 河内 塔 问 题 时 所 必需 
的 移动 次 数 ， 形 如 











27 一 ] 


的 数 〔( 按 本 章 的 一 贯 做 法 ，P 总 是 表示 素数 ) 称 为 梅森 数 (Mersenne 
number) ， 这 是 根据 马 林 : 梅 森 神父 的 名 字 命 名 的 ， 他 在 17 世 纪 就 研究 
过 它们 的 某 些 性 质 2691]， 在 1998 年 之 前 ， 已 知 


PE Be S Te Ba 174 We 31 61k 89 107. 1274 521s 6074 12794 2203; 
2281, 3217, 4253, 4423, 9689, 9941, 11213, 19937, 21701, 23 209, 
44 497, 86243, 110503, 132049, 216091, 756 839, 859433, 1257787, 
1 398 269 以 及 2 976 221 


都 分 别 对 应 于 梅森 素数 1. 


1 截至 2013 年 1 月 25 日 ， 已 知 有 48 个 梅森 素数 ， 除 正文 中 列 出 的 36 个 外 ， 第 37 一 48 个 梅森 素数 分 
别 对 应 于 p=3 021 377、6 972 593、13 466 917、20 996 011、24 036 583、25 964 951、30 402 
457、32 582 657、37 156 667、42 643 801、43 112 609、57 885 161. 但 是 ， 最 后 6 个 梅森 素数 
在 所 有 梅森 素数 序列 中 的 序号 是 否 准确 ， 其 间 有 没有 漏网 的 梅森 素数 存在 ? 目前 尚 无 定论 CS 
考 http:/en.wikipedia.org/wiki/Mersenne_prime) . 



































WR n 是 合 数 ， 则 数 2" 一 1 不 可 能 是 素数 ， 因 为 2™ 一 1 以 2" 一 1 作为 
= 





okm a (gm o 1) (2k71) 4 gm(k—2) Lf ee 1): 
但 是 当 P 是 素数 时 ， 2? 一 1 并 不 总 是 素数 ，2!1 — 1 = 2 047 = 23 x 89 





最 小 的 这 类 非 素数 . (梅森 明白 这 一 点 . ) 


大 数 的 分 解 和 系 性 检测 是 当今 的 热门 话题 。 截 至 1981 年 已 知 的 结果 汇总 
在 了 参考 文献 209 的 4.5.4 节 中 ， 许 多 新 的 结果 还 在 不 断 地 被 发 现 .参考 
a G 
法 ， 


在 过 去 五 百年 的 大 多 数 时 间 里 ， 已 知 的 最 大 素数 一 直 都 是 梅森 隶 数 ， 尽 
管 只 有 少数 几 个 梅森 素数 是 已 知 的 . 许多 人 试图 发 现 更 大 的 梅森 素数 ， 
但 是 很 困难 . 因此 ， 那 些 真 正 对 名 声 〈 而 不 是 对 财富 ) ME E 














界 纪录 大 全 》 一 书 中 占有 一 席 之 地 感 兴趣 的 人 ， 可 能 会 尝试 用 形 如 

2 天 十 1 的 数 取 而 代 之 〈 对 于 上 大 取 3 或 者 5 这 样 很 小 的 值 ) . 对 这 些 数 进行 
素性 检测 几乎 可 以 做 到 与 对 梅森 数 进行 素性 检测 一 样 快速 ， 参 考 文献 
[208] 的 习题 4.5.4-27 给 出 了 详细 介绍 . 


我 们 还 没有 完全 回答 原先 提出 的 有 多 少 个 素数 的 问题 ， 有 无 穷 多 个 ， 但 
是 某 些 无 限 集合 要 比 另外 一 些 无 限 集合 更 稠密 ”， 例 如 ， 正 整数 中 有 无 
穷 多 个 偶数 和 无 穷 多 个 完全 平方 数 ， 然 而 在 某 些 重要 观念 下 ， 侦 数 要 比 
完全 平方 数 多 ， 一 种 观念 是 观察 其 中 第 个 值 的 大 小 ， 第 个 偶数 的 值 
是 2n ， 而 第 n 个 完全 平方 数 是 a? ， 对 很 大 的 n，2n 要 比 避 小 得 多 ， 
第 个 偶数 出 现 的 要 比 第 个 完全 平方 数 早 得 多 ， 所 以 我 们 可 以 说 ， 偶 
数 比 完全 平方 数 多 很 多 .类 似 的 观念 是 观察 不 超过 z 的 数值 的 个 数 ， 有 
jz/ 引 个 偶数 和 LYV 引 个 完全 平方 数 不 超 过 z ， 对 很 大 的 z ，z/2 要 比 Ve 
大 得 多 ， 所 以 我 们 可 以 再 次 说 有 更 多 的 偶数 . 


很 奇怪 . 我 认为 偶 整 数 和 完全 平方 数 一 样 多 ， 因 为 它们 之 间 存 在 一 一 对 应 . 
在 这 两 种 观念 下 ， 关 于 素数 我 们 能 说 些 什 么 呢 ?” 事 实 表明 ， 第 n 个 素数 
Pr KA n 的 自然 对 数 的 n 倍 : 
P, ~ nlnn. 


(符号 “~” 可 以 读 成 渐 近 于 ， 它 表示 当 n 趋向 于 无 穷 时 ， 比 值 
Pn 了 hn 的 极限 是 1.，) 类似 地 ， 对 于 不 超过 z 的 素数 个 数 "(7) ， 我 们 
有 所 请 的 素数 定理 























证 明 这 两 个 事实 超出 了 本 书 的 范围 ， 虽 然 我 们 可 以 容易 指出 它们 中 的 每 
一 个 都 缠 涵 着 男 一 个 .第 9 章 将 讨论 函数 趋同 无 穷 的 速率 ， 那 时 我 们 将 
会 看 到 ， 作为 对 Pp 近似 的 函数 ， ninn 渐 近 地 介 于 2n 和 n? Ze): 
此 ， 素 数 的 个 数 要 比 偶数 的 个 数 少 ， 但 是 比 平 方 数 的 个 数 多 . 


这 些 仪 在 nn 或 7 一 œ 的 极限 状态 下 才 成 立 的 公式 可 以 用 更 精确 的 估计 
式 来 代替 . 例如 ，Rosser 和 Schoenfeldl3121 建 立 了 便于 使 用 的 界限 





] l 
ln z — <Inz— 5; T > 67: (4.19) 


3 ] ae 
n 区 n+InInn 一 5) <P,<n7 区 n+InIinn 一 5 , n= 20. (4.20) 


WO REAM TWEE — PS BEAL RE n CERAM KA GE l/m. pil 
如 观察 接近 10 "的 数 ， 我 们 大 致 需要 检查 其 中 的 16 In 10 = 36.8 个 数 才能 
发 现 一 个 素数 . (事实 表明 ， 在 10” 一 370 与 10” -1 之 间 恰 好 有 10 个 素 
) 而 素数 的 分 布 又 有 许多 不 规则 性 . 例如 ， 介 于 PP Pn + 2 FM 
Po Pa + Pari- lE (包含 这 两 个 数 ) 的 所 有 的 数 都 是 合 数 . 我 们 
See oe (twin primes) PA p+ 2 的 例子 (5 和 7， 11 和 








13， 19，29 和 31，...，9 999 999 999 999 641 和 9 999 999 999 999 
643, ...) > aes 是 否 存 在 无 穷 多 对 李 生 素数 . ( 见 Hardy 和 


ETN 831.4 以 及 82. 8] 


WHH S © 的 所 有 TT) 个 素数 的 一 个 简单 方法 是 构造 所 谓 的 埃 拉 托 斯 提 尼 
Win. 首先 写 下 从 2 直到 r 的 所 有 整数 . 然后 圈 出 2， 标 注 为 素数 ， 去 掉 
2 的 所 有 倍数 . 然后 重复 圈 出 未 加 圈 日 未 被 去 掉 的 最 小 数 ， 并 去 掉 它 的 
所 有 倍数 . 当 每 一 个 数 都 被 圈 或 者 被 去 掉 之 后 ， 圈 出 的 数 就 是 素数 . Bil 
如 ， 当 z=10 时 ， 我 们 写 下 2 到 10， 圈 出 2， 然 后 去 掉 它 的 倍数 4，6，8 
以 及 10. 下 一 个 3 是 最 小 的 未 加 圈 且 未 去 掉 的 数 ， 所 以 我 们 圈定 它 并 去 
掉 6 和 9. 现在 5 是 最 小 的 ， 所 以 我 们 圈定 它 并 去 掉 10. 最 后 圈定 7. belt 
的 数 就 是 2，3，5 和 7， 所 以 不 超过 10 有 710) = 4 个 素数 . 


4.4 阶乘 的 因子 “FACTORIAL FACTORS 
现在 来 讨论 菜 种 很 有 意思 的 高 度 复合 而 成 的 数 阶乘 的 因子 分 解 : 





n!l=1x2x:.….xn =| [k , ZA noO 
= (4.21) 








RIRAN ARAE nR AN EE ERAKAR, 也 ae 


(n 一 2x12 部 分 证 昌 的 组 合 分 析 就 
PE TENURES. 经 常 使 用 我 在 大 部 分 证 明 中 所 做 的 组 合 分 析 就 


gue x 的 乘积 的 约定 ， 这 就 定义 了 0! 是 1， 从 而 对 每 个 正 整 数 
n 有 = (nn 一 了 Jn .这 是 nn 个 不 同 物体 的 排列 的 个 数 . 就 是 说 ， 它 是 将 
n 件 物品 排 成 一 行 的 方法 数 : 对 第 一 件 物 品 有 nn 种 选择 ， 对 第 一 件 物品 
的 每 一 种 选择 ， 对 第 二 件 物品 都 有 一 1 种 选择 ， 对 这 7(n 一 1 种 选择 
的 每 一 选择 ， 对 第 三 作物 名 部 有 n 一 2 种 选择 ， 如 此 等 等 ， 总 共 给 出 
nn 一 (nn 一 2)…( 了 种 排列 方式 .下 面 是 阶乘 函数 的 前 几 个 数值 . 


n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
n! 1 1 2 6 24 120 720 5040 40320 362880 3628800 


AVE EE RARE EA H, 比如 前 6 个 数 的 阶乘 值 ， 以 及 10! 大 


约 等 于 了 个 百 万 加 上 零头 ， 另 一 个 有 意思 的 事实 是 ， 当 对 > 25h, n 
中 的 数字 的 个 数 超过 . 


利用 第 1 章 的 高 斯 技巧 ， 我 们 可 以 证 明 nt 非常 大 : 











加 -Qix2x nD) = [Jaata 


， l 9 
k(n at ie ] k) < —(n T j S 


我 人 有 有” 4" ， 由 于 二 次 多 项 式 


9 l | 
k(n +1—k) = —-(n4+1)°- (4 一 二 十 D 
i 2 / 在 k=1 以 及 k=n 时 取 到 最 小 





1 
5 


t, megt” t) paak. FE 





这 个 关系 式 告诉 我 们 ， 阶 乘 函 数 以 指数 方式 增长 ! ! 


对 于 很 大 的 nw， 为 了 更 加 精确 地 近似 n! ， 我 们 可 以 利用 斯 特 林 公 式 
(我 们 将 在 第 9 章 里 推导 出 它 ) : 


m—{(n\* l 
n! ~ v2nn (=) R (4.23) 
e 


一 个 更 加 精密 的 近似 会 告诉 我 们 渐 近 相对 误差 : 斯 特 林 公 式 与 n! 的 相 
对 误差 大 概 是 1/(12n) .即便 是 对 比较 小 的 n ， 这 个 更 加 精确 的 估计 也 
是 非常 好 的 了 . 例如 ， 斯 特 林 近似 (4.23) 在 n= 10 时 得 出 的 值 接近 3 
598 696， 而 这 给 出 的 相对 误差 是 大 约 0.334% ~ 1/120 ， 它 非常 之 小 . 渐 
近 分 析 是 个 好 东西 . 


让 我 们 回 到 素数 .对 任何 给 定 的 素数 了 P， 我 们 希望 确定 能 整除 n! 的 了 
的 最 大 具 ， 也 就 是 说 ， 我 们 要 求 了 在 nl 的 唯一 分 解 式 中 的 指数 . 我 们 
用 Pn) 来 记 这 个 数 ， 从 小 的 情形 了 =2 和 n= 10 开始 研究 ，10! 是 10 个 
数 的 乘积 ， (100 可 以 通过 将 这 10 个 数 对 2 的 究 的 贡献 (也 就 是 被 2 整 
BR) 求 和 来 得 到 ， 这 一 计算 对 应 于 对 如 下 阵列 中 各 个 列 的 求 和 : 











123456789 10 249 i 
被 2 整除 5= |10/2| 
被 4 整除 2= |10/4| 
被 8 整除 1= |10/8| 
284 AR 6102010301 8 


( 按 列 求 的 和 有 时 称 为 直 尺 函数 (ruler function) PlK) ， 因 为 它们 与 


TT 类 似 ， 直 尺 标 记 了 一 英寸 的 线 长 .〉 这 10 个 和 式 的 和 
是 8， 从 而 2 整除 10! ， 而 2 不 整除 它 . 


一 把 威力 强大 的 尺 . 








还 有 另外 一 种 方法 : 我 们 可 以 对 每 一 行 的 贡献 求 和 . 第 一 行 记录 了 对 2 
的 守 的 贡献 ， 这 样 的 贡献 有 Lo/ 2 = 9 4S. 第 第 二 二 行 记录 了 对 2 的 增加 一 次 
me A DUR IK 10/4] = 2 4. 而 第 三 行 记录 了 对 2 的 再 增加 一 Re HYDE 
MR, aa 这 些 就 计 入 了 所 有 的 页 献 ， 所 以 我 们 有 


(10!) =54+241= 
对 一 般 的 n ， 这 个 方法 给 出 
ae- [3] i lyla 


这 个 和 式 实 际 上 是 有 限 的 ， 因 为 当 关 > 时 求 和 项 都 是 因此 它 只 有 
Lg 个 非 零 的 项 ， 而 这 是 相当 容易 计算 的 . De oe 


eo (100!) = 50+ 254+ 12+6+3+4+1=97. 
AE — TAB IE UE Bl TA ABER. 这 对 所 有 都 是 正确 的 ， 因 为 作为 


(3.11) 的 一 个 特例 ， 我 们 有 |z/2 ”| = [1m2 /2|]， 当 我 们 用 二 进 制 
写 出 这 些 数 时 ， 就 特别 容易 看 出 其 中 的 端倪 : 














100 = (1100100), 


100 


[100/2| = (110010) = 50 
[100/4| = (11001) = 25 
|100/8| = (1100), = 12 
| 100/16] = (110),= 6 
[100/32] = (ll = 3 
| 100/64] = (igs 1 





BATA A BARA ASE OR TL. 
二 进 制 表示 也 指出 了 怎样 推导 出 男 外 的 公式 


esa(n!) = n — (n), (4.24) 


Hp vln) È n 的 三 进 制 表示 中 1 的 个 数 . 这 个 简化 有 效 ， Pe a n 的 
值 贡献 2" 的 每 一 个 1， 都 对 ln!) 贡献 Q™ 1 4+ 22 4+... _om_] 


将 我 们 的 发 现 推 广 到 任意 的 素数 了 >， 根据 与 前 面 同样 的 推理 ， 我 们 就 有 


l n n n Ss ' 
ue Gg emma se | | ny] Ber ee =|, (4.25 
p\n:) H H H 2 A (A) 


Bae KE! 从 求 和 项 中 直接 去 挥 底 ， 然 后 对 无 穷 儿 何 级 数 求 和 ， 
我 们 得 到 二 个 简单 的 (然而 很 好 的 ) EF: 








对 了 = 二 2 和 n= 100 ， 这 个 不 等 式 给 出 97<100. 因此 上 界 100 不 仅仅 是 正 
确 的 ， 而 且 与 真 值 97 接 近 . ZKE, Alf n—v(n)—-hean, AAV 
ha, vln) < lgn| 要 比 n 小 得 多 . 


X p=2 M3, ARA HET co(n!)~n Ble Eln!) ~ n/2, PLA, ln!) 
BERERE Nn!) 的 一 半 恰 好 一 样 大 ， 这 看 起 来 是 sh, 例如 ， 当 

n 一 6 以 及 1 一 7 时， 这 种 情况 就 会 发 生 ， 因 为 外 = 2 x 39 T/T, 

但 是 ， 还 没有 人 能 证 明 这 样 的 巧合 会 有 友 生 无 穷 多 次 . 


p(n!) 的 界 反 过 来 会 给 出 一 个 关于 P 的 界 ( 这 里 PP? FE PE nl HUTT 
献 ) : 


Ep(nt) — .n/(p—1) 
P d = P A š 


注意 了 < 2?" ， 我 们 可 以 简化 这 个 公式 〈 这 要 冒 着 大 大 放宽 上 界 的 风 
险 ) ， 从 而 PY? < (2PM) = 2" 换 名 话说， 任何 素数 对 如 的 贡 
献 都 小 于 2 . 








利用 这 个 事实 ， 我 们 可 以 得 出 有 无 家 了 多 个 系数 的 另 一 个 证 明 . 因为 如 果 
只 有 上 个 素数 2,3,… , Pe ， 那 么 对 所 有 n > 1 就 会 有 mL < (2) = 2”， 
因为 每 一 个 素数 至 多 贡献 一 个 因子 2" - 1 .但 是 ， 选 取 足 够 大 的 n， 
方 说 n= 2*， 就 很 容易 与 不 等 式 n! < 2” 产生 矛盾 ， 这 样 就 有 





ni< gnk D22 大 — n”. 
这 与 我 们 在 (4.22) PRAPER n >n FE. Ke, PREES 
多 个 素数 . 


我 们 甚至 能 对 这 一 论证 方法 予以 加 强 ， 从 而 得 到 Tn) 的 一 个 粗略 的 
Fo TN) 表示 不 超过 nn 的 素数 个 数 . 每 一 个 这 样 的 素数 都 对 n! 页 献 一 
个 小 于 2” 的 因子 ， 所 以 ， 与 前 相同 有 


ni< gnx(n) 


如 果 在 这 里 用 斯 特 林 近 似 〈4.23) 〈 它 是 一 个 下 界 ) 代替 中， 并 取 对 
数 ， 我 们 就 得 到 


nn(n) > nig(n/e) + sie (277), 


从 而 


T(n) > lg(n/e). 


与 实际 的 值 7(") ~ n/ Inn Aet, AE SRS, BS n RK 
时 ， log 3E n/loxn 小 得 多 . 但是， 我们 并 不 需要 很 辛苦 就 得 到 了 这 
个 结果 ， 这 不 过 就 是 一 个 界 而 已 





45 HA RELATIVE PRIMALITY 


4 gcd(m,n)=1 if, tm Mn 没有 公共 的 素 因 子 ， 我 们 就 称 它们 是 
FAM (relatively prime) . 


这 个 概念 在 实践 中 很 重要 ， 我 们 应 该 给 它 一 个 特别 的 记号 . (Aa, WY, 

数论 学 家 们 还 未 就 一 个 很 好 的 记号 达成 一 致 . 于 是 ， 我 们 呼喊 : 世界 上 
的 数学 家 们 ， 听 上 听 我 们 的 ! 我 们 不 再 等 了 ! 我 们 现在 就 用 一 个 新 的 记 

号 ， 让 许多 公式 变 得 清晰 起 来 ! Wm An 互 素 ， 我 们 就 写成 “mLn 

”， 并 说 “m 与 n BR”. 换言之 ， 我 们 宣布 


就 像 互 相 垂 直 的 线 没 有 共同 方向 一 样 ， 互 相 垂 直 的 数 没 有 共同 的 因子 . 














min © m,n 是 整数 ，HL gcd(m,n)=1. (4.26) 
一 个 分 数 m/n ERSA, AEN mln. 由 于 我 们 是 通过 消去 分 了 
和 分 母 的 最 大 公 因 子 来 将 它 化 为 最 简 分 数 的 ， 因 而 一 般 来 说 ， 我 们 推测 
有 
m/ gcd(m,n) lin/ gcd(m,n), (4.27) 


而 这 的 确 为 真 . 它 可 以 从 一 个 更 加 一 般 的 规则 gcd(km, kn) = k ged(m,n) 
推导 出 来 ， 这 个 规则 的 证 明 在 习题 14 中 . 


当 我 们 处 理 数 的 系 指 数 表示 时 ， 根 据 最 大 公 因 子 的 规则 (4.14) , RA 
上 有 一 个 简单 的 说 明 : 


min © min(m,,n,)=0， 对 所 有 p. (4.28) 





此 外 ， 由 于 Mp 和" 是非 负 的 ， 我们 可 以 将 它 改写 成 
minem,n,=0, XHA p. (4.29) 
与 正 交 向 量 相似 ， 点 积 为 零 . 


现在 我 们 能 证 明 一 个 重要 的 法 则 ， 利 用 它 我 们 可 以 将 两 个 具有 相同 左边 
量 的 上 关系 进行 分 拆 或 者 组 合 : 





kKilmHklna@ktmn. (4.30) 


ZF (4.29) ， 这 个 规则 是 下 面 命 题 的 另 一 种 说 法 : 当 Mp Ap 非 负 
时 ， kpmp =0 H kpnp = 0 4AM Kp (My 十 Np) =i): 


有 一 种 非常 好 的 方法 来 构造 由 满足 min 的 全 部 非 负 的 分 数 m7 组 成 的 
合 ， 它 称 为 Stern-Brocot 树 ， 它 是 由 德国 数学 家 Moritz Sternt339 和 一 
位 法 国 钟表 匠 Achille Brocot[40 分 别 独立 发 现 的 ， 其 思想 是 从 两 个 分 数 








i 
Coe E 
当 其 他 人 都 绝对 会 说 “发 明了 ”的 时 候 ， 有 意思 的 是 ， 数 学 家 怎么 会 说 “发 现 了 ”. 


























f / 
71 m m + mn 


在 两 个 相 邻接 的 分 数 ”和 产 之 间 插 入 nen. 
新 的 分 数 (mF m)/( mB m/n Aa m/n 的 中 位 分 数 Cmediant) . 
i 
例如 ， 第 一 步 给 出 介 于 1 和 0 之 间 的 一 个 新 的 值 





O11 
1] 1 0 
下 一 步 又 多 给 出 两 个 值 : 
01121 
Po a 0 
接 下 来 又 多 给 出 四 个 值 
Us es yas ex es 
se 3 1 .9 1 4 0 





再 下 来 得 到 8 个 、16 个 新 的 值 等 ,这 些 分 数 的 阵列 可 以 看 成 是 一 樟 无 限 
的 二 叉 树 构造 ， 它 的 顶端 部 分 看 起 来 是 : 


“在 最 简 分 数 形式 下 >”， 我 猪 想 1/ 0 是 无 穷 大 . 





每 一 个 分 数 都 是 n+mw ， 其 中 n 是 位 于 左上 方 且 离 它 最 近 的 祖先 ， 而 
w 则 是 右上 方 离 它 最 近 的 祖先 ，[ 称 为 祖先 (ancestor) 的 分 数 是 沿 着 
分 又 癌 上 可 达 的 . | 许多 模式 都 可 以 在 这 样 的 树 中 观察 到 . 


为 什么 这 种 构造 能 起 作用 ? 例如 ， 为 什么 每 一 个 出 现在 这 株 树 中 的 中 位 
分 数 (m +m) /(n+ 0) 都 被 证 实 是 最 简 分 数 ? Rm, m, nMn 
全 都 是 奇数 ， 我 们 束 会 得 到 侦 数 /偶数 ， 这 种 构造 以 某 种 方式 保证 了 分 
子 和 分 母 都 为 奇数 的 分 数 永远 不 会 相 邻 地 出 现 . ) 又 为 什么 所 有 可 能 的 
分 数 "Wn 都 恰好 只 出 现 一 次 ? 为 什么 一 个 特殊 的 分 数 不 能 出 现 两 次 ， 
或 者 根本 就 不 出 现 呢 ? 


保护 拙劣 的 模仿 . 











所 有 这 些 问题 都 有 出 人 意外 的 简单 答案 ， 它 们 都 基于 : 如果 m/n A 
/是 这 个 构造 中 任何 一 个 阶段 的 相 邻 分 数 ， 我 们 就 有 





m'n 一 77270 = 1. (4.31) 


这 个 关系 式 开始 时 是 正确 的 (1x 1 一 0x 0= 0) ， 当 插入 一 个 新 的 中 位 分 
数 ( 允 十 mJ/(n+n) 时 ， 需 要 检验 的 新 情形 是 
(m+m’)n—m(n+n’') =1:; 


ty I / Ny 
7 人 7 刀 十 也 一 人 7 有 十 7 jn = l. 


(4.31) 在 这 一 构造 的 任何 阶段 都 是 不 变 的 . 


这 两 个 等 式 都 等 价 于 它们 所 蔡 代 的 原始 条 件 〈4.31) . 这 样 一 来 ， 
此 外 ， 如 果 mjn < 


m/n < 


m/n 且 所 有 的 值 都 是 非 负 的 ， 容 易 验 证 


f IN sf /\ fy / 
(m+m)/{(ntn)<mi/n 





一 个 中 位 分 数 并 不 处 在 它 原先 两 个 值 的 正中 间 ， 但 它 的 确 位 于 它们 之 间 
的 茶 个 地 方 . 于 是 这 一 构造 保持 分 数 的 次 序 ， 且 在 两 个 不 同 的 位 置 上 我 
们 不 可 能 得 到 同样 的 分 数 . 








真 的 ， 不 过 如 果 你 得 了 创 性 骨折 Cfracture) ， 最 好 去 看 医生 











仍然 存在 一 个 问题 . 任何 满足 oj 的 正 的 分 数 "都 可 能 被 遗漏 吗 ? 答 
案 是 否定 的 ， 因 为 我 们 可 将 这 一 构造 局 限于 与 "%/"” 紧邻 的 分 数 ， 而 在 这 
个 范围 内 其 性 状 容易 加 以 分 析 . 一 开始 我 们 有 


0 


_/ay .1 m’ 
n 1 G SD ni 
a 
b 
我 们 有 


这 里 为 六 加 上 括号 用 以 指出 它 实 际 上 还 不 存在 . 这 样 ， 如 果 在 茶 个 阶段 














n “a (5) i 
MAKAME (M +m’) /(n +n’) 
(m + m')/(n+ n’) = ajb 
USmem++m, 


则 我 们 得 到 了 ; 





(m+m’)/(n+n') <a/b , 则 可 
nent n’ (m F. m')/(n TF n’) > a/b ; 则 可 JES 
me m+m ，wW -n+w ， 这 个 过 程 不 可 能 无 限制 进行 下 去 ， 因 为 条 
TF 
a mg m å a. à 
b n 和 mw b 
Zi YR 


an — bm > 1 Ji bm’ — an’ > 1 


’ 


从 而 


/ / INi \ | ih eee J AYN / / 
(m +n \(an— bm) + (m+ n)(bm — an) 2 m +n +m+n, 


而 根据 (4.31) , x5at+bèz m+n +m+n 是 一 样 的 . 无 论 是 不 n 
，m'， 或 者 是 mn ， 它 们 在 每 一 步 都 会 增加 ， 所 以 在 至 多 a +b 步 之 后 
我 们 一 定 会 得 到 a/b, 


阶 为 N 的 法 里 级 数 (Farey serires) 记 为 了 vy ， 它 是 介 于 0 和 1 之 间 的 分 
母 不 超过 N 的 所 有 最 简 分 数组 成 的 集合 ， 且 按照 递增 的 次 序 排列 . 例 
如 ， 如 果 N =6 ， 我 们 就 有 


0 1 

在 一 般 的 情形 ， 我 们 可 以 从 ”! “了 了 出 发 ， 然 后 尽 可 能 插入 中 位 分 数 
(只 要 得 到 的 分 母 还 不 太 大 ) ， 这 样 就 能 得 到 Fy .用 这 种 方法 不 会 汤 
掉 任 何 一 个 分 数 ， 因 为 我 们 知道 Stern-Brocot 构 造 不 会 泼 掉 任何 一 个 分 
数 ， 还 因为 分 母 < NN 的 中 位 分 数 永远 不 可 能 由 分 母 > N 的 分 数 形成 . 
CRATE, Fy 定义 了 Stern-Brocot 树 的 一 棵 子 树 (subtree) ， 它 是 通 
过 去 除 不想 要 的 分 支 而 得 到 的 ，) 由 此 推出 ， 只 要 m/n 和 wm/n 是 一 个 
法 里 级 数 中 相 邻 元 素 ， 就 有 mm — mn’ — 1. 


这 一 构造 方法 揭示 出 Fy 可 以 用 一 种 简单 的 方法 从 Fe 得 到 ， 直接 在 
人 六 -中 分 母 之 和 等 于 N 的 相 邻 分 数 m/” 和 w/w 之 间 插入 分 数 


(m+m/)/N ， 例 如， 根据 所 说 的 规则 插入 元 7 T, RAMA Fe tI 
素 得 到 万 : 





小 
ar 


当 N 是 素数 时 ， 将 会 出 现 — 1 个 新 的 分 数 ， 否 则 将 会 有 少 于 N - 1 个 


新 的 分 数 ， 因 为 这 个 过 程 只 产生 与 N 互 素 的 分 子 


我 们 早 就 在 〈4.5) 中 证 明了 《以 不 同 的 语言 ) 只 要 mln 且 0<m<n 
， 就 能 找到 整数 Ab, TELE 


ma—nb= 1. (4.32) 


《实际 二 我 们 说 过 m'm + n'n = gcd(m,n)， 但 是 我 们 可 以 取 1 作 为 
gcd(m,n)， 取 a 作为 m’， 作为 <n’. ) 法 里 级 数 就 对 (4.32) 给 出 
了 另外 个 证 明 ， 人 "fa 是 五 中 位 于 mn 之 前 的 那个 分 
Bl. 这样 (4.5) 正好 又 是 (4.31) ， 例如， 3a -7b 二 1 的 一 个 解 是 


a 二 53,6 二 2， 这 是 由 于 在 中 5 在 7 7 的 前 面 . 这 个 构造 不 意味 着 ， 如 果 











O<m<n, 我们 总 可 以 求 得 (432) 的 满足 0 < b < a <n 的 一 个 解 . 类 
似 地 ， 如 果 0 < nom H. mLn s ABW 4, a} b 是 是 Fm 中 跟 在 my m 后 面 的 那 
个 分 数 ， 我 们 就 能 对 0< ab& 普 求解 (4.32) . 


法 里 级 数 中 三 个 相 邻 项 组 成 的 序列 有 一 个 迷人 的 性 质 ， 这 在 习题 61 中 给 
出 了 证 明 . 不 过 我 们 最 好 不 要 再 进一步 对 法 里 级 数 进行 讨论 了 ， 因 为 整 
个 Stern-Brocot 树 已 被 证 明 更 有 意义 . 


法 里 己 经 谈论 得 够 多 了 . 


事实 上 ， 我 们 可 以 把 Stern-Brocot 树 看 成 一 个 表示 有 理 数 的 数 系 
(number system) ， 因 为 每 一 个 正 的 最 简 分 数 都 恰好 出 现 一 次 . 我 们 用 
字母 L 和 表示 从 这 棵 树 的 树 根 走 到 一 个 特定 分 数 时 则 左下 方 或 者 石 
下 方 的 分 文 前 进 ， 这 样 一 oe LAIR aE 确定 了 树 中 的 一 个 位 置 . 例 


3 
如 ， Lite, 表示 我 们 从 向 左下 走 到 了 BAETIS NAATA 


， 再 向 左下 到 7 . 我们 可 以 认为 LRRL 就 是 7 的 一 个 表示 . 按照 这 种 方 
法 ， 每 一 个 正 的 分 数 都 表示 成 了 唯一 的 一 串 L MR. 


1 
不 过 ， 实 际 上 还 有 一 点 问题 : 分 数 1 与 空 的 empty) 字符 串 相 对 应 ， 
对 此 我 们 需要 一 个 记号 . 我 们 将 它 记 为 1， 因 为 它 看 起 来 有 点 像 1 并 且 
NRE LTC”. 


这 种 表示 上 自然 引出 两 个 问题 ，(1) AEE min 的 正 整 数 m 和 n， 

与 Wn 对 应 的 由 L 和 RR 组 成 的 字符 串 是 什么 ? (2) 给 定 一 个 由 LI 和 
组 成 的 字符 串 ， 与 它 对 应 的 分 数 是 什么 ”问题 (2) 似乎 更 容易 一 些 ， 
所 以 我 们 先 来 解决 它 . 4S 是 由 LL 和 组 成 的 一 个 字符 串 时 ， 我 们 定 
X 








FS) = 与 5 对 应 的 分 数 ， 


pain, [ORD = 

根据 这 一 构造 ， 如 果 m/n m/n 是 在 这 棵 树 的 上 面 一 层 中 位 于 f(S) 

的 前 面 以 及 后 面 且 与 之 最 接近 的 分 数 ， 就 有 f(5) = (rm +m) /(n +n’) , 

一 开始 有 "Wn = 0/14 m/n =1/0 ， 接 下 来 ， 当 在 这 棵 树 中 向 右 或 者 向 
左 移动 时 ， 我 们 就 相继 用 中 位 分 数 (m+ mn!) /( +n) A ARB m/n 或 者 


m 172 











我 们 如 何 才能 在 易于 处 理 的 数学 公式 中 捕获 这 一 性 状 呢 ? 稍 做 试验 就 表 
明 ， 最 好 的 方法 是 建立 一 个 2 x 2 矩阵 


esr n n 
M(S) = ro iP 
157 @ m ) 


它 拥 有 包含 在 /(5) KARDA m/n 和 m/w eh a A a, 我 们 
可 以 像 分 数 那样 把 诸 m 放 在 上 方 ， 而 把 诸 n 放 在 下 方 ， 不 过 这 种 上 下 
题 倒 的 放置 方法 更 为 行 之 有 效 ， 因 为 当 这 一 过 程 开 始 时 我 们 有 





1 0 1 0 
aE a 1) piesa 
癌 左 一 步 用 mn ton! RB n, WH m+ om’ RË m, Mit 
M(SL) = (7 % “4 a = 区 p D = MiS) f Ji 
(这 是 关于 2 x2 和 矩阵 乘法 的 一 般 规 则 
c d)\y z cwt+dy cr 二 dz 
的 一 个 特例 . ) 类 似 地 ， 已 经 证 明 有 
M(SR) = b A 7 H = M(S) (| HE 
如 果 你 对 矩阵 一 头 雾 水 ， 不 用 担心 ， 这 本 书 仅 在 这 里 用 到 它们 ， 


这 样 一 来 ， 如 果 我 们 把 工 和 玉 定 义 成 2x2 和 矩阵 




















i 1 0 
bale ea) (4.33) 


对 5 的 长 度 用 归纳 法 ， 我 们 得 到 简单 的 公式 MM(S) = 3 .这 不 是 很 漂亮 
的 结果 吗 ? (字母 L 和 RR 有 双重 作用 ， 既 作为 滤 阵 义 作 为 字符 串 表 示 
中 的 字母 .) 例如 ， 


| CT ST. YY 2 4) 41 i 
sad ret alee all os (0 | € € ') G r) ~ 6 3 G a) g 


2 3 
包含 “7 了 的 祖先 分 数 是 3 和 4， 这 个 结构 就 给 出 了 问题 (2) 的 





| n n m +m’ l 
5 = = 本 d ay 
1(5)= ie y n +n’ ee) 


那么 问题 (1) 呢 ?既然 我 们 弄 明 白 了 树 的 结 点 与 2 = 2 矩阵 之 间 的 联 
系 ， 那 这 个 问题 就 容易 了 . 2 对 正 整数 ， mAln, min, Faye 
通过 “二 又 搜索 ” 求 出 TW/ 在 Stern-Brocot 树 中 的 位 置 : 


S T: 

while m/n 和 f(S) do 
if m/n < f(S) then (output(L); S := SL) 
else(output( R): S := SR) 


XE T AERE LM ZA 


还 有 男 一 种 方法 来 做 同样 的 事 ， 那 就 是 改变 m 和 nn ， 而 不 是 保持 状态 5 
.如果 S 是 任意 一 个 2 x 2 矩阵 ， 我 们 就 有 


f(RS) = f(S) +1, 
因为 Rs5 像 5s， 只 是 将 上 面 一 行 加 到 了 下 面 一 行 上 . 我 们 仔细 观察 
Č: 


E n nN = n n’ l 

a= ( a p e e +n 7m 十 2 
Mitt f(S) =(m+m! ), (n+ n’ JA f( RS) (m+n)+(m‘+n’)) [An +n’) 
OY 如 果 我 们 对 满足 中 > n AIN Bs RRE, A 


HÆR, TÆ, Ea m—n)/n 而 非 mn 开始， 那么 该 算法 接 
下 来 的 性 状 将 是 使 1(5) 恰好 大 1， 类 似 的 性 质 对 L 也 成 立 ， 且 我 们 有 








= = fH} = a = FiO), m >n: 
n =f (LS) > aoa = fS), m<n. 
这 就 意味 着 我 们 可 以 将 二 又 搜索 算法 转换 成 如 下 不 用 和 矩阵 的 程序 : 
while m £n do 
ifm<n then (output( L); n := n — m) 
else (output( R); m := m — n) 


Pl, AE maT, WFR EEE, RTA 
m = 553 1 1 
a s T a2 al 


输出 LRBRL. 


无 理 数 不 出 现在 Stern-Brocot 树 中 ， 但 是 所 有 与 它们 “接近 的 ”的 有 理 数 都 
在 其 中 例如， 如 有 我 们 符 试 对 数 。= 2.718 28… TAN REMAP mn 用 
二 又 搜索 算法 ， 就 会 得 到 一 个 由 二 和 已 组 成 的 无 限 字符 串 ， 其 开始 沁 


日 
分 是 





RRLRRLALLLLRLRRRRRRLRLLLLLLLLALR:--- 


我 们 可 以 把 这 个 无 穷 字符 串 看 成 是 e 在 Stern-Brocot 数 系 中 的 表示 ， 正 如 
将 e 表 示 成 无 限 十 进 制 小 数 2.718 281 828 459…: ， 或 者 无 限 二 进 制 分 数 
(10.101 101 111 110.…)2 一 样 . 附带 指出 ，e 在 Stern-Brocot 数 系 中 的 表示 
其 实 是 很 有 规则 的 : 


在 1904 年 于 海德 堡 举 行 的 国际 数学 家 大 会 上 ， 赫 尔 曼 :闵可夫 斯 基 讲 述 了 这 种 非 同 寻常 的 
二 进 制 表示 . 


























e = REY RLA? LRI RLA®LREERLR® LAL“ RL --- : 
这 等 价 于 欧 拉 H05 在 24 岁 时 所 发 现 的 结果 的 一 个 特例 . 
由 这 个 表示 我 们 可 以 推出 ， 诸 分 数 


1 2 3) 2 tt 19 30 49 68 87 106 193 299 492 685 878 


rros 7 W ie’ 3° 32’ 39° nan ino’ Tei’ 252’ 323° 
是 对 数 。 的 最 简单 的 有 理 上 界 和 下 界 近 似 ， 因 为 如 果 m/n 不 出 现在 这 张 
表 中 ， 那 么 这 张 表 中 某 个 分 子 < m 而 分 母 <" 的 分 数 就 介 于 M/N Fi 
之 间 . 例如 ， 节 作为 e 的 近似 不 像 了 2714… 壮 祥 人 简单 ， 后 者 出 现在 
这 张 表 中 且 更 接近 于 e . 我 们 能 了 解 这 点 ， 是 因为 Stern-Brocot 树 不 仅 能 
按 次 序 包含 所 有 的 有 理 数 ， 而 且 还 因为 所 有 具有 小 分 子 和 小 分 母 的 分 数 
出 现在 所 有 不 那么 简单 的 分 数 上 方 . 例如 ，10 “小 于 


T RRG. 后 者 小 于 e = RRLRRLR.…， 用 这 种 方式 可 以 做 到 极 


好 的 近似 . plin gzs ~ 2718 266 = 0.999 994e ;是 根据 的 Sterm 
Brocot 表 示 中 的 前 16 个 字母 得 到 的 分 数 ， 其 准确 度 大 约 与 。 的 二 进 制 表 
示 法 的 16 位 所 能 得 到 的 准确 度 相当 . 


ee 二 又 搜索 程序 做 些 简 单 修改 ， 我 们 就 可 以 求 得 无 理 数 a 的 
限 


if a <1 then(output(L):a@ := a/(1—a)) 


else(output(R):a:= a — 1) 


《这些 步骤 要 重复 无 限 多 次 ， 或 者 重复 到 我 们 厌倦 为 止 ， ) WR a 是 一 
个 有 理 数 ， 用 这 种 方式 得 到 的 无 限 表示 与 我 们 以 前 得 到 的 相同 ， 不 过 在 
a 的 (有 限 ) 表示 的 右边 要 附加 上 RL. Flan a=1， 我 们 就 得 到 


RLLL…， 它 对 应 于 无 限 分 数 序 列 1 1 yar i eee 
WREE LARKO, {E REKI, 这 种 情形 恰好 与 通常 的 二 进 制 记号 

正如 [0..1) 中 的 每 个 实数 z 都 有 一 个 结尾 不 全 是 1 的 无 限 二 
(.b1b2b3… )2 一 样 ， [0.. me) 中 的 每 一 个 实数 a 都 有 一 个 结尾 不 全 是 R 的 无 
限 Stern-Brocot 表 示 B15253…… . 这样 一 来 ， 如 果 我 们 令 0 司 工 以 及 








1 R, WBA PE (0-1) 5 (0..00) 之 间 就 有 了 一 个 保 序 的 一 一 对 应 . 


在 欧 几 里 得 算法 和 有 理 数 的 Stern-Brocot 表 示 之 间 有 一 种 密切 的 联系 ， 给 
定 4 二 =m/n， 我 们 得 到 Lm/7n| 个 R， 然 后 得 到 [n/m mod mo 个 元 ， 接 
着 得 到 Lm mod n)/(n mod (m mod n))| 个 RR， 如 此 一 直下 去 . m modn 
、 nmod (m mod n)、,.. 这些 数 正好 就 是 区 几 里 得 算法 中 所 检验 的 那些 
值 . (最 后 需要 说 句 多 余 的 话 : 要 确信 没有 无 穷 多 个 R . ) 我 们 将 在 第 
6 章 里 进一步 探讨 这 个 关系 . 








4.6 mod: 同 余 关系 ‘MOD’: THE 
CONGRUENCE RELATION 
模 算术 是 数论 提供 的 一 种 主要 工具 ， 我 们 在 第 3 章 利 用 二 元 运算 mod 时 


见 过 ， 它 通常 是 表达 式 中 的 一 种 运算 . 在 这 一 章 里 ， 我 们 也 将 把 mod 运 
用 到 整个 方程 上 ， 为 此 ， 使 用 稍微 不 同 的 记号 会 更 加 方便 : 


RRAN = 作为 数 的 同 Ie as 
3f OC 


























将 y 的 模 放 到 其 后 的 括号 里 ， 比 如 


一 10 = 9{ moc 9), 一 
高 斯 [142] 


a 三 b (modm) 心 amodm = bmodm. (4.35) 


例如 ， 9 三 一 16 (mod 因为 9mod5=4= (一 16) mod 5, AÑ 
a = b (modm) IDLER a 关于 模 m 5 b AHR”. 这 一 定义 当 a、b 和 mm 
是 任意 实数 时 都 有 意义 ， 不 过 我 们 几乎 总 是 只 对 整数 用 此 定义 . 


HF r mod m 5 r 相差 m 的 倍数 ， 因 而 我 们 可 以 用 另 一 种 方式 来 解读 
ERA: 


a=b (mod m) > a 一 b 是 的 倍数 . (4.36) 


如 果 a mod m= 二 bmod m ， 那 么 式 (3.21) 中 mod 的 定义 告诉 我 们 ， 对 
基 些 整数 上 和 7 有 a —b =amodm-+km—(bmodm-+Im)=(k—I)m, R 
Z, WMRa-b=km, W4Am=0NRa=b, RRA 


a mod m =a-— |a/m|m=6+km— |(b+km)/m|m 





= b—|b/m|m = bmod m. 


式 (4.36) e r a SER (4.35) 更 容易 应 用 . 例如 ， 我 们 
有 3 三 23 (mod5) ， 因 为 8 一 23 = -15 是 5 的 倍数 ， 我 们 并 不 需要 计算 


8mod5 和 23 kais i 


“ 模 掉 轻微 的 头疼 ， 我 今天 感觉 良好 . ” 
一 黑客 词典 (The Hacker's Dictionary) [337] 


ARTS = 看 起 来 好 像 = ， 因 为 同 余 式 与 方程 非常 相像 . 例如 ， 同 余 

















是 一 个 等 价 关 系 (equivalence relation) ， 这 就 是 说 ， 它 满足 自 反 律 

a 三 Qa、 对 称 律 a=b=>b=a 以 及 传递 律 a=b=c = a=c. 所 有 这 些 性 
质 都 容易 证 明 ， 因 为 对 茶 个 函数 了 满足 & Sb S fla) = (>) 的 任何 关系 
= 都 是 一 个 等 价 关 系 . “在 我 们 的 情形 中 ， f(z) = Tmodm . ) 此 外 ， 
我 们 将 同 余 的 元 素 相 加 和 相 减 ， 仍 保持 同 余天 系 : 














a=b H c=d = atc=bt+d (mod m) ; 

a=b H c=d = a-c=b-d (modnm). 
WR a —b cd 都 是 m 的 倍数 ， 那 么 
(a+c)—(b+d)=(a—b)+( (c— d) Fil | a—c)—(b—d)= (a—b)-— (c d) 亦 
然 . 附 这 指出 ， 对 每 一 次 出 现 的 三 ， 并 不 一 定 都 要 写 出 (modm) ， 如 果 








模 是 常数 ， 我 们 只 需要 对 它 说 明 一 次 来 建立 前 后 关系 . 这 就 是 同 余 式 记 
号 的 一 个 最 大 便利 . 
乘法 同样 有 效 ， 只 要 处 理 的 对 象 是 整数 : 

a=b H c=d 一 ac =bd (modm) , b, c 是 整数 . 
WEAR; ac—bd= (a 一 四 c+bc 一 d) .现在 反复 应 用 这 个 乘法 性 质 ， 我 们 
HY DLA Fe: 

a=b > a=b" (modm) , a, b 是 整数 ， 整 数 n 过 
例如 ， 由 于 2 三 一 1 (mod3) ， 因 而 有 2 三 (一 1)”(mod3) ， 这 就 意味 着 
2 一 1 是 3 的 倍数 ， 当 且 仅 当 是 偶数 . 
这 样 一 来 ， 我 们 对 方程 所 习惯 做 的 大 多 数 代 数 运算 对 同 余 式 都 可 以 运 
Ai Same 而 不 是 所 有 运算 . 除法 运算 显然 不 在 其 中 . 如 果 
ad = bd (modm) ， 我 们 不 能 永远 断言 有 wa =o. 例如， 


3x2= 5x 2 (mod4), {AFES FS, 











Ri, fed 5 m 互 素 这 一 常见 情形 中 ， 我 们 可 以 挽救 这 一 消 元 性 质 : 
ad = bd 5 a=b (mod), qa,b,d,m 是 整数 ，d Lm. 
(4.37) 


例如 ， 只 要 模 m 不 是 5 的 倍数 ， 由 15 三 35 (modm) 推出 3 三 7 (modm) 是 
合法 的 . 


为 证 明 这 一 性 质 ， 我 们 再 次 应 用 推广 的 最 大 公 因 子 法 则 4.5) o” ER d 
Mim ， 使 得 gd+m =1. 那么 ， 如 果 ad = bd ， 我 们 就 能 用 d KH 
这 个 同 余 式 的 两 边 ， 得 到 add = dd . 由 于 dd=1， 我 们 就 有 add=a 
以 及 bd'd 三 b， 从 而 a 三 .这 个 证 明 表 明 ， 在 考虑 (modm) 的 同 余 式 
时 ， 数 a 的 作用 非常 像 /4 ， 于 是 我 们 就 将 它 称 为 “4 关于 模 m 的 道 
元 ”. 


将 除法 应 用 到 同 余 式 的 另 一 种 方法 是 ， 在 对 其 他 的 数 做 除法 的 同时 也 对 
模 作 除 法 : 
ad = bd (modmd) 心 a=b (modm).d 0. (4.38) 


这 个 法 则 对 所 有 实数 bd 和 m 都 成 立 ， 因 为 它 只 与 分 配 律 
(a mod m)d = ad mod md 有 关 : 我 们 有 


amod m = bmod m & (amod m)d = (b mod m)d & ad mod md = 








bd mod md 


于 是 ， 比方 说 ， 由 3x2 三 9X2(mod 4) 就 得 出 3 = 5(mod2) 


我 们 可 以 将 (4.37) 和 (4.38) 组 合 起 来 得 到 一 个 一 般 法 则 ， 它 尽 可 能 
小 地 改变 模 . 


ad = bd (modm) 


m 
© a=b |mod 一 一 一 一 |，4a,b,d,m 是 整数 . 
| | i (4.39) 


因为 可 以 用 d Rad = td ， 其 中 44+ m'm = ged (dm) ， 这 就 给 出 同 余 
zta- gcd | (d,m) =b- ged (d, m) (modm) , 它 可 以 用 gcd (d, m) 来 除 . 


我 们 再 进一步 观察 改变 模 的 想法 . 如 果 我 们 知道 4a = b(mod100), IA 
也 必定 有 a 三 6 (mod10) ， 即 此 式 对 100 的 任何 一 个 因子 的 模 都 成 立 ， 说 
a 一 b 是 100 的 倍数 ， 要 比 说 它 是 10 的 倍数 ， 更 强 一 些 . 一 般 来 说 ， 

a=b (modmd) => a=b (modm), d 是 整数 ， (4.40) 
因为 md 的 任何 倍数 也 都 是 m 的 倍数 . 


BERK a ae ET PTS ERA a 三 b， 是 否 能 断定 对 于 一 个 
ERRA a=b? ÆR, KAMNE 











小 的 模 ? 用 modulitos 如 何 ? 


a=b (modm) H. a =b (modn) 
© a=b (modlcm(m,n))， 整数 m,n>0. (4.41) 


例如 ， A a 三 b (mod12) ) Fl a= bl mod18) , 那么 肯定 可 以 推 
H a =b (mod36). AREF, WR a-b mfn 的 一 个 公 倍数 ， 那么 
它 就 是 lem(m,n) 的 倍数 ， 这 可 以 从 唯一 分 解 原理 得 出 . 


这 个 法 则 的 特殊 情形 min 极其 重要 ， 因 为 当 m Mn LRI, 
lcm(m,n)= mn. 于 是 我 们 就 可 以 来 明确 地 陈述 它 
a=b (modmn) 


© a=b (modm) Ha=bh (modn), Wem Ln. (4.42) 





例如 ， a = b (mod100) > 当 且 仅 当 a = b (mod25) 以 及 a = b (mod4) 换 一 
种 方式 来 说 ， 如 果 我 们 知道 7 mod 25 以 及 zmod 4 ， 和 那么 就 有 足够 的 事 
实 来 确定 vmod 100. 这 是 中 国 剩余 定理 (Chinese Remainder 
Theorem， 见 习题 30) 四 一 个 特例 |， 这 样 称呼 它 是 因为 它 是 在 大 约 公元 
350 年 时 由 中 国 的 孙子 发 现 的 . 


“这 个 定理 在 国内 的 数论 文献 著作 中 一 般 称 为 孙子 定理 ， 







































































它 还 有 诸多 其 他 名 称 ， 如 大 衍 求 一 本 




















(4.42) 中 的 模 m 和 可 以 进一步 分 解 成 互 聚 的 因 于 ， 下 到 每 个 个 同 的 
素数 都 被 单独 分 离 出 来 .这 样 一 来 ， 如 果 m 的 系 因 子 分 解 式 〈4.11) 是 


] Pv” ， 我 们 就 有 


a=b ( modm ) Satz b ( mod p”? 


, ATA P. 
Dh zs BU ARH [rl as A ce A A YT RIE h. 








4.7 独立 剩余 INDEPENDENT RESIDUES 


同 余 式 的 一 个 重要 应 用 就 是 剩余 系 〈residue number system) ， 在 其 
中 ， 一 个 整数 r 表示 成 为 关于 一 组 互 素 的 模 的 剩余 〈 余 数 ) 序列 : 


Res(xr) = (x mod mı, ,T mod m,), 对 1j< kx "有 m;Lm« | 





ký r mod mai,… ,Tmod m, ， 我 们 还 是 不 能 了 解 有 关 的 一 切 ， 但 它 
的 确 允 许 我 们 确定 z mod m ， 其 中 m 是 乘积 mw … m+， 在 特殊 的 应 用 
中 ， 我 们 常常 会 知道 r 落 在 某 个 范围 内 ， 这 时 ， 如 果 知 道 I mod m ， 且 
妈 足 够 大 ， 那 么 我 们 就 能 知道 有 关 r 的 一 切 . 


我 们 来 观察 仅 有 两 个 模 3 和 5 的 剩余 系 的 小 情形 : 








xX mod 15 X mod 3 xX mod 5 
0 0 0 
1 1 1 
2 2 2 
3 0 3 
4 1 4 
5 2 0 
6 0 1 
7 1 2 
8 2 3 
9 0 4 
10 1 0 
11 2 1 
12 0 2 
13 1 3 
14 2 4 





每 一 个 有 序 对 (r mod 3,27 mod 5) gi FEA TAA), AA r mod 3 = y mod 3 H 
x mod 5 = y mod 5 的 充分 必要 条 件 是 zmodl5 = y mod 15 , 


根据 同 余 式 的 规则 ， 我 们 可 以 在 两 个 分 量 上 独立 地 执行 加 法 、 减 法 和 乘 
法 . 例如 ， 如 果 用 13 = (1,3) 来 乘 以 7= (1,2) mod 15 ， 那 么 就 计算 
1xlamnod3=1 以 及 2x3 mod5d=1. 答案 是 (IJ=1， 从 而 

7x13 mod 15 必定 等 于 1， 事 实 的 确 如 此 . 


这 个 独立 性 原理 在 计算 机 应 用 中 很 有 用 ， 因 为 不 同 的 分 量 可 以 分 开 来 工 
作 《〈 例 如 ， 用 不 同 的 计算 机 ) . 如 果 每 个 模 mk 都 是 一 个 不 同 的 素数 Px 


， 选 取 它们 稍 小 于 23 ， 这 样 ， 一 台 处 理 [-2 …2 ) 范围 内 整数 基本 算术 
运算 的 计算 机 ， 可 以 很 容易 地 对 模 Pe 计算 和 、 差 和 乘积 . 一 组 7 个 这 

样 的 系数 ， 使 得 有 可 能 对 最 多 31r 个 二 进位 的 < 多 精度 数 * 做 加 法 、 减法 
以 及 乘法 ， 而 利用 剩余 系 ， 则 可 外 g 比 用 其 他 方法 对 这 么 大 的 数 柱 加 、 相 
减 和 相 乘 更 快 . 


例如 ， 梅 森 素 数 2” 一 1 就 是 一 个 很 好 的 选择 . 


在 适当 的 情况 下 ， 我 们 甚至 可 以 做 除法 . 例如， 假设 我 们 想 要 计算 一 个 
很 大 的 整数 行列 式 的 精确 值 。 其 结果 古 一 个 整数 D， D| 的 界限 可 以 要 
据 其 元 素 的 大 小 给 出 . 但 是 已 知 的 计算 行列 式 的 快速 方法 都 要 求 用 除 
法 ， 而 这 会 导致 出 现 分 数 〈 如 果 我 们 借助 二 进 制 近似 ， 就 会 损失 精 
度 ) . 弥补 的 方法 是 对 各 种 大 素数 Pk 计算 D mod pr = Di, 只 要 除数 碰 
GACH Pe 的 倍数 ， 我 们 就 能 安全 地 对 模 Pk 做 除法 ， 那 很 可 能 不 会 发 
生 ， 但 是 如 果 这 种 情况 的 确 及 生 了 ， 我 们 也 能 选取 另 一 个 素数 .最 终 ， 
只 要 对 足够 多 的 素数 知道 了 Dk ， 我 们 就 有 了 足够 的 信息 确定 D. 


不 过 ， 我 们 还 没有 解释 起 样 从 一 个 给 定 的 剩余 序列 

(r mod m,.--- , £ mod m, ) 反 过 来 确定 I mod m .我 们 已 经 指出 ， 原 则 上 
这 种 逆 运 算是 可 行 的 ， 但 是 计算 可 能 会 难以 实现 ， 以 至 于 实际 上 会 扼杀 
这 种 想法 ， 幸 运 的 是 ， 有 一 种 相对 比较 简单 的 方法 可 以 做 这 件 事 ， 我 们 
用 小 表格 中 的 情形 (r mod 3,r mod 5) 来 描述 此 法 . 关键 的 思想 是 在 (1,0) 
A (O. 这 两 种 情形 下 对 间 题 求解 ， 因 为 如 果 (1,0) = a DUR (0.1) =D, 
那么 (T. y) = = (ar + by) mod 15 A 因为 同 余 式 可 以 相 乘 和 相 加 . 


根据 对 表 的 核 合 ， 在 我 们 的 情形 中 有 a = 10 和 b=6， 但 是 当 模 很 大 
ae tee ne eee E 
方程 














a mod m = 1. a mod n = 0. b mod m = 0. b mod n = 1 


全 都 成 立 的 好 方法 是 什么 呢 ? (4.5) 再 次 出 手相 救 : 用 欧 几 里 得 算 
法 ， 我 们 可 以 求 得 办 和 内 ， 使 得 


/ / 
mmtnn= l. 


这 样 一 来 ， 我 们 可 以 取 a =n'n 和 = mm ， 如 果 需 要 ， 将 它们 两 者 对 
modmn 进行 化 简 . 





如 果 要 在 模 很 大 时 使 得 计算 量 最 小 ， 则 需要 进一步 的 技巧 ， 其 中 的 细节 
超出 了 本 书 的 范围 ， 但 是 它们 可 以 在 参考 文献 [208， 第 274 页 ] 中 找到 . 
从 剩余 转换 到 它 原来 所 对 应 的 数 是 可 行 的 ， 但 是 太 慢 了 ， 仪 当 在 它 转换 
回去 之 前 能 在 剩余 系 中 完成 所 有 一 系列 运算 ， 我 们 才 节 省 总 的 时 间 . 


现在 让 我 们 尝试 解 一 个 小 问题 ， 以 此 来 巩固 这 些 同 余 式 的 想法 : 如 果 在 
r= r 时 我 们 把 两 个 解 z 和 zz 视 为 相同 的 ， 那 么 同 余 式 


r 三] (modm) (4.43) 





有 多 少 个 解 ? 


co ainda 的 一 般 原理 ， 我 们 首先 应 该 考虑 m BCR P 的 情形 ， 
这 里 k > 0 . 此 时 同 余 式 2 三 1 可 以 写成 


(x — 1)(x# + 1) = 0(modp*). 


所 以 P 了 必定 整除 7 一 1 或 者 T+1， 或 者 整除 它们 两 者 . 但 是 了 不 可 能 同 
时 整除 z 一 1 和 z+1， 除 非 了 =2， 我 们 以 后 解决 这 种 情形 . WR P> 2 
, HA p“ \(z— 1) +1) p“ NE 一 已 或 者 p“ MIEL, 所 以 恰好 有 两 个 
fier = +1 Mrl. 


P= 2 EMAAR. 如 果 2 \z- Uz+D， 那 么 z-1 和 z+l 中 的 
MAEI EER 但 不 能 被 4 整除 ， 所 以 另外 一 个 必定 人 EE 被 2! 整除， 这 
就 意 REH k 2 3 时 我 们 有 四 个 解 ， 即 z= 二 和 z=2… 士 1. Chil 

oi, 4p =8 PY AS DUS fie T = 1,3,5,7 (mod8); 知道 任何 奇 整 数 的 平方 
都 有 Sn 十 1 的 形式 常常 是 有 用 的 . 


现在 ， r= bs modm) 当日 仅 当 对 m 的 完全 分 解 式 中 所 有 满足 mp > 9 AY 
素数 了 都 有 7 =1 (modp™) | 每 一 个 素数 都 是 独立 于 其 他 素数 的 ， 对 于 
7modp”， 除 了 2= 2 的 情形 ， 皆 有 两 种 可 能 性 . Pe, WR m Ar 
个 不 同 的 素 因 子 ， 则 zx? = 1 的 解 的 总 数 是 2”， 除 了 当 m 是 偶数 时 要 做 
修正 之 外 . 一 般 来 说 ， 精 确 的 解数 是 


除了 2 之 外 ， 所 有 的 素数 都 是 奇数 ， 而 2 则 是 所 有 素数 中 最 为 奇特 的 另类 . 























D7 +[8\m]+[4\m] —[2\m] l (4.44) 





例如 ,，“1 对 于 模 12 的 平方 根 ”* 有 四 个 ， 即 1, 5, 7 和 11. 当 m=15 时 ， 这 四 

个 数 就 是 对 模 3 和 模 5 的 余数 为 士 1 的 那些 数 ， 也 就 是 在 该 剩余 系 中 的 

(1,4), (2,1) 和 (2,4) . 在 通常 的 十 进 制 数 系 中 ， 这 些 解 就 是 1, 4, 11 
114. 





4.8 进一步 的 应 用 ADDITIONAL 


APPLICATIONS 
第 3 章 还 留 下 一 些 未 完成 的 事情 : 我 们 希望 证 明 m 个 数 
Omodm, nmodm, 2nmodm, --- , (m—1)nmodm (4.45) 
按照 某 种 次 序 恰好 组 成 m/d 个 数 
1 
的 d 份 复制 ， 其 中 4= gcd(m,n). 例如， 当 m= 12 且 n=8 了 时， 我 们 有 
d= 4 ， 这 些 数 束 是 0, 8, 4, 0, 8, 4, 0, 8, 4, 0, 8, 4. 
证 明 (指出 我 们 得 到 前 面 md “MELE d 份 复 制 ) 的 第 一 部 分 现在 是 显然 


的 . 根据 (4.38) ， 我 们 有 


数学 家 喜欢 说 事情 是 显然 的 . 








jn= kn (modm) & j (n/d) = k{ n/d) ( modm/d), 
从 而 当 0 SES md 时 ， 我 们 得 到 这 些 值 的 d 份 复 制 . 


现在 我 们 必须 指出 ， 那 / 个 数 就 是 40,4.24… nam d) (按照 某 种 次 
序 排列 ). RANE m =m i 以 及 n=n'd. lag ， 根 据 分 配 律 (3.23) 
AG kn mod m = d(kn' mod m’), P4O0 < k <m 时 出 现 的 那些 值 就 是 
d RŽ 


0 mod m’. n’! mod m’. 2n’ mod m’. ---, (m! — l)n’ mod m’. 


但 是 由 《〈4.27) 我 们 知道 mln, CARES ENNRAZAF. 
此 ， 我 们 只 需要 考虑 d = 1 的 情形 ， 也 即 m Sn 互 素 的 情形 . 


所 以 我 们 可 以 假设 mln ， 在 这 种 情形 中 ， 利 用 “ 镶 舍 原理 "容易 看 出 

(4.45) 中 的 数 正好 就 是 {0,1,… ,mn 一 1} (按照 某 种 次 序 ) 6 
是 说 ， 如 果 把 KTHE m 个 多 合 之 中 ， 存 在 一 个 空 忽 合 的 充分 必 
BREA Mba PAS FIRE. (习题 3.8 中 证 明 的 狄 克利 雷 
抽 必 原理 与 之 相似 ，) 我 们 知道 ，〈4.45) 中 的 数 是 各 不 相同 的 ， 因 为 








VT. 
“4 min 时 
jn = kn (modm) = j =k (modm) , 


这 就 是 (4.37) . 这 样 一 来 ， 这 m 个 不 同 的 数 就 必定 填 满 所 有 的 铝 舍 
0.1 :到 一 上 上， 这 就 完成 了 第 3 章 里 的 未 竟 任 务 . 


证 明 是 完成 了 ， 但 是 如 宁 不 用 依赖 铝 舍 原理 的 间接 方法 而 用 一 种 直接 的 
方法 ， 我 们 甚至 能 证 明 更 多 . 如 果 min 且 给 定 一 个 值 7& [0…m) ， 那 么 
就 可 以 通过 对 K 求 解 同 余 式 


kn = j (modm) 


显 式 计算 出 上 [0.m) ， 使 得 tn mod m = 7 ,我 们 直接 用 nw 乘 它 的 两 
边 ， 其 中 mm + nm = 1， 这 就 得 到 


k = jn’ (modm), 








从 而 上 = jn mod m , 


BATT AY AAH UIE BS Se HES KREA h KE Be 1640 
年 友 现 的 重要 结果 . 费 马 是 一 位 伟大 的 数学 家 ， 他 对 微 积分 的 发 现 以 及 
许多 其 他 数学 领域 都 做 出 了 贡献 . 他 留 下 的 笔记 包含 许多 未 给 出 证 明 的 
定理 ， 这 些 定理 中 的 每 一 个 后 来 都 被 证 实 了 ， 其 中 就 包括 一 个 最 著名 的 
问题 ， 它 困扰 全 世界 最 优秀 的 数学 家 长 达 350 年 之 信 . 这 个 著名 的 结论 
称 为 “ 费 马 大 定理 ”， 它 说 的 是 当 n > 2 时 ， 对 所 有 正 整 数 4,b,c 和 nn 有 


a” 4 p” Z c. ( 4.46) 





新 的 重要 消息 
egal a 


ai + bi + cf Æ d! 但 是 Elki weg 28748 月 找到 了 无 穷 多 个 解 . 
现在 ，Roger Frye 做 了 SOIT EVE ，《〔 在 一 J Machine 3 上 经 过 大 约 


110 小 时 的 计算 之 之 后 ) 证 明了 满足 d < rt a 
95 800: + 217 519 rer 560" 二 422 









































3Connection Machine 是 麻 省 理工 学 院 一 台 超 级 计算 机 的 名 字 . 























(当然 ,方程 a +b=c 和 a? +h = 有 许 许多 多 的 解 . ) 安德鲁 . 怀 尔 
斯 最 终 解决 了 这 一 问题 ， 他 对 (4.46) 给 出 的 艰深 的 划时代 的 证 明 发 表 


在 Annals of Mathematics 141 (1995) ，443-551 中 . 


验证 1640 年 的 费 马 定理 要 容易 得 多 . CWEK RSME ORA ER 
为 费 马 定理 ) ， 是 说 








nz-LI 三 1 (modp), nlp. (4.47) 


证 明 : 与 通常 一 样 ， 我 们 假设 P 了 表示 素数 . 我 们 知道 ，P 一 1 个 数 
nmodp, 2nmodp, |., (p—1)n mod p 就 是 数 1,2,°°-,p—1 (按照 其 
种 次 序 排列 ) . 于 是 ， 如 果 将 它们 乘 在 一 起 我 们 就 得 到 


n x (2n) x- x ((p— 1)n) 


= (n mod p) x (2n mod p) x --- x ((p— 1)n mod p) 


> 


其 中 的 同 余 式 是 对 模 P 了 而 言 的 .这 就 意味 着 








(p— 1)inP-! = (p — 1)!{ mod p), 


HF (p — 1)! AREA PERE, RITI OO Ea p- DNR. 证 毕 . 
费 马 定理 的 另 一 种 形式 有 时 更 加 方便 : 
n” =n (mod p) ，n 是 整数 . (4.48) 


这 个 同 余 式 对 所 有 整数 n 成立 ， 其 证 明 很 容易 :如果 m1P ， 我 们 就 直 
接 用 了 来 乘 (4.47) 的 两 边 . 如 若 不 然 ，P\n ， 所 以 n? =0=n. 


在 他 发 现 〈4.47) 的 同一 年 ， 费 马 给 梅森 写 了 一 封 信 说 ， 他 怀疑 数 
{= 2? +1 
WA n 20 都 应 该 是 素数 . 他 知道 前 五 种 情形 给 出 素数 : 


“这 个 命题 ， 如 果 它 为 真 ， 那 么 是 大 有 用 处 的 . ” 
费 马 [121 
































9) 


Maes 241=5 28417 =17, 241957, 2% 4 1— 65537: 


但 是 他 不 知道 如 何 证 明 下 一 个 2 + 1 = 4 294 967 297 也 是 素数 . 


有 意思 的 是 ， 如 末 费 乌 利 用 目 己 新 近 有 及 现 的 定理 ， 人 花 一 点 时 间 做 一 些 乘 
法 ， 他 就 可 能 证 明 22 + 1 不 是 素数 ， 我 们 可 以 在 (4.47) HEE n =, 
37° = 1 (mod2” + 1), qR 2” +1 ERM. 

可 以 手 算 来 检查 这 个 关系 ， 从 3 开始 ， 将 它 平方 32 次 ， 只 保留 关于 
mod2 二 1 的 余数 . 首先 我 们 有 3 = 9 ， 然 后 37 =81, 接 下 来 
37 = 6561 ， 这 样 继续 下 去 ， 直 到 得 到 


如 果 这 是 费 马 小 定理 ， 那 么 另 一 个 就 是 费 马 最 后 定理 4;， 但 它 不 是 最 小 的 . 


















































4 费 马 最 后 定理 即 通 常 所 称 的 费 马 大 定理 . 





32 = 3 029 026 160( mod 23 + 1). 


其 结果 不 是 1， 所 以 22 +1 不 是 素数 . 这 种 反 证 的 方法 对 于 它 可 能 有 什 
么 样 的 因子 并 未 给 出 任何 线索 ， 但 是 的 确证 明了 存在 因子 . (它们 是 
641 和 6 700 417， 由 欧 拉 102 在 1732 年 首次 发 现 . ) 


即使 3 ”对 于 模 2”+1 被 证 明 等 于 1， 这 一 计算 也 不 能 证 明 2° + 1 ER 
数 ， 它 只 是 不 会 推翻 这 一 结论 .习题 47 讨 论 了 费 马 定理 的 一 个 逆 命 题 ， 
利用 此 逆 命 题 我 们 无 需 做 大 量 楷 杂 的 计算 ， 就 能 证 明 茶 个 大 数 是 系数 . 


我 们 通过 在 一 个 同 余 式 的 两 边 消去 P- DEAT RIEM. 事实 表 
明 ，(p 一 ! 对 于 模 P 总 是 和 -1 同 余 的 ， 这 是 威 尔 迎 定理 经 典 结论 的 一 
部 分 : 

















(n-1)!=-1 (modn) © n 是 素数 ，n>1. (4.49) 


这 个 定理 的 一 半 是 平凡 的 : 如 果 n > 1 不 是 素数 ， 它 就 有 一 个 素 因 子 P 
， 卫 必然 也 是 tr 一直 的 一 个 因子 ， 所 以 tr 一 牙 不 可 能 与 -1 同 余 . 

(如 果 忆 一 起 对 模 半 与 -1 同 余 ， 它 也 就 应 该 对 模 卫 与 -1 同 余 ， 但 事 
实 并 非 这 样 . ) 


威尔逊 定理 的 另 一 半 说 的 是 ， 中 一 1 二 —1 (modp) .我 们 可 以 通过 将 数 
与 它 关 于 modp 的 逆 元 配对 来 证 明 这 一 半 结 论 . 如 果 ?14P ， 我 们 知道 存 
TE nl 使 得 





n'n = 1 (modp), 


XE n 是 n WÉ, m n 也 是 n' 的 逆 元 . n 的 任意 两 个 逆 元 都 必定 是 
相互 同 余 的 ， 这 是 由 于 nn = nn” An n”. 





{RPE LB, WAP 也 是 素数 吗 ? 


现在 假设 我 们 将 1 与 了 一 1 之 间 的 每 一 个 数 都 与 它 的 逆 元 配 成 对 .由 于 一 
个 数 与 它 的 逆 元 的 乘积 同 余 于 1， 故 所 有 成 对 互 逆 的 数 的 乘积 也 同 余 于 

1， 所 以 看 起 来 (P 一 1 也 同 余 于 1， 我 们 来 对 了 =? 的 情形 进行 核 伍 . 我 
们 得 到 4 = 24 ， 但 它 对 模 5 与 4 同 余 ， 而 不 与 1 同 余 . 哦 ， 问 题 出 在 哪儿 
呢 ? 我 们 更 仔细 地 对 逆 元 进行 观察 : 





为 了 重新 进行 分 机 ， 必 须 确 定 哪些 数 是 目 己 的 逆 元 .如 打工 是 它 目 己 的 
逆 元 ， 那 么 z 三 1(modp) ， 我 们 已 经 证 明了 ， 当 了 > 2 时 ， 这 个 同 余 式 
恰好 有 两 个 根 . CURR P= 2, BRA (PITS —1l, MARIJA i 
担心 这 种 情况 . ) 它 的 根 是 1 和 P 了 一 1， 而 其 他 的 数 ( 介 于 1 与 7 一 1 之 
间 ) 可 以 配对 ， 从 而 


(p—1)!=1x(p-—1)=-1, 








如 所 希望 的 那样 . 


不 笠 的 是 ， 我 们 不 可 能 有 效 地 计算 阶乘 ， 所 以 将 威尔逊 定理 用 于 检测 素 
性 是 没有 什么 实际 作用 的 . 它 仅 仅 是 一 个 定理 而 已 . 


4.9 vem Aue PHI AND MU 


{0, l,- m— 1} 上 中 有 多 少 个 整数 与 m 互 素 ? 这 是 一 个 和 称 为 yim) 的 重要 
rR, Wm ioten” CA EBLE. Svs 8 名 的 ， 他 
a al aia 我 们 有 ¥ P(p) = 了 一 1， 且 对 所 有 合 数 
m £ | m ) <- 了 一 


函数 ” 称 为 欧 拉 ”函数 ， 因 为 欧 拉 是 研究 它 的 第 一 人 . 例如 ， 欧 拉 发 现 
费 马 的 定理 〈4.47) 可 以 用 下 面 的 方式 推广 到 非 素 数 的 模 : 


“如 果 入 与 T 互 素 ， nn 是 与 N 互 素 且 不 超过 它 的 数 的 个 数 ， 那 么 IT” 一 ] 总 能 被 整除 .” 


一 一 欧 拉 员 1 





四 =] (modm) ， 如 果 n Lm. (4.50) 
(习题 32 要 求 给 出 欧 拉 定理 的 证 明 . 


如 果 m 是 一 个 素数 时 六 ， 则 容易 计算 lm), HAA epu. Œ 
4 k EEY, 7 2D.» -> Fn ia 
ean — 1} hgy p Ay BER {0P 2p. i. P}, MTE lA, 

P) ARIF: 


afn E) k k-1 
Yip) =p —-p . 


JER, 1 这 个 公式 在 = 1 时 正好 给 出 ¥ o(p) =p—1. 


如 果 m > 1 不 是 素数 守 ， 我 们 可 以 写成 症 = mama ， 其 中 miLma ， 这 样 
RO<n<m 就 能 在 剩余 系 中 表示 成 4 mod m,n mod m), ASHE 
(4.30) 和 (4.4) 我 们 有 


nlm $ n mod mı lmi H n mod mlm, , 


K, SRE Ba ae HRA, AKA n mod m 是 “好 的 ? 当 且 仅 
当 n mod ml 和 mod ma 两 考卷 是 “好 的 *， 关 于 模 兽 EEM 
现在 可 以 用 递归 方法 予以 计算 : 它 是 elr)el) ， 因 为 在 剩余 类 的 表 
示 中 有 ely) 种 好 的 方式 选取 第 一 个 分 量 mod iii , A elm) 种 好 的 方 


式 选 取 第 二 个 分 量 ni mod mo, 


“如 果 A 与 B 互 素 ， 且 与 A 互 素 又 不 超过 A 的 数 的 个 数 为 a， 与 B 互 素 又 不 超过 B 的 数 的 个 数 
为 b， 那 么 与 AB 互 素 且 不 超过 AB 的 数 的 个 数 为 ab. ” 


[111] 























一 一 欧 拉 
例如 ，9(12) = p(4)p(3) = 2x2 = 4 ， 因 为 与 12 互 素 当 且 仅 当 
m mod 4 = a) mod 3 = { 1 或 者 2). 在 此 剩余 系 中 ， 这 四 个 与 12 
互 素 的 值 是 由 了 .23 13 2 ， 以 十 进 制 表示 ， 它 们 是 1, 5, 7, 
11. 欧 拉 定理 是 说 只 要 a 46 ; 就 有 n* = 1 (mod12) ? 
me fQ)=1, H 
f(mmy,) = S(m) fm) 只 要 m Lm, ’ (4.51) 


那么 正 整 数 的 函数 f(m) ĝ 称 为 是 积 ! 性 的 Cn a 我 们 刚才 证 明 
JH 2 是 积 性 的 . 在 这 一 章 前 ， 我 们 也 见 过 男 一 个 积 性 函数 的 例子 : 
7 三 1 (modm) 的 不 同 余 的 解数 是 积 性 的 . 还 有 另外 一 个 例子 是 

fl(m) =m" (HER a). 


一 个 积 性 函数 完全 由 它 在 素数 贤 的 值 所 定义 ， 因 为 我 们 可 以 把 任何 正 整 
Bim MMAR SAT, MER PERRIN. 一 般 的 公式 


f(m) = He ), m= [p (4.52) 
P P 
1 BAA SARE ABT K. 
特别 地 ， 这 个 公式 对 于 一 般 的 mm 给 出 欧 拉 ? 函数 的 值 : 


(m) =|| (P -p )=m JI ( = J (4.53) 


P\ ym Pp\m 











现在 我 们 来 看 e 函数 对 于 研究 有 理 数 modl 的 应 用 .我 们 说 ， 如 果 
0<im<n, MAA m/n 是 基本 的 ， ERROR, 9) 就 是 分 母 为 n 的 最 
简 基本 分 数 的 个 数 ， 而 法 里 级 数 五, 既 包 含 分 母 不 超过 n 的 所 有 最 简 基 


1 
本 分 数 ， 也 包含 非 基 本 分 数 1 . 


0 1r 111 3-1- 7 








对 此 ， 我 们 能 做 何 解释 呢 ? 不 错 ，12 的 每 一 个 因子 都 出 现在 分 母 上 ， 一 
起 出 现 的 还 有 全 部 ed) 个 分 子 . 出 现 的 分 母 都 是 12 的 因子 . 从 而 
(1) + (2) + (3) + (4) + (6) + (12) = 12. 
0 1 m — 1 


如 果 对 任何 m, RIMARKAS m m “” m 开始 ， 显 然 会 
出 现 类 似 的 情形 ， 故 而 


X 9p(d) =m. (4.54) 


ERRAN RIWL, BOVE HEY Te eae E OR — FP BA A FR A 
HEH, (4.54) 就 是 这 样 的 和 式 ， 所 以 我 们 的 断言 被 证 明 是 正确 的 . 
(我 们 会 看 到 其 他 例子 .) 

现在 ， 这 里 有 一 个 奇怪 的 事实 : WR f 是 任意 一 个 函数 ， 它 使 得 和 式 


g(m) = >_f(d) 


d\m 


是 积 性 的 ， 那 么 了 本 身 也 是 积 性 的 ，〈 这 个 结果 与 (4.54) 以 及 
g(m) =m 显然 是 积 性 的 事实 合 在 一 起 ， 就 给 出 P(m) 是 积 性 函数 的 另 一 





个 理由 A MS seo 基础 
RADA, BAL) =90)=1 lee 并 假设 只 要 mlm H 
mim2 <m, WA fi mma) = fl(mi)f (mo), WẸ mM = mim mlm, 
由 于 mi 的 所 有 因子 与 m2 的 所 有 因子 都 互 素 ， 因 而 就 有 


g(m my) = >. f(d) = y ` fld1id;), 


dd\mima2 di\mi d2\m2 





Ts i 
有 fl(did2) = fldi)fld2) ， 我 们 从 而 得 到 


(x fidi) J fí wo) 7 一 f(mi)f (m2) + f(mimg) 


di\mi da\m2 


= glm1)g(m2) — f (mı) f (me) + f(mımə). 
这 就 等 于 g(mymy) = glm1)g(m2) , 所 以 flmi1im2) = flmi1)f (mə), 


反 过 来 、 如 果 J) 是 积 性 的 ， 对 应 的 对 因子 冰 和 的 要 
In) DS) 也 总 是 积 性 的 ， 事 实 上 ， 习 题 33 表 明 甚 至 有 更 多 的 结 
论 成 立 . on BERR 《 趣 的 结论 以 及 它 的 逆 命题 都 是 事实 . 


默 比 乌 斯 函数 Lm) i pee A ae 乌 斯 命名 的 ， 
他 还 发 现 了 著名 的 默 比 马 斯 带 ?， At 对 所 有 整数 m1 由 等 式 


| 碧 比 乌 斯 带 是 单 侧 曲 面 的 一 个 最 经 典 的 例子 . 


X a(d) (d) = [m = 1] (4.55) 
d\m 
来 定义 .这 个 等 式 实际 上 是 一 个 递归 式 ， 其 左边 是 由 m) 和 某 些 满足 
d< mH Hd) 的 值 组 成 的 和 式 . 例如 ， 如 果 相继 代入 m=1,2,… ,12 ， 
我 们 就 能 计算 出 前 面 12 个 值 : 
m 1 2 3 4 5 6 区 8 9 10 ll 12 
u(m) 1 =i =I 0 =] 1 =i 0 0 1 =] 0 












































Richard Dedekind!””/#llJoseph Liouvillel251 在 1857 年 注意 到 如 下 重要 


的 “ 反 演 原理 ”(inversion principle) : 


glm) = > fid) e f(m)= = uld)g (=). (4.56) 
F 


d\m d\m 


根据 这 一 原理 ，/ 函数 给 出 一 种 新 的 方法 来 理解 已 知 Dam 的 任何 
一 个 函数 fim). 


(4.56) 的 证 明 用 到 我 们 在 本 章 开头 时 描述 过 的 两 个 技巧 (4.7) 和 
(4.9) : 如 果 gm} = Does fld) , HBA 


现在 是 做 热 吴 题 11 的 好 时 机 . 


l= 2 (=) sa) 





k\m d\(m/k) 


=X X. nd)f(k) 


k\m d\( m/k) 


= > [m/k = 1] f(k) = f(m). 


k\m 
(4.56) 的 另 一 半 可 以 类 似 地 证 明 〈 见 习题 12) . 


RAK (4.56) 给 出 了 有 关 默 比 马 斯 函数 的 一 个 有 用 的 性 质 ， 而 且 我 们 
列表 给 出 了 它 的 前 12 个 值 ， 但 是 当 m 很 大 时 Am) 的 值 是 什么 呢 ? 我 们 
怎么 来 求解 递归 式 〈4.55) ? 是 的 ， 函 数 ICM) = [m = 趾 显 然 是 积 性 的 
WEIR, RIA m= 1 时 之 外 它 的 值 都 是 零 . 所 以 ， 根 据 我 们 一 两 
分 钟 前 才 证 明 的 奇怪 的 事实 可 知 ， 由 “4.55〉 定 义 的 默 比 马 斯 函数 必 害 
是 积 性 的 . 这样 一 来 ， 只 要 我 们 计算 出 x(P") ， 就 能 算出 eln). 


依赖 于 你 读 得 有 多 快 . 














X m=p ff, (4.55) 告诉 我 们 ， 对 所 有 大 > 1 有 


(1) + alp) + alp’) +--+ + alp) = 0, 
RODIN PY 的 因子 是 1… ,Pr .由 此 推出 
Hp) = —1: p(p*) =0, k>1. 
这 样 一 来 ， 根 据 〈4.52) 我 们 就 有 一 般 的 公式 


B ma (-)’, m= p PrP, ? 
um) =] Juo") | 0， ”mm 能 被 菜 个 ?整除 (4.57) 


BLE N. 
如 果 我 们 把 〈4.54) 视 为 函数 eC) 的 递归 式 ， 就 能 应 用 戴 德 金 一 刘 维 
尔 法 则 (4.56) 求解 此 递归 式 . 我 们 得 到 


eet mM | 
pm) = Y uld) (4.58) 
y(m) Ad 7 (4.58) 


d\m 


例如 ， 


(12) = (1) x 12 + u(2) x 6 + u(3) x 4+ u(4) x 3+ u(6) x 2+ pu(12)x1 
= 12-6-44+042+4+0=4. 
如 果 m 能 被 + 个 不 同 的 素数 整除 ， 比 方 说 被 {P1;… ;Pr} 整除 ， 则 和 式 


(4.58) (VA 2" 个 非 零 的 项 ， 因 为 r 函数 常常 取 值 零 . 这 样 我 们 就 能 看 
出 (4.58) 与 (4.53) 相符 ， 后 者 给 出 


i l 1 
yim) 三 到 1 一 一 】 .11 一 一 }; 
pl pr 


如 果 将 这 7 个 因子 (1 一 1/Pj) 乘 开 来 ， 我 们 恰好 得 到 (4.58〉 中 那 2" 个 
oe 默 比 马 斯 函数 的 好 处 在 于 ， 除 此 之 外 ， 它 还 在 许多 情形 中 适 


PU, BATA AEB n 中 有 多 少 个 分 数 ? 这 就 是 在 0-1] 
中 分 母 不 超过 的 最 简 分 数 的 个 数 ， 所 以 它 比 中) 大 1， 这 里 我 们 定义 


&(xr)= X ylk). (4.59) 
<k<: 


1 r 


1 
(PANTY P), HAARAA. ) 〈4.59) 中 的 和 式 
看 似 困 难 ， 但 是 ， 注 意 对 所 有 实数 了 0 有 


l A ] i 
eo) =3 Z] U +z], (4.60) 


我 们 可 以 间接 地 确定 8(7) ， 这 个 恒等式 为 什么 成 立 ?是 的 ， 它 有 点 令 
人 生 旦 但 实际 上 并 没有 超出 我 们 的 知识 范畴 ， 既 计 入 最 简 分 数 ， 也 计 入 
未 化 简 的 分 数 ， 则 满足 0< m <n <r 的 基本 分 数 m/n 总 共有 


1 

3 IU TL, aAA. RB edon, n) = d 的 分 数 的 个 数 是 
O(x/d) , 因为 这 样 的 分 数 就 是 在 用 md RË m, H md RË n 之 后 满足 
0<m <w<z/d 的 分 数 w/wW ， 所 以 左边 用 不 同 的 方法 计算 了 同样 的 
分 数 ， 故 此 恒等式 必定 为 真 . 

我 们 来 更 仔细 地 观察 这 一 情形 ， 以 便 使 得 等 式 (4.59) 和 (4.60) 更 加 
清晰 。 Ol) 的 定义 蕴涵 中 (z) 二 (lzj) ， 但 是 事实 表明 ， 对 任意 实数 而 
不 仅仅 是 对 整数 来 定义 (7) 会 更 加 方便 在 整数 值 处 ， 我 们 有 表 


《这 种 向 实数 值 的 扩展 对 于 在 算法 分 析 中 提出 来 的 许多 递归 式 都 是 一 个 有 用 的 技巧 . ) 



























































当 z=12 时 ， 可 以 对 《〈4.60) 进行 核查 : 
(12) + &(6) + &(4) + ©(3) + (2) + 6(2) + 6 x (1) 


= 4 10 4644424246 


| 


SAME! 


恒等式 (4.60) 可 以 看 成 是 对 Pr) 的 隐 含 的 递归 式 . 例如 我 们 刚刚 看 到 


J, WOR EM Pn) Æ m < 12 的 取 值 计 算出 (12) .我 们 可 以 用 默 比 
马 斯 函数 妨 一 个 优美 的 性 质 来 求解 这 个 递归 式 : 


有 实 上 ， 默 比 乌 斯 7 引 是 因为 《4.61) 而 不 是 (4.56) 才 创造 了 他 的 函数 . 





lip 

















glz) = 》 fz/d) & f(x) = 》 nld)g(z/d). 


(4.61) 
d>1 d>1 


vy ~» ~ sH r/ kd, < sz Wy AAN 
这 个 反 演 法 则 对 所 有 满足 61 OEDS O 的 函数 了 都 成 立 ， 我 们 
可 以 如 下 来 证 明 它 ， 假 设 0") 2as1 1"/ 





.那么 
> ju(d)g(x/d) = ` uld) >. f(x/kd) 
d>1 d>1 k>1 
= >» f(z/m) me ju(d)[m = kd] 
m21 d.k=1 
一 > f(x/m) bs uld) = >, f(x/m)[m = 1] = f(z). 
m>1 d\m 


m21 


另 一 个 方向 的 证 明基 本 上 相同 . 


这 样 ， 我 们 现在 就 能 对 P(r) 求解 递归 式 (4.60) T: 
P(r) = =o j(d) |x/d| |1+z/d|. (4.62) 
“ dèl 
这 永远 是 一 个 有 限 和 式 . 例如 ， 
®(12) = 


5 (12 x 13-—6x 7-—-4x54+0-2x34+2x3 


272 eo 404138 = ixi) 
sr ne G i, 





3+3—1+4+1-—1= 46. 


在 第 9 章 里 ， 我 们 将 看 到 怎样 利用 (4.62〉 对 Plr) 得 到 一 个 好 的 近似 ， 
事实 上 ， 我 们 将 要 证 明 一 个 由 麦 尔 滕 R 沁 于 1874 年 发 现 的 结 


(r) = =r? + O(rlogz). 


这 样 一 来 ， 函 数 (7) 增长 得 比较 “光滑 ”， 它 对 ?( 的 不 规则 性 状 做 了 
均衡 平滑 的 处 理 . 


为 保持 上 一 半 建 并 的 惯常 做 法 ， 我 们 来 讨论 一 个 问题 ， 它 描述 了 刚刚 介 
绍 的 大 部 分 知识 ， 且 对 下 一 章 有 指导 意义 ， 并 以 此 结束 这 一 章 ， 假设 我 
NWA 个 不 同 颜 色 的 珠子 ， 目 的 是 要 计算 有 多 少 种 不 同 的 方式 把 它们 弟 
KEN m 的 圆 形 项 链 . BATTS AT ERENT Bd A Nnn), RA 
用 “命名 并 求解 "来 解决 此 问题 . 


例如 ， 有 两 种 颜色 的 珠子 R 和 BB ， 我 们 可 以 用 尺 (4,2) =6 种 不 同 的 方 
式 做 出 长 度 为 4 的 项 链 : 














rR rR rR rR (RN cB 
R R R R R B B B B B B B 
CRJ Lp Upa p BJ pg 





所 有 其 他 的 方式 都 与 其 中 的 一 种 等 价 ， 因 为 项 链 的 旋转 不 改变 它 . 然 
而 ， 上 反射 被 视 为 是 不 同 的 ， 例 如 在 普 = 6 的 情形 ， 


rp B~ BA 
R R R R 
[oa 不 同 于 eo al 
R B B R 
LB Ca. 


给 这 些 图 形 计 数 的 问题 是 首先 由 P. A. MacMahon 2414189245 fie AY 


关于 入 (m,n) ， 没 有 明显 的 递归 式 存在 ， 不 过 我 们 可 以 将 每 一 条 项 链 用 
人 
n = 2 时 得 至 


RRRR RRRR RRRR RRRR 
RRBR RRRB BRRR RBRR 
RBBR RRBB BRRB BBRR 
RBRB BRBR RBRB BRBR 
RBBB BRBB BBRB BBBR 
BBBB BBBB BBBB BBBB 


这 n™ 种 可 能 模式 的 每 一 种 在 这 MN (m, n) 个 珠 串 组 成 的 阵列 中 至 少 出 现 
一 次 ， 而 菜 些 模式 出 现 多 于 一 次 .模式 00…am-1 会 出 现 多 少 次 ?这 很 








容易 : 它 是 产生 与 原先 的 00…am-1 相同 的 模式 的 循环 移 位 

Qk am-100…ak-1 的 个 数 . 例如 BRBR 出 现 两 次 ， 因 为 割断 由 BRBR 
所 形成 的 项 链 的 四 种 方式 产生 四 个 循环 移 位 (BRBR RBRB, BRBR 
，RBRB ) ， 其 中 有 两 个 正好 与 BRBR 本 身 重 合 . 这 个 方法 表明 


之 > [ao0...am-_1 = Ap***Gm-140° °° akı] 


1ESn O<k<m 


mN(m,n) 


ag 


= ; 2 | [Rae tim = Ap Am—10Q ** Agai]: 


O<k<m do, dy, 1E Sy, 


这 里 Sn 是 n 种 不 同 颜色 的 集合 . 


我 们 来 看 ， 当 大 给 定时 有 多 少 模式 满足 ao am- = Kam-1a0 ak 
. 例如 ， 如 果 m = 12 且 k = 8， 我 们 想 要 计算 


aogalad2a3d4d5a6a7dsga9a0a1! = 4849410411 4041424344454647 


的 解数 . 这 就 意味 着 40 = ag = a4, 1 = 49 =45, a? = a10 =a NKR 
ay = an = ar ， 所 以 a0,a1,a2 和 as 的 值 可 以 用 nt 种 方式 选取 ， 而 剩 下 的 
诸 个 a 则 与 它们 有 关 . 这 看 起 来 眼熟 吗 ? 一 般 来 说 ， 


aj = Q(j+k) mod m, O<j<m 


的 解 使 我 们 将 9% 与 25 +e) mod m 等 同 起 来 《对 人 = 1,2,- 而 我 们 知 
道 ， 对 于 模 mn 来 说 ， 的 倍数 就 是 {0, d, 2d,--- ,m — d} : oe 
d=ged(k,m) ， 这 样 一 来 ， 一 般 的 解 是 独立 地 选取 40;… ;44_-1 ， 然 后 取 
oj 二 Qj-d (对 di<m) .于 是 有 nz 个 解 . 


我 们 刚刚 证 明了 











mN(m,n) = 》 ngcd(k,m). 


0<k<m 


这 个 和 式 可 以 简化 ， 因 为 它 仅 包 含 满 足 "的 项 ns .代入 4 = gcd(k,m) 
就 得 到 


] 
N(m, = 一 >》 g > 1 = gcd(k,m, 
m,n n la cd(k,m)] 


d\m O<k<m 


= =D nd 2 [KaL727d 


m O<k<m 


= eS nd 2 | [A Lm /d]. 


d\m 0<k<m/d 
(可 以 用 大 代替 总 4 ， 因 为 必定 是 4 的 倍数 . ) 最 后 ， 根 据 定义 有 
kim /d| = v(m/d, ee À : 
AMIE MD ey a pera se oe Talk A 


1 m REN 
(m.n) = 一 》 nity [= )= 一 = y(d)n™ d (4.63) 
m m 
d\m d\m 





0<k<m/d 


1 x ota 
例如 ， 当 m = 4 H n=? 时 项 链 的 个 数 是 rhs XZ 
， 正 如 我 们 所 猜测 的 那样 . 


由 麦克 马 洪 和 式 所 定义 的 数值 Nm.) 并 不 非常 显明 地 就 是 整数 ! 我 们 
来 尝试 直接 证 明 


2 (d\n™/4 = Q | (modm), (4.64) 


而 不 用 它 与 项 链 有 关 的 线索 . 在 m 是 素数 这 一 特殊 情形 ， 这 个 同 余 式 
tehy Jy n? + (p-— l)n =0 (modp) ， 也 就 是 转化 为 nr? =n . Æ (4.48) 中 
我 们 已 经 看 到 ， 这 个 同 余 式 是 费 马 定理 的 男 一 种 形式 . 这 样 一 来 ， 
(4.64) BEX =p RM, RATEI WEE A eS re ET SE Ae BOT 
的 推广 ，“《 欧 拉 的 推广 (4.50) 22 DAHA.) 


我 们 已 经 对 所 有 的 系数 模 证 明了 (4.64 ， 所 以 现在 来 观察 剩 下 来 的 最 
小 情形 mr = 4 .我 们 必须 证 明 








ni+n2+2n=0 ( mod4). 
WOR BAIA IPRS FE BBO Ay TT, ERA RAD. WR n ETS 
数 ， 则 左边 全 部 三 项 都 对 模 4 同 余 于 0， 所 以 它们 的 和 亦 然 .如 果 n 是 奇 


Hw, Wnt 与 n? 均 同 余 于 1， 而 2n 同 余 于 2， 从 而 左边 对 模 4 同 余 于 


1+1+2， 对 模 4 也 同 余 于 0， 我 们 就 完成 了 证 明 . 


让 我 们 胆子 再 大 一 点 ， 来 尝试 m= 12 的 情形 . m 的 这 个 值 应 该 值得 关 
注 ， 因 为 它 有 多 个 因子 ， 其 中 包括 一 个 素数 的 平方 ， 而 且 它 还 比较 小 . 
(这 也 是 个 好 机 会 ， 我 们 有 可 能 将 对 12 的 证 明 推 广 到 对 一 般 的 m 的 证 
明 . ) 我 们 必须 证 明 的 同 余 式 是 


9 6 í ‘ k ‘ 9) — 1 A) 
n? +n? + Int + In? + 2n? + 4n =O ( mod 12). 


现在 会 是 什么 ?根据 (4.42) ， 这 个 同 余 式 成 立 当 且 仅 当 它 也 对 模 3 和 

模 4 成 立 . 我 们 来 证 明 它 对 模 3 成 立 . ARA (4.6 对 素数 成 立 ， 所 以 
Aj n° + 2n 三 0(mod3) ， 仔 细 观 察 发 现 ， 可 以 将 这 个 事实 用 于 对 更 大 的 和 
式 的 项 进行 分 组 : 











12 6 5..4 73 ee 
n +n +2n +2n + en + 4n 


12 5,4) 3 


= {n“ + 2n ) + (nê 十 27 ») + 2(n 十 2n) 


三 0 十 0 十 2x0 三 0 (mod3). 
所 以 它 对 模 3 成 立 . 


我 们 完成 了 一 oP. 可 以 利用 同样 的 技巧 对 模 4 证 明 同 余 式 . 我 们 已 经 证 
明了 nt +n + 2n = 0 (mod 4), 所 以 就 用 这 一 模式 进行 集 项 : 





12 6 R 4 5,.3 9.2 
n +n +2n + 2n” + 2n + 4n 


r-12 à A Ey y 5.) 
一 (n! +n? + 2n?) + 2(n* +n? + 2n) 


=0+2x0=0 (mod4). 
对 m = 12 的 情形 证 明 完毕 . 
QED®:; 相当 容易 就 完成 了 . 

















6QED 原 来 是 拉丁 文 quod erat demonstrandum 的 缩写 ， 意 思 是 “证 明 完 毕 ”. 这 里 作者 在 证 明 完 成 
之 后 以 访 谐 的 语气 将 QED 人 解释 为 英文 短语 quite easily done. 








到 目前 为 止 ， 我 们 已 经 对 素数 mm AILA m =4 以 及 m= 12) 证 明 
了 我 们 的 同 余 式 ， 现在 来 尝试 证 明 COR ae on. 为 了 具体 起 见 ， 我 
(TAT PBC ET AM PA = PY. IRE (4.64) 的 左边 就 是 





n? 十 plp)” +olp n? + v(p*)n 


=n? 十 (p 一 1)mP + pi — p)n? + (p? — p*)n 

= (n n’) p(n? — n?) 十 p(n? —n)+ pen. 
如 果 我 们 能 证 明 zz 一 nr? 可 以 被 p? 整除 ，mz 一 7 可 以 被 p” 整除 ， 以 
Ben? —n 可 以 被 整除， 那么 就 可 以 证 明 上 式 对 于 模 D 同 余 于 0， 因 为 
EGE PA one bak p RRR. MRE EE Aes, RNA 
n? =n (modp), PRU Pp BBR P-n, WEEP ea, EE 


n? = n + pq. 


现在 将 两 边 取 己 次 时， 将 右边 按照 二 项 式 定理 〈 我 们 将 在 第 5 草 里 遇 到 
它 ) 展开 ， 并 重新 把 项 分 组 ， 这 就 给 出 


1 p-1{ FE 2 p-2[ P 
n” = (n+ pq)? =n? + (pg) nr? (1) + (pq)’ni es 


=n? + pQ, 


这 里 @ 是 另外 某 个 整数 . ERE, FABLE? ， 因 为 第 二 项 里 
P 

a ， 而 且 因 子 (p4)” 出 现在 接 下 来 的 所 有 项 中 . 所以， 我 们 发 现 

P 整除 n? n. 


再 次 在 两 边 取 了 次 蜗 ， 展 开 并 重新 组 项 束 得 到 








nP = (n? + pQ) 
= n? J (p Q)!n?P-1) (1) + (p? Oy 2 nP(P- 2) 日 ee aide 
— p? 3 
=n! +p Q, 





这 里 Q 为 另 一 个 整数 . MA P ER n n. BLE ER Tem =P yy 
证 明 ， 因 为 已 经 证 明了 PP 整除 (4.64) 的 左边 . 


此 外 ， 我 们 还 可 以 用 归纳 法 证 明 ， 对 某 个 最 后 的 整数 D (说 它 最 后 是 因 
为 我 们 用 尽 了 字体 ) 有 


k k I 站 
n? =n? 十 ped, 


nP" 三 PP | mod p* ), k>0. (4.65) 


这 样 (4.64) 的 左边 ， 也 即 


， k 大 一 工 、 Pan | k—2, = . : 
(n? =n?” 十 pl 一 nf?  )+---+ p" il (np 一 n) + pen 


能 被 D 整除， 所 以 它 对 模 PS 同 余 于 0. 

我 们 几乎 就 要 完成 了 .既然 已 经 对 素数 晕 证 明了 〈4.64) ， 所 有 剩 下 来 
的 就 是 要 证 明 ， 假 设 该 同 余 式 对 Ti 和 ma AB, MA EX m= mime 
(这 里 milm:) 也 成 立 . 我 们 检验 m = 12 的 情形 是 分 解 成 由 = 3 和 

m= 4 的 情形 来 做 的 ， 这 鼓舞 我 们 相信 此 种 方法 将 会 奏效 . 

我 们 知道 ”函数 是 积 性 的 ， 所 以 可 以 记 


yl d\n™4 = : v(ddy \n™m2/dıd2 





d\m d,\m, .d2\ma2 
Peas f G Jd, \ m2/d2 
= vo(d1) »(dy)(n™/%) . 
| ya 
di\mi da\ma 





但 是 内 和 对 于 模 m 同 余 于 0， 因 为 我 们 已 经 假设 了 (4.64) 对 me wk 
立 ， 所 以 整个 和 式 对 模 m2 同 余 于 0. 根据 对 称 性 ， 我 们 发 现 整个 和 式 对 
模 mi 也 同 余 于 0. 从 而 根据 《〈4.42) 可知， 它 关 于 模 m 同 余 于 0. 证 明 


p> 
完毕 ， 








习题 
热身 题 
1 对 1<k<6，, 恰 有 上 个 因子 的 最 小 正 整 数 是 什么 ? 
2 证 明 gcd(m,n) "lem(m,n) = mn， 并 在 nmod m #0 时 利用 这 个 恒 等 
式 ， 从 而 用 lemtn mod m,m) RIR emim, n), ezm: AAA (4.12) ， 
(4.14) WR (4.15) . 
3 设 7(7) ANB r 的 素数 个 数 . 证 明 或 推翻 : 

w(x) — a(x — 1) = [cr eH], 

01 0 —1 0 


4 RE 





a 
人 
5 HLM RÆ (4.33) 的 2x2 和 矩阵 时 ， 求 L* 和 RE 的 简单 公式 . 
6 a=) mod0) 的 含义 是 什么 9 


7 十 个 标号 1 一 10 的 人 如 同 在 约瑟夫 问题 中 那样 排 成 一 个 圆 图 ， 每 陋 
m 一 1 个 人 处 死 一 人 . (m 的 值 可 以 比 10 大 得 多 . ) 证 明 : 对 任何 ， 
前 三 个 死去 的 人 不 可 能 是 10、 上 入 二 1 依照 这 个 次 序 ). 


8 正文 中 考虑 的 剩余 系 (7 mod 3,7 mod 5) 有 如 下 令 人 不 解 的 性 质 : 13 
对 应 (1,3) ， 它 看 起 来 几乎 是 相同 的 .说明 怎样 求 出 所 有 这 种 巧合 的 例 
子 ， 而 不 用 把 所 有 15 对 剩余 都 计算 出 来 ， 换 句 话 说 ， 束 是 求 同 余 式 


l0r +y = xz (mod3), 10r +y = y (mod5) 


所 有 相关 的 解 . 提示 : 利用 事实 10u 二 6v 三 4 (mod3) 以 及 


10u + 6v = v (mod5). 








9 证 明 (3” —1)/2 是 奇 的 合 数 . 提示 : 37 mod 4 等 于 什么 ? 


10 计算 (999). 
11 找 一 个 具有 如 下 性 质 的 函数 ">) : 
gin) f(k) & f(n) = >》 o(k)g(n — k). 


O<k<n Oskan 
《这 与 默 比 乌 斯 图 数 类 似 ， 见 〈4.56) . ) 


p(k )g(d/k). 


12 化 人 简 公 式 pam Dame 


13 ”如 果 一 个 正 整 数 n 对 任何 m > 1 都 不 能 被 m 整除 ， 那 么 称 它 是 无 
平方 因子 的 (squarefree》. K n 是 无 平方 因子 数 的 一 个 必要 且 充 分 条 


’ 


a 用 n 的 素数 窜 表 示 (4.11) 来 表 出 这 个 条 件 ; 
b 用 Hlin) 表 出 这 个 条 件 . 

基础 题 

14 证 明 或 推翻 : 








a gcd(km, kn) = k ged(m, n): 
b lem(km, kn) = klem(m,n). 


15 ”每 个 素数 都 能 作为 某 个 网 几 里 得 数 en 的 因子 出 现 吗 ? 

16 前 n 个 网 几 里 得 数 的 倒数 之 和 是 什么 ? 

17 设 太 是 “ 费 马 数 " 2”+1. 证 明 ， 如 果 m <n， 那 么 fmlfn. 
18 证 明 ， 如 有 果 2 交 +1 是 素数 ， 那 么 EN. 

19 当 是 正 整数 时 ， 证 明 下 面 的 恒等式 ; 








提示 : 这 是 一 个 技巧 问题 ， 其 答案 非常 容易 . 


20 ”对 每 个 正 整 数 n 都 存在 一 个 素数 P， 使 得 <P 了 Ps 2n. (这 本 质 上 

就 是 “ 贝 特 朗 假设 "， 约 瑟 夫 : 贝 特 朗 在 1845 年 对 nn < 3 000 000 做 了 验 

证 ， 而 切 比 雪夫 则 在 1850 年 对 所 有 的 证 明了 这 一 假设 .〉 利 用 贝 特 朗 
ob 2 9 | ... 

假设 证 明 : 存在 一 个 常数 上 = 1.25 ， 使 得 数 [2 2 de ge ae | 


是 素数 . 
21 w Phn TRA. KAA K 使 得 
10™ A) nee 10" | = py 


22 {1111111 1111111111112 RAM. 证 明 ， 在 任何 基数 b 下 ， 
(1.… 了 1s 仪 当 1 的 个 数 是 系数 时 才 有 可 能 是 系数 . 


这 是 对 斜视 的 一 种 测试 吗 ? 
23 ”对 正文 讨论 =n) 时 涉及 的 直 尺 函数 AI 给 出 一 个 递归 式 . 证 明 
PUK) 与 有 个 圆 盘 的 河内 塔 的 2 一 1 次 移动 中 的 第 大 步 所 移动 的 那个 贺 
盘 有 关联 Cl1<k<2"—-1), 


24 用 tn) ( 它 是 n 用 了 进 制 表示 时 各 位 数字 的 和 ) 来 表示 PD), 
由 此 对 (4.24) 进行 推广 . 


看 啊 ， 妈 妈 ， 我 学 会 了 横向 做 加 法 . 


25 如 果 m\n 且 m1n/m ， 我 们 称 m 精确 整除 n 并 记 之 为 mT\\n. Bil 
如 ， 在 正文 讨论 阶乘 因子 时 ，P?””\\m1 证明 或 推翻 如 下 命题 : 


a 如 果 kim, 则 k\ \n 日 m\ \n 心 km\ \n . 








b 对 所 有 mn >O0, Wø gcd(m, n)\\m. , 或 者 gcd(m, n)\\n 
26 ”考虑 满足 mn < NN 的 所 有 非 负 最 简 分 数 WW/n 组 成 的 序列 9v .例如 


了 
Pie 7S 5s As seek Pe ae aes a a PP 1: 


是 否 只 要 在 Gy H m/n 恰好 排 在 /Ww 的 前 面 ，mn — mn! = 1 就 为 真 ? 


27 ”以 Stern-Brocot 数 系 中 用 志和 所 给 出 的 表示 法 为 基础 ， 给 出 一 个 简 
单 的 法 则 来 对 有 理 数 进行 比较 . 


28 7 的 Stern-Brocot 表 示 是 

= OLR’ LR? LRLR? LR LRÝLĽR.--.-. 
利用 它 求 出 r 的 所 有 分 母 小 于 50 的 最 简单 的 有 理 近似 . 7 是 其 中 之 一 
吗 ? 
29 正文 描述 了 0-1) 中 的 二 进 制 实 数 (.518253…)2 与 10.cc) 中 的 Stern- 
Brocot 实 数 a = B152B3… 之 则 的 对 应 关系 . 如 果 I 对 应 于 a 且 T#0， 
那么 与 1 一 z 对 应 的 数 是 什么 ? 
30 a ey 命题 《中医 剩余 定理 ) : 设 ml a mr ERG X} 


l<7<k Sr 有 mjlmye ， Yem=my---m,, X U, Ar, A 都 是 整 
2 MARERE HE a, EA E odma) ， 1<k<r 以 及 
a<A+m. 


31 一 个 用 十 进 制 表 示 的 数 能 被 3 整除 当 且 仅 当 它 的 各 位 数字 之 和 能 被 3 
整除 . 证明 这 个 广为人知 的 法 则 ， 并 对 它 进行 推广 . 


为 什么 Euler 的 发 音 是 Oiler， 而 Euclid 的 发 音 却 是 Yooklid? 




















32 通过 推广 〈4.47) 的 证 明 来 证 明 欧 拉 定 理 (4.50) . 


33 证 明 ， 如 果 Som) 和 gtm) 是 积 性 函数 ， 则 "a POMA 
TRAA. 


34 证 明 (4.56) 是 (4.61) 的 特例 . 


作业 题 
35 4m 和 nn EWE MAD ERR, Wel min) 是 满足 关系 式 
I(m.,n)m+ I(n.m)n = ged(m,n) 


的 函数 . ALA, Æ (4.5) 中 有 (m,n) = m’ 以 及 Tn,m)=n , I(m,n) 
的 值 是 m XF n 的 一 个 逆 元 . REN m,n) 的 递归 式 . 


(Vv /10) = {m 十 nvV/10 





36 考虑 集合 mn 是 整数 }， 如 果 m2 0n? H, 

数 m+nvV10 称 为 一 个 单位 ， 这 是 由 于 它 有 逆 元 〈 也 就 是 由 于 

(m+nvV10) x +(m—nv10) = 1 ) 例如，3 十 V10 是 一 个 单位 ， 且 

19 一 6V10 亦 然 . 成 对 相抵 消 的 单位 可 以 插入 到 任何 分 解 式 中 ， 所 以 可 

以 忽略 它们 Z(V10) 中 的 非 单位 数 称 为 素 元 (prime) » 如果 它们 不 可 
能 写成 两 个 非 单位 数 的 乘 es 证 明 2, 3 以 及 4 士 Y ‘10 都 是 Z(V10) 中 的 素 

JG. 提示; 如 果 2= (k + 1v10) ) x (m + nv10) , WBA 

4 = (k? — 101°)(m* — 10n*) ， 此 外 ， 任何 整数 的 平方 对 于 模 10 同 余 于 0， 1, 

4,5, 6 或 者 9. 





1 | 1 
37 证 明 (417) ， 提示 : 证 明 ” 人 ”4 ， 并 考虑 


D ln En 一 = 


38 证 明 : wWRalb Ha>b>0, MA 
gcd(a™ — b™ a” — b”) = amin) _ pecdimn) Qem<n. 
《所 有 变量 均 为 整数 . ) 提示 : 利用 欧 几 里 得 算法 . 
39 i Sim) 是 满足 下 述 条 件 的 最 小 正 整 数 n : 存在 递增 的 整数 序列 


m = aj < ag <5 8 a =n, 


使 得 102° u 是 一 个 完全 平方 数 . (如 果 m 是 完全 平方 数 ， 我 们 可 以 








=1URn=m. ) 例如 ，s02) =6 ， 因 为 这 样 的 最 好 序列 是 al = 2 
=3, a=6, 我 们 有 


n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1l 12 
S(n) 1 6 


证 明 : 只 要 Q < 1 一 m’ ; 就 有 > (m) £ S (m h . 
40 WÈ n 的 P 进 制 表 示 是 (am…Q100)p ， 证 明 
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1) ; 、 
n! /p* pint) = (1) at ---aylag! (modp). 


(Aime nl SHS AAMAS P. "= PIPER A BUR DE 
Hs) 


BURA EH: “Yb, AS BET KR.” 

















41 


a 证明， 如果 pmod4—3, ， 则 不 存在 整数 使 得 了 整除 +1， 提示: 
利用 费 马 定理 . 


b 证 明 ， 如 果 P 了 Pmod4= 1， 就 会 存在 这 样 一 个 整数 . 提示 : 将 (一 册 ! 
(p—1)/: 

大 (PP 一 v) 、 hate 

写成 (I 并 考虑 威尔逊 定理 . 


42 考 卉 表示 成 最 简 形 式 的 两 个 分 数 /和 w/w ， 证 明 ， 当 它们 的 和 
mjn +m’/n’ 化 为 最 简 4 ae 其 分 母 等 于 nn ' 的 充分 必要 条 件 是 nin’ 

. HAZ, (n+ m'n)/nn 己 经 就 是 最 简 分 数 的 充分 必要 条 件 是 nn 与 
n 没有 公 因 子 . 


43 ”在 Stern-Brocot 树 的 第 太 层 有 2* 个 结 点 ， 它 们 与 算 阵 
LELER,- ,RR 对应. EBA: 这 个 序列 可 以 从 LE 出 发 ， 然 后 通过 相继 
用 


来 乘 它 得 到 fl <n<2*) ， 这 里 p(n) 是 一 个 直 尺 函数 . 


广播 :“...... 投 手 Mark LeChiffre 打 出 一 个 两 分 全 人 垒 打 ! Mark 此 前 的 击 球 率 为 0.080, 今天 
得 到 了 他 本 年 度 的 第 二 次 全 令 打 . ”这 里 有 说 错 的 地 方 吗 ? 7 


























| 7 这 个 说 法 有 误 . 因为 此 前 他 只 击 中 过 一 次 ， 故 而 其 击 球 率 应 该 是 一 个 形 如 ]， MEE E 但 无 
论 刀 是 哪 一 个 正 整数 ， 0.080 都 不 是 1/ 的 适当 的 近似 值 ， 因 为 保留 三 位 小 数 我 们 有 
1/12 = 0.083 3 过 大 了 ,而 14/ 13 x0. 077 又 过 小 了 . 





























44 ”证明 ;一 个 平均 击 球 率 为 0.316 的 棒球 运动 员 必定 至 少 击 球 19 次 ， 
(如 果 他 在 n RRA A m 次 击 中 ， 那 么 m/n E [0.3155..0.3165) . ) 


45 Z9 376 有 一 个 很 特别 的 自生 性 质 

9 3762 = 87 909 376. 
有 多 少 个 四 位 数 z 满足 方程 一 mod 10000 = x ? 
有 多 少 个 位 数 PENTE r mod 10" = x ? 


46 





a 证明: men =148 në = 1 (modm) , WA ned) = 1, 
b 证 明 : MRn>1, M2" Al (modn) . 提示: 考虑 的 最 小 素 因子 . 


47 WEH: 如 果 n” 三 1 (modm) ， 且 对 所 有 满足 Plm 一 1) 的 素数 都 有 


n(™-D/p ¥1 nears) >, IBA m EEH. 提示 : 证 明 ， 如 果 这 个 条 件 成 
YM, 那么 对 1 入 上 <7mm， ee mod m 都 是 各 不 相同 的 . 


48 i 
尔 逊 定理 (4.49) . 


49 RN) Bil <m<N, 1<Sn< NUR mln 的 整数 对 (m,n) 
PBL. 


a 用 下 函数 表示 RN) 


bp aeag RON) = Day N/A) 


50 设 m 是 一 个 正 整 数 ， 叉 设 


2ri/m 


w = eY™ = cos(27/m) + isin(27/m). 
HF w= =1, RITH w 是 一 im 次 单位 根 (root of unity) . 事 
XE, må 个 复数 内 wy yo SN ol im 次 单位 根 ， 因 


H (uf) =e" =1， 这 样 一 来 ， 对 0<k<m，z 一 wk 都 是 多 项 式 
> 1 的 因子 ， 由 于 这 些 因子 是 各 不 相同 的 ， 所 以 ”1 在 复数 范围 内 
的 完全 分 解 式 必定 是 


造成 不 团结 的 根源 (roots of disunity) 是 什么 ? 


IT &- 


O<k<m 











ie Wiz) = (2 =W] 
a 设 ij one š (GAA Y \ | m, ) 次 多 项 式 称 为 m 次 分 ` [a] 


zm _ 1 = lI wal A 
多 项 式 . ) 证 明 d\m i 


Wm | =|] (x4 O hi 
b 证 明 d\m j ; 


考试 题 

51 ”通过 用 多 项 定理 展开 (1 +1+… 十 1? 来 证 明 费 马 定理 (4.48) . 
52 BnM rækt, Hr lee si n WOE (1 除外 ) , RKP ZH 
个 素数 ， 证 明 诸 数位 一 1Z 一 1 hen eee a ee 
倍数 . 


53 求 所 有 满足 Tn — DI/(n + 1 的 正 整 数 n. 
54 手工 计算 ， 确定 1000! mod 107” 的 值 . 


55 设 忆 是 前 /个 阶乘 的 乘积 | ,名 ， 证 明 ;， 对 所 有 正 整数 ，， 


/ 1 
Pon/ Pn 都 是 整数 . 


56 证明 
2n—1 n—1 
(1 nes) (I (Qk + i) 
k=1 k=1 
we QIN Fe 


57 设 S(m,n) EJ Æ m mod kk +n mod k > k PRA REM k ARKE 
合 ， 例 如 ， $(7,9) = 2,4,5,8, 10, 11,12,13, 14,15,16, EBA 


X ylk) = mn. 


keES(m.n) 


= ‘ y(d) = y(d) |n/d ; 
提示 : 首先 证 明 ee n ee i a >1 mm i a , 然后 考虑 
lím + n)/d| —|m/d] — |n/d] . 


a f(m) = f an ; ps 
58 gS ant, R An) 是 2 的 军 的 一 个 必要 且 充 分 条 件 . 


附加 题 


59 证 明 : 如 果 z ,zn EE L/T t+ l/a = 1 KERR, MBA 
max(z1,… ,zn) < en 。 提 示 ， 用 归纳 法 证 明 下 面 更 强 的 结果 : “如 果 
1/71 +: +1/In+1/a=1, $p T1, ,zn 是正 整数 ， 而 a 是 

> max(7T1,… ,Zn) K—7 APPR, MBA atl Sensi H 

T1°+*In(at+1) Ley---epeny ” ( 它 的 证 明 是非 平 凡 的 . ) 


60 证明: 存在 一 个 种 数 己 ， 使 得 (4.18) 只 给 出 素数 .你 可 以 利用 如 


F《〈 极 不 平凡 的 ) 事实 ;如果 “> 11， 则 对 所 有 充分 大 的 忆 ， 在 了 与 
P+P 之 间 必 存在 一 个 素数 . 


61 WEW: WR m/n, m/n 和 m/w Fy 中 相 邻 接 的 元 素 ， 那 么 





m” = |(n+N ) /n"] m — m, 


n” = | (n+ N)/n'|n’—n. 


0 1 
(借助 这 个 递归 式 ， 我 们 可 以 从 1 和 出 发 按照 次 序 计算 Fy 中 的 元 


P h 


62 在 二 进 制 数 > Stern-Brocot 对 应 关系 中 ， 哪 一 个 二 进 制 数 与 e 对 
(把 你 的 答案 表示 成 一 个 无 限 和 式 ， 你 不 必 将 它 计 算 成 封闭 形 
式 . ) 


63 仅 利 用 这 一 章 的 方法 来 证 明 : 如 果 费 马 大 定理 (4.46) 是 错 的 ， 那 
么 使 得 它 不 成 立 的 最 小 的 n 必定 是 一 个 素数 . (可 以 假设 当 n = 4 时 
(4.46) 成 立 ，) 此 外 ， 如 果 a? + 如 二 oP 是 最 小 的 反例 ， 证 明 对 某 个 整 
数 m 有 














Mit © 2 ™"/2 必须 非常 大 . 提示 : 设 z=a+b， 并 注意 到 


gcd (x, (a? + (x — a)?)/r) = gcdlz., pa?! ) 


64 BRAN 的 及 尔 斯 序列 Py 是 由 符号 ”< ?或 者 " = ”分 隔 开 的 无 限 分 数 
P, CARMEM 20K SN KHADA m/n (包括 没有 化 简 的 
分 数 ) . 它 是 由 如 下 形式 的 开头 部 分 递归 定义 的 

2 3 4 5 6 T 8 9 10 

Pp=-<-<-<-<-<-<-<-<-<-<—c-::: 
] l l l l l l l l 

N1, RATI NETRA k > 0 E Py 的 第 kN 个 符号 前 插入 两 个 
符号 来 构造 出 w+1 .这 两 个 插入 的 符号 是 


k-1 i 
Esa S kN 是 奇数 
N4l = 

P Kol AN 是 偶数 . 
J ae (a 





这 里 “wy 表示 Py 的 第 7 个 符号 ， 当 j 是 偶数 时 ， 这 个 符号 或 者 是 “< 
"或 者 是 “= ” MI 是 奇数 时 ， 它 将 是 一 个 分 数 ， 例如， 


oO 
© 
— 
N 
— 
W 
A 
N 
LA 
Cn 
>) 
Oo 
人 
O 
= 
an 











人 
| 
OU 

3 = 一 = 二 = 一 < 二 < 一 < 二 < 一 = 二 = 一 < 二 < 一 < 二 < 一 = 二 = 一 < 一 < 一 <… 
e ee ee 0 a N E 
Oh 10 a e BO ail Ds SOS De AD AR ese Pee Se S 

4 =D SS Et er << << Ee Ss SF Et er < << > 
DA sor Ay TAL ee oe ia De es 24: 
Or 20E Oe 0 

2 = 一 = 一 = 一 = 一 = 一 < 一 < 一 < 一 < 一 < 一 = 一 < 一 < 一 < 一 < 一 < 一 = 一 =….， 
2 403 Sh A 3 SPs “DGS sia Ae TD! 
人 

2 = 一 = 一 = 一 = 一 = 二 = 一 < 一 < 一 < 一 < 一 = 二 < 一 < 一 = 二 = 一 < 一 < 一 = 
2 AO Oe Bl ls 365 Gas AS 26M Sb “Yd IG B24 ST 


《相等 的 元 又 以 略微 特殊 的 次 序 出 现 . ) 证 明 : 由 上 面 的 法 则 所 定义 的 
符号 <” 和 ”* = "正确 地 描述 了 皮尔 斯 序列 中 相 邻 分 数 之 间 的 关系 . 


研究 题 

65” 欧 几 里 得 数 on 全 都 是 无 平方 因子 数 吗 ? 

66 HEAR DL — 1 全 都 是 无 平方 因子 数 吗 ? 

67 对 于 所 有 的 整数 序列 0 < a … < w ， 证 明 或 推翻 


max ax/ ged (aj ak) 2 n 
l<j<ksn ` : 











69 设 是 第 Tl FBR. 证 明 或 推翻 Fl = Pa = ø) (log P)? | 
70 ”是 否 对 无 穷 多 个 n H ln!) = 52(n1)/2? 


71 证明 或 推翻 : WER AL, WUE n> 1, W 2" =k (modn) ， 这 
样 的 有 无 穷 多 个 吗 ? 


72 ”证明 或 推翻 : 对 所 有 整数 a， 存 在 无 穷 多 个 n ， 使 得 ?| n)\(n + a) 








73 ”如 果 法 里 级 数 
A = ( eed wal) one , F,(®(n))) 


的 O(n) + 1 项 较为 均匀 地 分 布 ， 我 们 可 以 期 待 有 五 mW © ME) .于 


b(n) ae a 
fe, ARPO = Dig Falk) k/a On)| 直 接 度量 了 “ 万 偏离 一 致 分布 
的 程度 "， 对 所 有 = > 0 Din) = O(n!) 是 否 为 真 ? 





74 4p œk, 4 {0! mod 1! mod p,--- ,(p— 1)! modp} 中 近似 
地 有 多 少 个 不 同 的 元 素 ? 


5 二 项 式 系数 BINOMIAL 
COEFFICIENTS 


让 我 们 小 惑 一 会 儿 .， OP LER. TH. BS? 函数 以 及 上 函数 的 和 式 ， 
我 们 在 前 面 几 间 里 已 经 看 到 了 其 中 之 艰难 . 现在 我 们 来 研究 二 项 式 系 
数 ， 事 实证 明 它 在 应 用 中 更 加 重要 ， 又 比 所 有 其 他 的 量 更 容易 处 理 . 


我 们 真 和 幸运 ! 























5.1 基本 恒等式 BASIC IDENTITIES 


a eee eee ee 
们 要 考察 的 一 个 重要 的 性 质 ， 即 二 项 式 定理 . 我 们 将 此 符 写 读 作 “n 选 
Bik”. 这 种 常用 说 法 来 自 于 它 的 组 合 解释 一 一 它 是 从 一 个 有 nn TICK 
的 集合 中 选取 个 元 素 作成 子 集 的 方法 数 . 例如 ， 我 们 可 以 用 6 种 方式 
从 集合 由 2 3 4 中 选取 两 个 元 素 ， 
也 可 以 说 成 是 nn 件 物品 中 一 次 取 太 件 的 组 合 . 


{1,2} , {1,3} , {1,4}, {2,3}, {2,4}, {3,4}; 


所 以 BD 








n 


SEPAN FARETE 全， 最 容易 的 外 法 龙 ， 首 先 确 定 从 有 局 个 
元 素 的 集合 中 选取 大 个 元 素 的 序列 〈 而 不 是 子 集 ) 的 个 数 ， 对 序列 来 

说 ， 要 考虑 元 素 的 次 序 ， 我 们 利用 在 第 4 章 里 用 过 的 相同 方法 来 证 明 ni 
Jn 个 物体 的 排列 数 ， 对 该 序列 的 第 一 个 元 素 有 n 种 选择 ， 对 第 一 个 元 
素 的 每 一 种 选择 ， 对 第 二 个 元 素 有 n 一 1 种 选择 ， 如 此 下 去 ， 直 到 对 第 
k 个 元 素 有 nn 一 +1 种 选择 ， 这 总 共 给 出 n(n 一 了 …(n — k + 1) = nÈ Bh 
选择 ， 由 于 每 个 元 素 组 成 的 子 集 都 恰好 有 A 种 不 同 的 排序 ， 所 以 序列 
的 个 数 对 每 一 个 子 集 恰 好 计算 了 局 次 ， 为 得 到 答案 ， 只 需要 直接 用 及 


来 除 : 
| n(n —1)---(n—k+4+1) 
i RT 





例如 ， 





这 与 我 们 前 面 的 计数 吻合 . 


我 们 称 n 是 上 指标 (upper index) ， 而 称 大 是 下 指标 Cower index) . 
根据 组 合 解释 ， 指 标 仅 限 于 取 非 负 整 数 ， 因 为 集合 的 元 素 个 数 不 为 负数 
或 者 分 数 . 但 是 ， 除 了 组 合 解释 之 外 ， 二 项 式 系 数 还 有 许多 用 途 ， 所 以 
我 们 要 去 挥 对 它 的 某 些 限制 . 事实 表明 ， 最 有 用 的 是 允许 上 指标 取 任 意 
的 实数 (甚至 复数 ) ， 下 指标 取 任 意 的 整数 . 这 样 一 来 ， 正 式 的 定义 整 
取 如 下 的 形式 : 


rr- e r-k+) _ . 
GH kk-De Qk i 
0, 整数 上 < 0. (5.1) 


这 一 定义 有 若干 值得 关注 的 特点 ， 首 先 ， 上 指标 称 为 ， 而 不 是 ma; F 

母 强调 这 样 的 事实 : 这 个 位 置 上 出 现任 意 实数 ， 二 项 式 系数 都 是 有 意 
= (—1)(—2)(-—3)/(8 x 2x 1)=-1 

si, pim) DCA — ， 这 里 不 存在 组 合 解 

释 ， 但 是 事实 表明 + = -1 是 一 个 重要 的 特殊 情形 ， 事 实 也 表明 ， 像 

r= 一 /2 这样 的 非 整数 指标 是 有 用 的 ， 











ee eae ae ee ee 
P, AULA E fe eA A. 


第 三 ， 我 们 并 没有 对 非 整 数 的 下 指标 定义 二 项 式 系数 . 对 此 也 可 以 给 出 
人 


最 后 的 注 记 : 我 们 在 定义 的 右边 给 出 了 “整数 上 > 0 "以 及 “整数 上 < 0* 的 
限制 ， 这 样 的 限制 会 出 现在 我 们 要 研究 的 所 有 恒等式 中 ， 从 而 使 得 可 应 
用 的 范围 清晰 明了 .一 般 来 说 ， 限 制 得 越 少 越 好 ， 因 为 没有 限制 的 恒 等 
式 是 最 有 用 的 ;再 者 ， 任 何 适 用 的 限制 都 是 该 恒等式 的 重要 部 分 ， 处 理 
二 项 式 系数 时 ， 暂 时 忽略 难以 记 住 的 限制 条 件 ， 再 来 检查 违反 了 什么 没 
有 ， 这 样 做 会 更 容易 一 些 ， 但 核查 是 必 不 可 少 的 . 








n 


Ce ae Or eee ee ee 


n 


认为 它 永 远 是 1 但 是 仔细 观察 定义 〈5.1) MSHA, /NÄ n0 








=o 
时 才 等 于 1 (假设 n 是 整数 ) ， 而 当 n<0 时 有 C) 。 这 样 的 陷阱 可 
以 《也 应 该 ) 使 生活 有 点 冒险 性 . 


在 得 到 用 来 驾驭 二 项 式 系数 的 恒等式 之 前 ， 我 们 稍微 观察 一 下 较 小 的 
值 . 表 5-1 中 的 数 构成 了 帕斯卡 三 角形 1 的 开始 部 分 ， 它 是 根据 布 莱 士 :由 
HE (1623—1662) 的 名 字 命 名 的 ， 因 为 他 就 此 写 了 一 部 很 有 影响 的 专 
著 [285]， 表 中 的 空 条 目 实际 上 是 0， 因 为 (5.1) 中 的 分 子 是 零 ， 例 如 





] 
~]=(1x0)/{2x1)=0 
G) 5 ， 留 出 这 些 空 条 目 是 为 了 强调 表 中 其 余 的 数 . 


1 在 中 国 ， 称 它 为 页 宪 三 角形 或 者 杨辉 三 角形 . 1050 一 1100 年 ， 北宋 数学 家 页 宪 融 发 现 了 这 个 
三 角形 ， 而 南宋 数学 家 杨辉 则 在 他 所 著 的 《详解 九 章 算法 》 (1261 年 ) 一 书 中 再 次 给 出 了 这 个 
角形 ， 并 说 明 此 图 来 自贡 完 出 版 于 11 世 纪 的 著作 《 释 锁 算术 》. 他 们 的 发 现 都 远 早 于 帕斯卡 
(1623—1662) 以 及 其 他 国家 的 数学 家 .帕斯卡 在 他 所 著 的 Traité du triangle 

arithmétique (1655 年 ) 一 书 中 介绍 了 这 个 三 角形 (据说 帕斯卡 在 13 岁 即 1636 年 时 就 发 现 了 这 
个 三 角形 ) . 目前 世界 数学 家 已 逐渐 承认 这 一 历史 事实 ， 并 改称 它 为 “中 国 三 角 ”. 








































































































在 帕斯卡 出 生 之 前 许多 世纪 ， 二 项 式 系数 在 亚洲 就 已 经 为 人 所 熟知 0， 不 过 他 当时 无 法 
了 解 这 一 情形 . 


表 5-1 帕斯卡 三 角形 











0 

1 1 

2 2 1 

3 3 3 1 

4 4 6 4 1 

5 5 10 10 5 1 

6 6 15 20 15 6 1 

7 zi 21 35 35 21 7 1 

8 8 28 56 70 56 28 8 1 

9 9 36 84 126 126 84 36 9 1 
10 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1 








n+] 

= -n(n + 1) 
EREN ETE ei 2””” “是 我 们 在 第 
1 章 里 对 三 角形 数 推导 出 来 的 公式 ， 三 角形 数 明 白 无 误 地 出 现在 表 5-1 的 


ies adap E T E E, 
1，4，6，4，1 出 现在 某 个 问题 中 时 ， 我 们 就 会 得 到 线索 : 二 项 式 系数 
可 能 就 隐藏 在 附近 . 


在 意大利 ， 称 它 为 Tartaglia 三 角形 . 


实际 上 ， 由 斯 卡 三 角形 中 的 数 满足 无 穷 多 个 恒等式 ， 所 以 通过 仔细 观察 
就 能 发 现 某 些 令 人 惊讶 的 关系 ， 这 不 足 为 奇 . 例如 ， 有 一 个 奇特 的 “六 
边 形 性 质 ”， 它 可 以 由 表 5-1 中 右 下 角 处 围绕 84 的 六 个 数 56，28，36， 
120，210，126 来 描述 . 由 这 个 六 边 形 的 这 些 数 交错 相 乘 就 得 出 相同 的 
乘积 : 56 x 36 x 210 = 28 x 120 x 126 = 423 360 .如 果 我 们 从 帕斯卡 三 角 
形 的 任何 其 他 部 分 抽取 这 样 一 个 六 边 形 ， 同 样 的 结论 也 成 立 . 


“ 它 有 那么 丰富 的 性 质 ， 这 真是 令 人 奇怪 的 事 . ” 
一 一 帕斯卡 [285] 























现在 讨论 恒等式 ， 这 一 节 的 目的 是 学 习 几 个 简单 的 法 则 ， 利 用 它们 就 能 
解决 绝 大 多 数 与 二 项 式 系数 有 关 的 实际 问题 . 


一 般 情 形 中 可 以 根据 阶乘 来 重新 改写 定义 〈5.1) ， 上 指标 7 是 整数 ， 
它 大 于 或 等 于 下 指标 上 : 








n n! 
= ——— 、 救 数 7 二 大 二 0. 
K TE a i (5.3) 


为 了 得 到 这 个 公式 ， 我 们 只 要 用 (2 — ORS (5.1) 的 分 子 和 分 母 即 
Al. 有 时 候 ， 将 一 个 二 项 式 系数 展开 成 这 种 阶乘 的 形式 是 有 用 的 ， 例 如 
0 0 


阶乘 表达 式 暗 示 在 帕斯卡 三 角形 中 有 对 称 性 ， BET MZ TA A 
问 左 读 都 是 相同 的 . 反映 出 这 个 性 质 的 恒等式 称 为 对 称 (symmetry) 恒 
等 式 ， 可 以 通过 将 上 改变 成 n 一 得到: 





4 -| | Mno, k ERY. 
n-k (5.4) 


这 个 公式 有 组 合意 义 ， 因 为 从 nn 件 物品 中 指定 选取 大 件 物品 就 相当 于 指 
定 了 一 大 件 物品 不 被 选取 . 


在 恒等式 (5.4) 中 ， 限 制 n 和 大 为 整数 是 显然 的 ， 因 为 每 一 个 下 指标 
Ws Are ESL. 但 是 为 什么 不 能 是 负数 呢 ? 例如 ， 假 设 ” =—-1, WA 


HEN 


成 立 吗 ? 不 . 例如， 大 - 0 时 左边 得 到 1， 而 右边 得 到 0. 事实 上 ， 对 任 
何 整数 上 > 0 ， 左 边 都 是 


= {—1){—2)---({—k) y 
( 了 =; ia wal 


它 或 者 是 1， 或 者 是 一 1 ， 但 是 右边 是 90， 因为 下 指标 是 负数 . 而 对 负 的 
大 ， 左 边 是 0， 右 边 则 是 


























a 
它 或 者 是 1， 或 者 是 -1. oe 1 一 A/ 总 是 错误 的 ! 


对 称 恒等式 对 所 有 其 他 的 负 整数 ， 也 都 不 成 立 ， 但 是 不 幸 的 是 ， 这 个 限 
制 太 容易 被 忘掉 了 ， 因 为 上 指标 中 的 表达 式 有 时 候 仅仅 对 其 变量 的 不 明 
确 (但 合法 的 ) 值 是 负 的 ， 每 一 个 处 理 过 二 项 式 系数 的 人 都 会 掉 进 这 个 
陷阱 里 ， 至 少 三 次 ， 


我 只 希望 在 期 中 考试 时 不 要 掉 进 这 个 陷阱 里 . 
但 是 ， 对 称 恒等式 的 确 有 很 大 的 可 取 之 处 : 它 对 所 有 的 大 值 ， 甚 至 对 


大 <0 或 大 > ARO. 《因为 在 这 些 情形 下 两 边 都 为 零 . ) RZ, 
0 太太 nn 时 ， 对 称 性 立即 由 (5.3) 推出 : 



































n n! n! n 
k klnok)! (n=(n-—k) n-k) \n- k l 


下 一 个 重要 恒等式 ， 能 让 我 们 将 一 些 东 西 移 进 或 者 移出 二 项 式 系数 : 


r\ rfr-l 了 
Heal Ani (5.5) 


这 里 对 大 的 这 个 限制 ， 防 止 了 用 0 做 除数 .我们 把 〈5.5) 称 为 吸收 
(absorption) 恒等式 ， 因 为 一 个 变量 在 二 项 式 系数 的 外 面 成 为 累 
袭 * 时 ， 我 们 常常 利用 这 个 恒等式 把 这 个 变量 吸收 到 二 项 式 系数 的 内 
部 .由 定义 (5.1) 可 以 推出 这 个 等 式 ， 因 为 当 k > 0 时 有 

rË = r(r — 14> Yp k!=k(k- 1): má k <0 HAARET. 


WRH k RA GD 的 两 边 ， 就 得 到 一 个 甚至 在 上 =0 时 也 成 立 的 吸收 

















人 恒生 起 
r r-l 
k| |=r ， 天 是 整数 . 
4 5 Gi (5.6) 
这 个 恒等式 也 有 一 个 保持 下 指标 不 变 的 相伴 恒等式 : 
r r-l eg 
oni j= k ) Cee (5.7) 


我 们 可 以 在 两 次 应 用 对 称 性 之 间 使 用 〈5.6) ， 从 而 推导 出 《〈5.7) : 





r r 7 
(0) 7] cast 


Nee” 


r-l 
LEAR (根据 (5.6)) 





a (根据 对 称 性 ) 





稍 等 一 会 儿 ， 我 们 已 经 声称 这 个 恒等式 对 所 有 实 的 7 都 成 立 ， 然 而 刚刚 
给 出 的 推导 却 仅 当 是 正 整数 时 成 立 . 《如 果 我 们 打算 安然 无 盖 地 利用 
对 称 性 质 〈5.4) ， 上 指标 7 一 1 必须 是 非 负 整数 . ) 我 们 违背 数学 规则 


JE? 不 . 这 一 推导 仅 对 正 整 数 7 成 立 ， 这 一 结论 是 正确 的 ， 但 是 我 们 
可 以 断定 ， 这 个 恒等式 对 7 所 有 的 值 都 成 立 ， 因 为 (5.7) 的 两 边 是 关于 
的 上 二 1 次 多 项 式 . 一 个 非 零 的 d 次 或 更 低 次 数 的 多 项 式 至 多 能 有 d 个 
不 同 的 零点 ， 因 此 两 个 这 样 的 多 项 式 〈 它 们 也 有 d 次 或 者 更 低 的 次 数 ) 
LEAF REEDS Fd 个 点 处 为 零 ， 除 非 这 个 差 恒 为 零 . 换 名 话说， 如果 
两 个 a 次 或 更 低 次 数 的 多 项 式 在 多 于 d 个 点 处 的 值 相同 ， 那 么 它们 必定 
处 处 取 值 相同 . 我 们 已 经 证 明了 ， 只 要 了 古 一 个 正 整数 ， 就 有 











r r— 1 
(r —k) =r 

W ig eS ee ree er 
值 ， 它 们 必定 是 完全 相等 的 . 


(是 的 ， 无 论 如 何 我 们 在 这 里 没有 违反 数学 规则 . ) 


我 们 称 上 一 段 中 陈述 的 证 明 方 法 为 多 项 式 推 理 法 (polynomial 
argument) ， 这 一 方法 对 于 将 许多 恒等式 从 整数 推广 到 实数 的 情形 都 是 
BAW, RMSE RABE. 某 些 等 式 ， 像 对 称 恒等式 (5.4) ， 并 
不 是 多 项 式 之 间 的 恒等式 ， 所 以 我 们 不 可 能 永远 利用 这 个 方法 . 但 是 有 
一 些 恒等式 的 确 有 所 需要 的 形式 . 


例如 这 里 的 另 一 个 多 项 式 恒 等 式 ， 它 几乎 是 最 为 重要 的 二 项 恒等式 ， 称 
为 加 法 公式 Caddition formula) : 


es a sa 


Sr 是正 整 数 时 ， 加 法 公式 告诉 我 们 ， 由 斯 卡 三 角形 中 的 每 一 个 数 都 是 
它 上 一 行 中 两 个 数 的 和 ， 其 中 一 个 数 直 接 在 它 的 上 方 ， 男 一 个 则 恰好 在 
它 的 左边 . 当 7 是 负数 、 实 数 或 者 复数 时 这 个 公式 仍然 适用 ， 仪 有 的 限 
制 是 上 是 一 个 整数 ， 这 束 使 得 这 些 二 项 式 系 数 是 有 定义 的 . 


证 明 加 法 公式 的 一 种 方法 是 假设 7 是 一 个 正 整 数 并 利用 组 合 解 释 . 回想 



































一 下 ，\%/ 是 从 一 个 有 7+ 个 元 素 的 集合 中 选取 可 能 的 个 元 素 的 子 集 的 
个 数 . 如 末 我 们 有 个 鸡蛋 组 成 的 集合 ， 它 恰好 包含 一 个 坏 的 鸡蛋 ， 那 
r— 1 


ARA E 种 方式 选取 大 个 鸡蛋 这些 选 取 方 法 中 怡 好 有 E /种 只 


r— 1 
ea e ee 
这 样 的 选 法 是 从 > -1 工 个 好 鸡蛋 中 选取 大 一 1 个 . 把 这 两 个 数 加 在 一 起 就 
给 出 (5.8) . se te 
这 个 恒等式 的 两 边 都 是 零 ， 多 项 式 推 理 法 就 在 所 有 剩 下 的 情形 确立 了 
(5.8) 的 正确 性 . 


我 们 还 可 以 通过 将 两 个 吸收 恒等式 〈5.7) A (5.6) 相 加 来 导出 
(5.8) : 





左边 是 a RAIH r 来 除 整 个 等 式 . 这 个 推导 对 除了 r= 0 之 外 的 
每 个 值 都 成 立 ， 而 剩 下 的 情形 也 容易 验证 . 


我 们 当中 那些 不 大 可 能 发 现 这 种 巧妙 证 明 的 人 ， 或 者 是 那些 感到 厌倦 的 
人 ， 或 许 更 愿意 直接 用 定义 来 得 出 〈5.8) .如果 大 > 0 ， 则 有 


r—] r—1 {ri (r —1)4+ 
k 大 一 1 k! (k— 1)! 


(rr -= k) (r —1)*k 


k! k! 


(r—1 jt. r= r 
7 k! == (a): 
E k SO 的 情形 仍然 容易 处 理 . 


我 们 刚刚 看 到 了 加 法 公式 的 三 种 截然 不 同 的 证 明 . EIEN AR 
MRAKA VE AE PEN, ER — Bh fe o> OR RMS EAN 
证 明 . 


加 法 公式 本 质 上 是 关于 则 斯 卡 三 角形 中 的 数 的 递归 式 ， 所 以 我 们 将 会 看 
到 ， 它 对 用 归纳 法 证 明 其 他 的 恒等式 是 特别 有 用 的 . 将 这 个 递归 陈 展 
开 ， 我 们 还 能 立即 得 到 一 个 新 的 恒等式 . 例如 ， 

















1 ' 
— 0 
arli) e 这 一 项 就 消失 了 ， 我 们 可 以 停止 .这 个 方法 导出 了 下 
和 一般 的 公式 


ea ae 
| (5.9) 
注意 ， 在 求 和 的 指标 中 我 们 不 需要 下 限 上 >=0 ， 因 为 大 < 0 的 项 都 是 零 . 


这 个 公式 将 一 个 二 项 式 系数 表示 成 其 他 的 那些 上 下 指标 保持 同样 差距 的 
二 项 式 系 数 之 和 . TE i es 下 指标 的 二 ae 

















来 求 出 它 : 首先 是 3 ， 然 后 是 、“/ ， 再 后 是 i ， 接 下 来 是 \"/ . 如 
果 我 们 用 男 一 种 方法 展开 ， ee F 指 标的 项 ， 又 会 发 生 
什么 呢 ? 我 们 得 到 








SG) 
FGH 
SEGG) 
JEEG 
FEGE) 


(2) we al) 
现在 \3/ 是 零 (2 亦 然 ， 但 保留 它们 使 得 该 恒等式 更 为 妥 
ti), RIRE AAO BER, 


la Gl 


+ 


(5.10) 


这 个 J 称 为 关于 上 指标 求 和 (summation on the upper index) ， 它 
将 一 个 二 项 式 系 数 表 示 成 为 那些 下 指标 是 常数 的 二 项 式 系 数 之 和 . 在 这 
aa. MARR RRR A 20, NA k <0 的 项 不 是 零 . 同样 地 ， 一 般 来 
说 m 和 nn 不 可 能 是 负数 . 


恒等式 《5.10) 有 一 个 有 趣 的 组 合 解释 . 如 果 我 们 想 要 从 一 个 有 7 r+1l 
张 票 〈 标 号 从 0 直到 n) 的 集合 中 选取 m+1 张 票 ， 当 选取 的 最 大 号 码 是 数 
k 


ki tA V 种 取 法 . 


我 们 可 以 利用 加 法 公式 ， 通 过 归纳 法 来 证 明 (5.9) 和 (5.10) ， 我 们 也 
可 以 由 它们 相互 给 出 证 明 . E 我 们 来 从 (5.10) 证 明 (5.9) , RAJ 
的 证 明 将 描述 某 些 二 项 式 系数 的 共同 处 理 方法 . 总 的 计划 是 : 处 理 


ee 


(5.9) 的 左边 ， 从 而 使 得 它 看 起 来 像 (5.10) 的 左边 


k 
D (a), gestern pest, MATR RRAN 
式 ， 最 后 将 那个 系数 变换 成 《5.9) 的 右边 . 


为 方便 起 见 ， 我 们 可 以 假设 ~ 和 是 非 负 整 数 ， 利 用 多 项 式 推 理 法 ， 
(5.9) 的 一 般 情形 可 以 从 这 个 特殊 情形 得 出 .我们 用 普 代 符 ~ ， 使 得 
这 个 变量 看 起 来 更 像 是 一 个 非 负 整数 . 现在 可 以 将 此 计划 系统 地 执行 如 
F: 


Il 
oS 
= 4 > 
Se 7 


k 
7 > & 
mt+n+ 1 mt+tn+1 

(ae et n l 

我 们 来 非常 仔细 地 观察 这 个 推导 . 关键 的 一 步 在 第 二 行 ， 这 里 我 们 应 用 
m+ k m+ k 

对 称 法 则 (5.4), MHAP., 人 k J. 仅 当 站 上 + 大 > 0 时 才 可 
以 这 样 做 ， 所 以 第 一 步 将 大 的 范围 限制 在 去 掉 大 < —m 的 项 .，( 这 是 合 
法 的 ， 因 为 去 卸 的 那些 项 都 是 零 . ) 现在 差不多 可 以 应 用 (5.10) T, 
第 三 行 对 此 进行 准备 ， 用 上 一 m 代替 大 并 对 求 和 范围 进行 了 整理 . 这 一 
步 像 第 一 步 一 样 ， 仅 仅 对 2 符号 做 了 点 小 小 的 变形 ， 现 在 上 本身 已 经 
出 现在 上 指标 中 ， 而 且 求 和 的 界限 也 已 表示 成 合适 的 形式 ， 故 而 第 四 行 
就 应 用 (5.10， . 再 用 一 次 对 称 性 就 完成 了 任务 . 
在 第 1 章 以 及 第 2 章 里 ， 我 们 处 理 过 的 某 些 和 式 实 际 上 是 (5.10) 的 特殊 


情形 ， 或 者 是 这 个 恒等式 的 “变脸 *. 例如 ，m = 1 的 情形 给 出 直到 的 
非 负 整数 之 和 : 


0 1 n (n+ l)n n+1 
Ze See —: (42 ae ds E ee ee . 
RD 


而 如 果 用 m! 除 这 个 公式 的 两 边 ， 一 般 的 情形 与 第 2 章 里 的 法 则 

















0<K<m , Amn 20 
等 价 . 事实 上 ， 如 果 分 别 用 z+1 和 普 代 替 ~ 和 大 ， 由 加 法 公式 (5.8) 


Was 
于 是 ， 第 2 章 里 的 方法 给 我 们 提供 了 方便 适用 的 不 定 求 和 公式 


Y (For = ( 2 )+e (5.11) 
m m+ 1 


二 项 式 系数 是 因为 二 项 式 定 理 (binomial theorem) 得 名 的 ， 二 项 式 定 理 
处 理 二 项 式 T+y AE. 我 们 来 观察 这 个 定理 的 最 小 的 一 些 情形 : 


ao 





ey 0 一 17z0y0 

(x+y)! = 1riy + 1r°y!} 

(x +y} 二 1z2 + 2r'y! + lr vy’ 

(Z 十 7 j$ = Lr®y® + 3r7y! + 321 y? + lz 
) ] 


0 i 
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z4y0 + 4r?y! + 672y? + Arty? + 12% 





























“FEQIBIN, fh GEE) 写 了 一 部 有 关 二 项 式 定 理 的 专著 ， 这 部 书 在 欧洲 风行 一 时 . 
于 这 部 书 带 来 的 声望 ， 他 在 我 们 一 所 较 小 的 大 学 获得 了 数学 职位 . ” 
夏 洛克 .福尔摩斯 94 


不 难看 出 这 些 系 数 为 什么 与 帕斯卡 三 角形 中 的 数 相同 : 当 我 们 将 乘积 















































7 个 因子 
(x+y) =(x+y)x+y) (x+y) 


展开 时 ， 每 一 项 本 里 部 是 nn 个 因子 的 乘积 ， 这 里 的 因子 或 者 是 z ， 或 者 
EY. 有 上 个 因子 z 和 nn 一 k 个 因子 Y 的 项 的 个 数 就 是 合并 同类 项 之 后 
Ty” “的 系数 . 这 恰好 就 是 从 nn 个 二 项 式 中 选取 k 个 (它们 都 提供 一 个 r 


n 


) 的 方法 数 ， 也 就 是 说 ， 它 等 于 A 





某 些 教科 书 没有 定义 量 00 ， 因 为 当 工 递减 地 趋 问 于 零 时 ， 函 数码 与 0 
有 不 同 的 极限 值 . 但 是 ， 这 是 一 个 错误 . 如 果 我 们 打算 让 二 项 式 定 理 在 
r=0, Y0 以 及 T= 一 y 时 成 立 ， 必 须 定义 


z =1， 对 所 有 z . 


这 个 定理 太 重 要 了 ， 我 们 不 能 对 它 随意 加 以 限制 ! EZ F KZ OF 
就 不 那么 重要 了 . (进一步 的 讨论 见 参 考 文献 [220]. ) 
确切 地 说 ， 二 项 式 定理 究 葛 是 什么 呢 ? 它 最 一 般 性 的 结 末 是 下 面 的 恒 等 


aA 


r 
(x+y) = | je , Rr S 0 MA |x/ yl <1. 
a k P (5.12) 





这 个 和 式 对 所 有 的 整数 上 求 和 ， 但 是 ， 当 是 一 个 非 负 整数 时 ， 它 实际 
上 是 一 个 有 限 和 式 ， 因 为 除了 0 < < 7 的 那些 项 之 外 ， 其 他 所 有 的 项 
都 等 于 零 ， 另 一 方面 ， 当 7 是 负数 或 者 是 一 个 任意 (不 是 非 负 整数 的 ) 
实数 或 复数 时 ， 这 个 定理 也 成 立 ， 在 这 种 情形 下 ， 和 式 实际 上 是 无 限 
的 ， 我 们 必须 有 |z/4| < ! 以 确保 该 和 式 绝对 收敛 . 


二 项 式 定理 的 两 个 特殊 情形 尽管 极其 简单 ， 但 值得 特别 关注 . 如 果 
z=y=1 且 r= ÆFA, RIDE 


++) aao 


这 个 等 式 告 诉 我 们 ， 帕 斯 卡 三 角形 的 第 n 行 的 和 是 2*. 而 当 z 是 一 1 而 
不 是 +1 时 ， 我 们 得 到 


o” E @ (‘) | 1)” (") 
i 0 ] 6 Any, Ren SO, 


例如 ，1 一 4+6 一 4+1I=0. 除了 最 上 面 一 行 (此 时 n=0，0=1 
) ， 如 果 它 们 的 符号 是 交错 的 ， 则 第 行 的 和 为 零 . 


当 7 不 是 非 负 整数 时 ， 我 们 最 常 在 Y= 1 这 一 特殊 情形 使 用 二 项 式 定 
H. 我 们 来 将 这 一 特殊 情形 明确 地 表述 出 来 ， 用 RE r 以 强调 这 里 可 














以 涉及 任意 复数 的 事实 : 
(1+2)" = ry 2% hjer (5.13) 
> (i) 


如 果 在 这 个 公式 中 令 >= TY 并 用 乘 以 两 边 ， 就 能 由 这 个 公式 得 出 一 
般 的 公式 (5.12) . 

我 们 仅 在 7 是 非 负 整数 的 情形 用 组 合 解释 证 明了 二 项 式 定 理 . 利用 多 项 
式 推理 法 ， 我 们 不 可 能 从 非 负 整数 的 情形 推导 出 一 般 的 情形 ， 因 为 在 一 
般 情形 下 和 式 是 无 限 的 . 但 是 当 7 为 任意 数值 时 ， 我 们 可 以 利用 泰勒 级 
数 以 及 复 变 量 的 理论 : 


(2) f(0) 9 fO) . f"(0) » 


0! 1! 2! 
f*® (0) , 
as k! z. 
k20 
函数 f(z) = (1+ z) 的 导数 容易 计算 ， 事 实 上 有 Ola =r8+2), 
取 >= 0 就 给 出 (5.13) . 
我 们 还 需要 证 明 这 个 无 限 和 式 当 | 站 <1 时 是 收敛 的 .的确 如 此 ， 因 为 根 


) oy * 


据 后 面 的 等 式 (5.83) 可 知 ， (k 


(第 9 章 要 谈 到 OO 的 音义 . ) 




















n 


现在 ， 我 们 来 更 仔细 地 观察 n 是 负 整 数 时 四 的 值 . 得 到 这 些 值 的 一 种 
方法 是 利用 加 法 定律 〈5.8) 将 表 5-1 向 上 扩展 ， 这 样 束 得 到 表 5-2， 例 





一 ] 0 一 1 一 | 
| -小 三 | 十 = () 
如 ， 我 们 必定 有 o) ， 因 为 (o) (o) -1/ 以及、 一 
一 ] 0 一 ] =] 
= —] = + 
en a) ( ( M ) 如 此 等 等 . 


表 5-2 同上 扩展 的 帕斯卡 三 角形 


n n n n n n n n n n 
i () & 8 0 OUUU O b 
-4 -4 10 -20 35 -56 84 -120 165 -220 286 
-3 -3 6 -10 15 -21 28 -36 45 -55 66 
-2 -2 3 -4 5 -6 7 -8 9 -10 11 
-1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 





所 有 这 些 数 都 很 熟悉 .的确 ， 表 5-2 的 行 和 列 出 现在 表 5-1 中 《但 没有 负 


n 


号 ) ,所 以 对 于 取 负 数值 的 n 和 取 正 数值 的 n ， 其 \*/ 的 值 之 间 必 定 有 
一 种 联系 . 一般 的 规则 是 


k—r—l 
Hie d |: k 是 整数 


k (5.14) 
这 很 容易 证 明 ， 因 为 当 六 >=0 时 有 
rE —r(r —1)---(r —k 41) 
人 








MA k < 0 时 两 边 都 是 零 . 


恒等式 〈5.14) 特别 有 价值 ， 因 为 它 的 成 立 无 需 任何 限制 条 件 . ( 当 
然 ， 下 指标 必须 是 整数 ， 这 样 二 项 式 系数 才 有 定义 . ) (5.14) 中 的 变 
换 称 为 反 转 上 指标 (negating the upper index) 或 者 上 指标 反 转 Cupper 


negation) . 


我 们 怎样 记 住 这 个 重要 的 公式 呢 ? 我 们 已 经 看 到 的 对 称 恒 等 式 、 吸 收 恒 
等 式 和 加 法 公式 等 都 极其 简单 ， 但 是 这 个 恒等式 却 有 点 凌乱 .不 过 仍然 
有 一 种 不 算 差 的 记忆 方法 ， 要 反 转 上 指标 ， 首 先 写 下 (1)”， 其 中 上 是 
指标 “〈 下 指标 不 改变 ) ; 然后 立即 重新 写 下 及 ， 写 两 次 ， 分 别 写 在 下 
指标 和 上 指标 两 处 地 方 ， 再 后 从 新 的 上 指标 中 减 去 原来 的 上 指标 ， 使 得 
原来 的 上 指标 取 相 反 数 ， 再 多 减 去 1 即 告 完成 (永远 是 减 ， 而 不 是 加 ， 

因为 这 是 一 个 反 转 的 过 程 ) . 


你 把 这 称 为 帮助 记忆 的 方法 ? 我 愿意 把 它 称 为 充气 轮胎 
的 确 帮助 我 记忆 . 




















人 > 


言 过 其 实 . 不 管 怎么 说 ， 它 






































我 们 来 练习 一 下 ， 连 续 反 转 上 指标 两 次 . 这样 束 得 到 
(现在 是 做 热身 题 4 的 大 好 时 机 ，) 











这 样 正 好 回 到 出 发 点 ， 这 可 能 并 不 是 这 个 恒等式 的 构造 者 所 期 望 的 ， 但 
是 这 让 我 们 很 欣慰 ， 没 有 误 入 牙 途 . 


如 果 我 们 试图 得 到 其 他 新 结果 ， 这 也 会 令 人 泪 形 . 


当然 ，(5.14) 的 茶 些 应 用 比 这 个 更 有 用 . 例如 ， 我 们 可 以 用 上 指标 反 
转 在 上 下 指标 位 置 之 间 移动 量 . 这 个 恒等式 有 一 个 对 称 的 表述 形式 


p” es -cy[™ | ， 整 数 mn 宇 0; 
m n 























(5.15) 
ETS S l 
利用 上 指标 反 转 ， 也 能 推导 出 如 下 有 趣 的 和 式 : 
Sarg ero] 
alee m ROR 
m (5.16) 
































(双重 反 转 很 有 用 ， 因 为 我 们 已 经 在 它们 中 间 插 入 了 另 一 种 运算 . ) 
这 个 公式 给 出 了 帕斯卡 三 角形 中 第 + 行 的 部 分 和 ， 只 要 这 一 行 的 元 素 被 
赋予 交错 的 符号 . 例如 ， 如 果 7=5 且 m==2， 则 该 公式 就 给 出 
9 [4 
1—5+10=6=(-1)° ( 











») 

HER: Em Sr, M (5.16) BRR TN TRA, AG 
是 正 整数 时 这 个 和 式 为 零 ， 以 前 我 们 对 此 做 过 证 明 ， 那 时 是 用 二 项 式 定 
理 对 (1 一 1)" 进行 展开 .这 个 表达 式 的 部 分 和 也 可 以 用 封闭 形式 计算 其 
值 ， 知 道 这 一 点 是 很 有 意义 的 . 


更 简单 的 部 分 和 


D (a) o 从 H (i) Pen (") (5.17) 


又 如 何 呢 ? 能 和 否 确信 ， 如 果 我 们 能 计算 对 应 的 有 交错 符号 的 和 式 ， 就 应 
该 能 计算 这 个 和 式 ? 但 是 不 能 ， 帕 斯 卡 三 角形 中 一 行 的 部 分 和 不 存在 封 
闭 形式 .我们 可 以 对 列 操作 ， 这 就 是 (5.10， ， 但 不 能 对 行 操 作 . 不 

过 ， 令 人 感 兴趣 的 是 ， 如 果 一 行 的 元 素 均 被 乘 以 它们 离开 中 心 的 距离 ， 
那 就 有 一 种 方法 对 一 行 的 元 素 进行 部 分 求 和 : 


r\(r m+l{ r eee 
ENG 4) cu): Oe (5.18) 


(对 m 应 用 归纳 法 ， 容 易 验 证 这 个 公式 . ) 在 求 和 项 中 含有 以 及 不 合 
有 因子 0/2 k) 的 这 些 部 分 和 式 之 间 的 关系 类 似 于 积分 














a Qa 
Ss r? l —a? = r? 
re T dr = =e e 7 dr 
a oO 人 和 ` DO 


之 间 的 关系 . 左边 看 似 更 为 复杂 的 积分 〈 融 有 因 了 于 zx ) 有 封闭 形式 ， 而 
右边 看 似 更 简单 的 积分 (没有 这 个 因子 〉 却 没有 .外表 可 能 有 欺骗 性 . 





pic | 

-y T(1 + erfa) : 
(是 的 ， 右 边 的 积分 是 2 ， 即 一 个 常数 加 上 xx 的 “误差 函数 "的 一 个 倍数 ， 
EBA VEG CSTE NRE.) mu ee 





在 本 章 末 ， 我 们 将 要 研究 一 个 方法 ， 利 用 它 有 可 能 确定 在 较为 一 般 的 情 
况 下 ， 一 个 包含 二 项 式 系 数 的 级 数 的 部 分 和 是 否 有 封闭 形式 . 借助 这 种 
方法 ， 我 们 能 发 现 恒等式 (5.16) 和 (5.18) ， 也 将 知道 (5.17) 是 走 
不 通 的 . 


二 项 级 数 的 部 分 和 引导 出 男 一 种 有 意思 的 关系 式 : 


> ik ; "er => 加 (-x) (x+y)”* ，mm 是 整数 . 





km km 


()(5.19) 
这 个 恒等式 用 归纳 法 不 难 证 明 : 当 <0 时 两 边 都 是 零 ， 而 当 m = 0 A 


两 边 都 是 1， 如 果 用 Sm 代表 左边 的 和 式 ， 就 能 应 用 加 法 公式 5.8》 且 
容易 证 明 


m—1+r\ k mk = AE oe: ice 
Om = y. ( k ) T y “ist > ( ] ) T y A 
k<m 


k<m 
以 及 

m—1l1+r\ k m-k 2 m—1+7 = 

> k TY YSm-1 ras 
m 

ksm 

m—l+r 
2 ( bat ) as i “一 TSm-l1, 


ksm 


(4m>0mM). 从 而 


而 《5.19) 的 右边 也 满足 这 个 递归 式 . 根据 归纳 法 ， 两 边 必定 相等 . 证 


明 完毕 . 


还 有 一 个 更 简洁 的 证 明 . rær 一 m 中 的 一 个 整数 时 ， 由 二 项 式 
EHA (5.19) HWRE (+y) yT. 又 由 于 两 边 都 是 关于 r+ 的 m 
次 或 者 更 低 次 的 多 项 式 ， 在 m 十 1 个 不 同 的 值 处 取 值 相等 就 是 以 (不 过 
也 刚刚 够 用 〉 证明 在 一 般 情形 下 相等 . 


得 到 一 个 和 式 与 另 一 个 和 式 相 等 的 恒等式 看 起 来 可 能 很 愚蠢 . 没有 哪 一 


边 是 封闭 形式 . 但 是 有 时 候 事 实证 明 有 一 边 比 另 一 边 更 容易 计算 . 例 
如 ， 如 果 令 z= 一 1 和 y= 1， 我 们 就 得 到 


m+r\, ik 一 人 
Der 
k<m ' = > 整数 m 之 (0 j 


这 是 恒等式 (5.16〉 的 另 一 种 形式 . 而 如 果 取 T=y=1 以 及 r=m+1 
， 我 们 就 得 到 








2m+ 1 +kh\ mk 
> ( z ) _ yi oe )2 3 


k<m ` kám 


左边 正好 对 上 指标 为 2m + 1 的 二 项 式 系数 的 一 半 进 行 了 求 和 ， 而 这 些 
HEFCE ERAUR, HIAS RAEE, A 


*92m4+1 _ 92m 
此 左边 正好 等 于 2” 一” 这 就 得 到 一 个 颇 出 人 意料 的 公式 


(这 个 公式 有 一 个 很 好 的 组 合 证 明 中 ，) 





+k n 
s|” Pn Hm> 0. 


km k 


2 1 (3 1 /4 3 
i (0) *2 (i) +a(2)-4 a+ oe 
人 惊讶 ! 
到 目前 为 止 ， 我 们 研究 的 或 者 是 用 二 项 式 系数 本 身 来 表示 的 二 项 式 系 
数 ， 或 者 是 每 项 中 仅 含 一 个 二 项 式 系数 的 项 所 形成 的 和 式 . 但 是 ， 我 们 





遇 到 的 许多 富有 挑战 性 的 问题 含有 两 个 或 者 多 个 二 项 式 系 数 的 乘积 ， 所 
以 要 在 本 市 的 其 余部 分 考虑 如 何 处 理 这 样 的 情形 . 


这 里 有 一 个 方便 使 用 的 法 则 ， 常 常 帮助 我 们 简化 两 个 二 项 式 系 数 的 乘 
> 


r\{(m r\(r—-k 
= , mk 是 整数 . 
AJ (a) eae ae 


我 们 已 经 看 到 了 上 = 1 这 一 特殊 情形 ， 它 就 是 吸收 恒等式 〈5.6) . 尽管 
(5.21) 的 两 边 都 是 二 项 式 系数 的 乘积 ， 但 其 中 一 边 常 常 更 容易 求 和 ， 
因为 它 与 公式 其 余部 分 相互 作用 . 例如 ， 左 边 两 次 用 到 m ， 而 右边 仅 





Tr aA 
igh k, 。 


有 
之 间 相 互 抵 消 .， 如 果 所 有 的 变量 都 是 整数 且 7 > m >0， 我 们 就 有 


r m r! m! 
m k m!(r— m)! k!(m— k)! 


r! 








km — kr — m)! 


r! (r— k)! r r—k 
kr — k)! (m 一 大 一 m)! Ak 7 一 大 全 


这 很 容易 . VSP, WMR m< k ek <0, ALA (5.21) 的 两 边 都 是 
零 ， 所 以 这 个 恒等式 对 所 有 整数 冯 Ak ARIE. 最 后 ， 多 项 式 推理 法 
将 它 的 正确 性 拓展 到 所 有 的 实数 7+. 











E i ‘ 

= r!/(r — k)!k! l e 
ee | 在 适当 地 重新 对 变量 命名 后 ， 可 以 写成 
(a +b)!/alb! 的 形式 ， 类似 地 ， 上 面 推导 过 程 中 间 的 量 
rl/ kl(m — k)!{r — m)! 可 以 写成 (a+b4+ c)!/alble! 的 形式 .这 是 一 个 “三 项 
式 系数 ”， 它 出 现在 “三 项 式 定 理 ”(trinomial theorem) 中 : 








(a+b+c)! abe 
C++ Yo pe 


O<abcen 
a+b+c=n 


a+b+c\ fb+c\ abe 
= > PYL: 
b+c C “ 
Ozabcan 


a+b+c=n 











不 仅 是 对 二 项 了 十 z， 实 际 上 对 任意 的 多 项 式 ， 为 它们 
Ga an aT E ed rae O RRS E 


能 立即 对 Z Yy zk 定 应 有 的 系数 ， 而 无 需 依赖 任何 表格 . ’ 











所 以 ， T eg ae. 三 项 式 系数 在 应 用 
中 有 时 会 突然 出 现 ， 我 们 可 以 很 方便 地 将 它们 写成 


at+b+e (a+b+c)! 
a.b.c - a!b!e! 


以 强调 其 所 呈现 的 对 称 性 . 


二 项 式 系数 和 三 项 式 系 数 可 以 推广 到 多 项 式 系数 (multinomial 
coefficient) ， 它 总 可 以 表示 成 二 项 式 系 数 的 乘积 


ai + a2 + --- + am (ay +a +---+4,,}! 
a1,42,°** ,dm ai'a! am! 


_ {Ta T: T am {dm-l T am 
2 Am l 


这 样 一 来 ， 当 我 们 过 到 这 样 一 个 对 象 时 ， 我 们 的 标准 技术 就 可 以 应 用 
F 


表 5-3 ”二 项 式 系 数 的 乘积 之 和 


r s r+s 
io kewl m,n 是 整数 (522) 
i s l+s 
= eH I=0, m, E .23 
EAA ee ERSO, m, n 是 整数 G) 
| stk | P {s- 
RAN [ea 整数 [过 0，m, n 是 整数 (5.24) 
pa! Š jra | 整数 m, n=O (5.25) 
fal m \\k-n l-m-n 
= Poy a a 整数 m, n=0, Al +qe0 (5.26) 
as m n mt+nt+l 


现在 我 们 来 看 表 5-3， 它 列 出 了 标准 技术 中 最 为 重要 的 一 些 恒等式 . 这 
些 恒 等 式 就 是 我 们 在 解决 含有 两 个 二 项 式 系数 乘积 的 和 式 时 需要 依赖 的 
TA. 这 些 恒等式 中 ， 每 一 个 都 是 对 大 求 和 的 和 式 ， 大 在 每 个 二 项 式 系 
数 中 都 出 现 一 次 ; 还 有 四 个 几乎 独立 的 参数 mm 、n 、r 等 ， 在 每 个 指 
标的 位 置 上 有 一 个 参数 . 根据 是否 出 现在 上 指标 或 者 下 指标 中 ， 以 及 
k 带 有 正 号 或 者 负 号 ， 会 出 现 不 同 的 情形 . 有 时 会 有 一 个 额外 的 因子 
(1D*， 它 在 使 得 这 些 项 可 以 用 封闭 形式 求 和 时 需要 用 到 . 


表 5-3 太 过 复杂 ， 不 可 能 完全 记得 住 ， 它 只 是 提供 参考 . 这 个 表 里 的 第 
一 个 恒等式 最 值得 注意 ， 而 且 应 该 记 住 它 . 它 说 的 是 : 两 个 二 项 式 系 数 
的 乘积 的 〈《 对 所 有 整数 大 求 和 的 ) 和 式 (其 中 ， 上 指标 是 常数 ， 而 对 所 
有 的 上 大， 下 指标 的 和 是 一 个 常数 ) 是 对 下 指标 以 及 上 指标 两 者 求 和 所 得 
到 的 二 项 式 系 数 . 这 个 恒等式 称 为 范 德 蒙 德 卷 积 (vandermonde 
convolution) ， 因 为 18 世 纪 后 期 亚 历 山 德 : 范 德 蒙 德 对 此 写 了 一 篇 有 意义 
的 论文 51414， 然而 ， 中 国 的 朱 世 杰 早 在 1303 年 就 已 经 知道 它 了 . 表 5-3 中 
其 他 的 恒等式 都 可 以 通过 反 转 上 指标 或 者 应 用 对 称 定律 等 方法 ， 细 心地 
ORE Am Yes os RGR ENA TSS ee BE AS 28 


给 这 一 页 折 个 角 ， 这 样 你 就 能 很 快 找到 这 张 表 ， 你 将 会 需要 它 ! 
通过 对 范 德 守 德 卷 积 给 出 一 个 很 好 的 组 合 解释 ， 我 们 就 可 以 证 明 它 . 如 


RAR Kk —m TREK, Hn-m Rn, RTI m=0, MAE 
BA AY) fe SE ht AE 












































是 整数 . 
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(5.27) 


设 > 和 ss 是 非 员 整数 ， 那 么 一 般 情 形 就 由 多 项 式 推 理 法 得 出 . 在 右边 ， 
人 是 从 r 个 男人 和 s 个 女人 中 选取 n 个 人 的 方法 数 . 在 左边 ， 和 式 
的 每 一 项 都 是 选取 上 个 男人 和 nn 一 上 个 女人 的 方法 数 . 对 所 有 的 求 和 
就 把 每 一 种 可 能 恰好 计算 了 一 次 . 

PEAS! 你 们 首先 提 到 了 男人 . 


我 们 经 党 是 从 左 癌 右 应 用 这 些 恒等式 ， 因 为 这 是 简化 的 方向 .但 不 时 也 


























会 反 同 应 用 它们 ， 暂 时 使 得 一 个 表达 式 变 得 更 加 复杂 . 当 这 样 做 有 成 效 
Re 
行 化 简 . 


在 介绍 新 的 内 容 之 前 ， 让 我 们 再 来 观察 表 5-3 中 另外 两 个 恒等式 的 证 
l 


明 . (5.23) ARATE, BIBER A m E 代 蔡 第 一 个 二 项 
式 系数 ， 接 下 来 应 用 范 德 蒙 德 的 (5.22) xh. 


下 一 个 恒等式 〈5.24) 稍微 困难 一 些 ， 我 们 可 以 通过 一 系列 变换 将 它 转 
化 为 范 德 蒙 德 卷 积 ， 不 过 也 可 以 只 求助 于 数学 归纳 法 技术 ， 同 样 容易 地 
证 明 它 ， 只 要 没有 什么 其 他 明显 的 东西 跳出 来 可 用 ， 归 纳 法 就 是 我 们 可 
以 尝试 的 首选 方法 ， 而 在 这 里 对 /用 归纳 法 正 是 有 效 的 . 


对 于 基础 1=0， 除 了 k= 一 m 时 ， 所 有 其 他 的 项 都 是 零 ， 所 以 等 式 的 两 


(_4)™ s— nm 
边 都 是 Re 
有 值 都 成 立 ， 其 中 1 > 0 . 我 们 能 利用 加 法 公式 ， 用 








(一 ] (一 ] l 
(mit) *(m+k—1) sem on) 
式 ， 它 们 中 的 每 一 个 都 能 用 归纳 假设 进行 计算 : 


l T ] s+ k F \k l = 1 ST k f \k 
Bee | n Jen oo cay ( n Jen 
— ¢_4\l-1l+m s—m 4 (_1)\ltm s—m+1 

=) Ean a a 


REA IIIA AN, AWN (5.24) 的 右边 . 








关于 这 个 推导 有 两 件 事 值得 关注 . 第 一 ， 我 们 再 一 次 看 到 了 对 所 有 整数 
大 求 和 而 不 是 仅仅 在 茶 个 范围 内 求 和 的 巨大 便利 ， 因 为 没有 必要 过 分 天 
注 边 界 条 件 . 第 二 ， 加 法 公式 与 数学 归纳 法 能 很 好 地 协调 ， 因 为 它 是 二 
项 式 系数 的 递归 式 . 上 指标 是 1 的 二 项 式 系 数 可 以 用 两 个 上 指标 为 1 一 1 
的 二 项 式 系数 表示 出 来 ， 而 这 恰好 就 是 我 们 需要 应 用 归纳 假设 之 处 . 

表 5-3 就 谈 这 么 多 .关于 含有 三 个 或 者 更 多 的 二 项 式 系数 的 和 式 呢 ?如 
果 求 和 指标 分 布 在 所 有 的 系数 上 ， 我 们 求 出 封闭 形式 的 机 会 就 不 大 了 : 
对 于 这 种 类 型 的 和 式 只 知道 为 数 不 多 的 封闭 形式 ， 故 而 我 们 所 需要 的 和 
式 或 许 与 给 定 的 种 类 不 相符 合 .在 习题 43 中 证 明 的 一 个 罕见 的 结果 是 


Se en Calle): at 28 
这 里 是 另外 一 个 更 加 对 称 的 例子 ， 


S| _(atbte)! ,整数 a bc 之 0. 
~la 

















= 





b+kjletk alblcl (5.29) 
这 个 公式 有 一 种 两 个 二 项 式 系 数 的 相似 结 


atb\(bt+a\, ., _ (a+b)! BOF se 
ed ed er Te ab Ds (5.30) 


它 恰巧 没有 出 现在 表 5-3 中 。 类似 的 四 个 系数 和 式 没 有 封闭 形式 ， 不 过 
一 个 相似 的 和 式 的 确 有 封闭 形式 : 
z{atb\(b+c\(ct+d\(dt+a 2a+2b+2c+2d 
Ze teala aed | nein 
_ (atb+ct+d)\atbt+c)\(atbh+d)\"(atct+d)'(b+ct+d)! ， 整 数 a,b,c,d 20. 
(2a+2b+2c+2d)!l(atc)!l(b+a)!lalblclad! 
这 可 以 由 20 世 纪 早 期 John Dougalll82] 所 发 现 的 一 个 五 参数 恒等式 得 出 


Dougall 的 恒等式 是 已 知 的 最 令 人 悉 怖 的 天 于 二 项 式 系数 的 恒等式 吗 ? 
A! 到 目前 为 止 ， 冠 苗 是 


X ky a; +a; a; ta, 
A | i<j 
Zo | 


"|, PB aaa, 20. 


| (5.31) 


n— 1 
a aa 
(5.29) © n = 3 WRD; n=4 时 的 特殊 情形 可 以 表述 如 下 : 如 果 用 
(a.b.c.d) 代替 (a1, a2, a3, a4) ; 用 (i,j,k) 代替 (K12 .天 13 .大 23 ) 5 那么 有 


Y pe atb\fatc){b+c\{ a+d b+d c+d 
Tk b+ij\c+j)\c+kj\d-i-jj\d+i-kj\d+j+k 


| 
_(atbtcta)! ， 整 数 wpc.d 三 0. 
a!b!c!d! 


(5.31) 的 左边 是 在 将 mtn 一 1 个 分 数 的 乘积 


I 


lgi jsn 
i] 


完全 展开 成 诸 个 > 的 正 的 或 负 的 寡 时 ， 3212 2 AB. 65.31) 的 右 
边 是 由 Freeman Dyson 于 1962 年 所 猜想 并 在 此 后 不 久 被 若干 个 人 所 证 明 
SH. 习题 86 对 〈5.31) 给 出 了 一 个 “简单 的 ”证 明 . 
另 一 个 值得 注意 的 含有 许多 二 项 式 系数 的 恒等式 是 
al j+tk\(r\(a\{s+n-j-k 
| | 


n+r "a i m 
=(-1)' , Lm, n% n20. 
n+l }\m—-n-l 














(5.32) 





这 个 恒等式 的 证 明 在 习题 83 中 ， 它 甚至 有 可 能 在 实际 应 用 中 出 现 . 我 们 
偏离 “基本 恒等式 ”这 个 主题 已 经 太 远 了 ， 所 以 最 好 停 下 来 ， 并 对 已 经 学 
习 的 东西 做 一 番 评 佑 . 


我 们 已 经 看 到 ， 二 项 陈 系数 满足 几乎 使 人 迷惑 的 大 量 恒等式 . SAIS 
是 ， 其 中 有 一 些 容易 记忆 ， 而 且 我 们 可 以 用 这 些 容易 记 住 的 恒等式 经 过 














几 步 就 推导 出 其 他 大 部 分 恒等式 . 表 5-4 搜 集 了 其 中 十 个 最 有 用 的 公 
式 ， 这 些 是 需要 了 解 的 最 好 的 恒等式 . 


表 5-4 最 重要 的 十 个 二 项 式 系数 恒等式 








! 
Aes ee 阶乘 展开 式 
BERNI 整数 n>0，k 是 整数 对 称 恒等式 
号 rs, 一 1 
(Hea): Ruto 吸收 /提取 恒等式 
r-l r-l 
(J $ Hia) kiete 加 法 /归纳 恒等式 
r r({k-r-l 
(Jeo | k 上 whe Se 上 指标 反 转 
-fr 天 
国人 een = 
3 =(x+y) ， 整 数 ">0 或 者 xyl<1 一 项 式 定理 
+k “十 1 十 1 
2 }( ). "是 整数 平行 求 和 法 
k n+l 
=] ， 整 数 m, n>0 上 指标 求 和 法 


F 3 r+s 
Efa- á IE "是 整数 范 德 莹 德 卷 积 公式 


5.2 ”基本 练习 BASIC PRACTICE 


在 上 一 市 里 ， 通 过 处 理 和 式 以 及 插入 其 他 的 恒等式 ， 我 们 得 出 了 一 批 恒 
等 式 . 得 出 那些 推导 过 程 并 不 太 困 难 一 一 我 们 知道 要 证 明 什 么 ， 所 以 可 
以 叙述 一 个 一 般 的 计划 ， 不 必 费 大 周折 就 能 将 细节 补充 完全 .然而 ， 通 
常 在 真实 的 世界 里 还 没有 过 到 一 个 要 证 明 的 恒等式 ， 我 们 面 对 的 往往 是 
一 个 要 简化 的 和 式 . 而 且 我 们 并 不 知道 简化 的 形式 可 能 是 什么 样子 (或 
PCERE). 在 这 一 节 以 及 下 一 节 里 ， 通 过 处 理 许 多 这 样 的 和 式 ， 
我 们 将 会 把 二 项 式 系数 的 工具 打磨 锐利 . 


首先 ， 我 们 来 亲手 尝试 几 个 包含 单个 二 项 式 系 数 的 和 式 . 


1. 阅读 问题 

2. 尝试 求解 问题 

3. 浏览 书 中 答案 

4. 站 尝试 失败 

goto 步骤 1 

else goto 下 一 个 问题 


问题 1: 比值 的 和 式 


我 们 希望 
2, (7) /(2) An >m > 0 


有 一 个 封闭 形式 . 初 看 之 下 ， 这 个 和 式 会 令 人 惊恐 不 安 ， 因 为 我 们 尚未 
见 过 任何 处 理 二 项 式 系数 的 商 的 恒等式 . 此外， 这 个 和 式 还 含有 两 个 
二 项 式 系数 ， 这 似乎 与 这 个 问题 前 面 的 那 句 话 有 了 矛盾. ) 然而， 正如 我 
们 能 用 阶乘 将 三 项 式 系数 的 一 个 乘积 表示 成 妨 一 个 乘积 那样 ， 即 得 到 恒 
等 式 〈5.21) 的 方法 ， 我 们 可 以 对 商 类 似 地 去 做 . 事实 上 ， 我 们 可 以 通 

















n n 
ee 
表示 法 ， 这 就 得 到 

不 幸 的 是 ， 那 个 算法 会 使 你 陷入 无 穷 循环 . 





推荐 补丁 : 


0 set € <— 0) 





3a set € &— C > ] 
3bifc = N 
goto 你 的 助教 


m n n— k n 
ASEEN 
所 以 我 们 用 右边 的 商 来 代 蔡 左边 的 那个 商 ， 左 边 的 商 出 现在 我 们 的 和 式 
中 ， 这 样 和 式 就 
变 成 
[n-k n 
2 k — O 
还 有 一 个 商 ， 但 是 分 母 中 的 这 个 二 项 式 系数 不 包含 求 和 指标 大 ， 上 所 以 我 
们 可 以 从 和 式 中 把 它 移 走 .以 后 我 们 会 恢复 它 . 


我 们 也 能 通过 对 所 有 的 六 >=0 求 和 来 简化 其 边界 条 件 ， 满 足 大 > m 的 项 
Mes. 剩 下 的 和 式 就 不 那么 吓人 了 了 : 


Se (7 一 站 
m—k} 
k>0 








——E.W. Dijkstra? 


2Dijkstra 认 为 ， 在 计算 机 程序 中 使 用 goto 语 句 是 有 和 害 的 . 














它 类 似 于 恒等式 《5.9) ， 因 为 指标 带 同 样 的 符号 出 现 了 两 次 . 但 是 在 
这 里 它 是 Kk, ME (5.9) 里 它 不 是 . 这 样 一 来 ， 下 一 步 就 应 该 很 明显 
了 ， 只 有 一 件 合理 的 事 要 做 : 





n— k n— (m 一 大 ) 
(" 一 $ E 2 他 — (m 一 a 
k> : m—k >0 
a (" =m + g 
= 人 
k<m 


现在 我 们 能 应 用 平行 求 和 法 恒等式 ， 即 〈5.9) : 


y n—m+k\ _ (n—m)+m+1 _ fnt+i 
可 k E m E m l 


n 


E E ee eee 
(5.7) 得 到 所 要 的 封 财 形式 : 


n+ ] n n+1 

( m VO- 
这 一 推导 实际 上 对 取 任 意 实数 值 的 n 都 成 立 ， 只 要 不 出 现 用 零 做 除数 ， 
也 就 是 说 ， 只 要 nn 不 是 整数 0,1,… ,mm 一 1 中 的 一 个 . 
推导 过 程 越 是 复杂 ， 对 答案 进行 检查 就 越 是 重要 . 这 一 推导 并 不 太 复 
形 ， 我 们 


(0) /(c) +) (a) * @)/Ga) 4348-3 
是 的 ， 这 与 封闭 形式 (4+ 1)/(4+1 一 2) 完全 吻合 . 
问题 2:， 来 自 排序 文献 
下 一 个 和 式 出 现 于 20 世 纪 70 年 代 早 期 ， 那 时 人 们 还 不 能 熟练 地 使 用 二 项 


式 系数 . 一 篇 介绍 改进 的 合并 技术 的 论文 中 以 下 面 的 注解 结束 :“ 可 以 
证 明 ， 所 期 望 市 省 的 转移 的 个 数 ..……... 由 表达 式 

















给 出 . 这 里 m 和 n 定义 如 上 ， mC n n 是 表示 从 m 个 物体 中 一 次 取 n 个 
的 组 合 数 .……. (EA Ah AAS KNE Re IN 
式 简 化 成 了 这 里 给 出 的 形式 . 


我 们 将 会 看 到 ， ae eee) 它 甚至 也 不 是 
一 个 中 间 阶 段 的 答 


请 不 要 提醒 我 要 期 中 考试 了 .3 









































3 中 间 阶 段 * 与 “期 中 考试 "都 是 同一 个 英文 单词 midterm. 
首先 我 们 应 该 将 这 个 和 式 转变 成 芭 种 我 们 能 对 它 处 理 的 东西 ， 矶 怖 的 记 


号 m-r-1Cm-n-1 除了 使 那 位 热情 的 审 稿 人 感到 蜗 兴 外 ， 足 以 让 任何 人 望 
而 却步 .用 我 们 的 语言 可 以 将 其 写成 


k {m=k= 1 m 
nS > “ -n — 的 Hc ea ag 
k—0 ; 整数 m>n 20. 


| 
和 和 式 











k m—k—1 
S — T è 
»! eae | 


k=0 





接 下 来 是 什么 ? 求 和 指标 出 现在 二 项 式 系数 的 上 指标 中 ， 但 不 出 现在 下 
指标 中 . 所以， 如 果 没 有 另外 那个 上 ， 我 们 就 能 修改 这 个 和 式 并 应 用 对 
上 指标 的 求 和 法 (6.10) .可 是 有 了 多 出 来 的 那个 ， 我 们 无 法 这 样 
做 .如 果 可 以 利用 茶 个 吸收 恒等式 通过 采种 方法 把 那个 大 吸收 到 二 项 式 
系数 中 去 ， 那 么 我 们 就 能 对 上 指标 求 和 了 .不幸 的 是 ， 那 些 恒等式 在 这 
里 都 不 能 用 . 但 是 ， 如 果 用 普天 代 蔡 上 大， 我 们 就 能 应 用 吸收 恒等式 


(5.6) : 
oe K —k— r) ee 他 一 ‘) | 
m—n—l m— n 


所 以 关键 在 于 :我们 将 把 k 改写 成 "一 (m —k) , HH 5 分裂 成 两 个 和 


式 : 








m—k—1 ae) .. /m—k—1 
2 (" a_i 1 = > (m — (m — k)) (" —n— 1 

m—k—1 am .f{/m—k—-1 
= ye (" —n— i) 7 > (m =R é -n — J 


k=0 
n 


é m—k—1 (m—k 
Se: oz 他 —n— 1 a >D EN 的 一 r) 
k= k=0 
= mA — (m — n)B, 


` 
SE 


2 m — k-— 1 á m—k 
A=) (men B=}, sa 


k=0 k=0 


剩 下 的 和 式 4 以 及 B 是 我 们 的 老 朋 友 ， 在 其 中 上 指标 变动 而 下 指标 保 
持 不 变 . 我 们 先 来 解决 B ， 因 为 它 看 起 来 更 简单 . 稍 加 改动 即 足 以 使 得 
其 中 的 求 和 项 与 (5.10) 的 左边 相符 : 


6 = r) y 4 = (m 一 i 
m—-n}) m—n 
O<k<n O0<m—k<n 


= ea 


m—nsk<m 


ae ae 
E m— nj 
Oskam 


在 最 后 一 步 ， 我 们 在 和 式 中 加 入 了 满足 0 大 上 < 吧 一 并 的 项 ， 它 们 全 都 
是 零 ， 因 为 它们 的 上 指标 都 小 于 下 指标 .现在 关于 上 指标 求 和 ， 利 用 


(5.10) 得 到 
k m+1 
K 2 a = .) E (p — n+ L) | 


对 男 一 个 和 式 4 的 做 法 相同 ， 不 过 要 用 m — 1 RE m. 这 样 我 们 就 给 
出 了 给 定 和 式 5 的 一 个 封闭 形式 ， 这 个 和 式 还 可 以 进一步 简化 : 














S=mA—(m—n)B=m ( ý ) — (m-n) ( eas ) 
m—n m—n+1 
( 、 m+i )( m ) 
= |{m—(m—n) 
m—n+] m— n 
op o m 
= \m-n+1 m-n} 
而 这 就 给 出 了 原来 和 式 的 一 个 封闭 形式 
sees 
n 
n m m 
= m-n+1\m-—-n n 


n 











m—n el 
即便 是 审 稿 人 也 不 可 能 对 它 进行 简化 了 . 
我 们 再 次 利用 小 数值 的 情形 检查 答案 . 当 m 4 以 及 n=2 了 时 ,我们 有 


/OO /Om 
它 与 公式 2/(4 一 2+ De. 
问题 3: 来 自 以 往 的 考试 题 
我 们 再 做 一 个 和 式 ， 它 包含 一 个 二 项 式 系 数 . 这 个 和 式 与 上 面 源 于 学 术 


殿 半 的 问题 不 同 ， 它 是 一 个 可 以 在 家 训 试 的 问题 .我们 想 求 81 om om 的 
值 ， 这 里 


以 往 的 考试 没有 生命 力 了 吗 ? 








2" 一 大 


a 4\K 
Qn = X ( k ) (—1) pre PE 
k<Qn ; 整数 n20 E 


这 个 问题 比 其 他 问题 更 难 一 些 ， 不 可 能 应 用 到 目前 为 止 我 们 所 见 到 过 的 
任何 恒等式 ， 而 且 我 们 面 对 的 是 一 个 有 2 ”+1 项 的 和 式 ， 所 以 不 


是 只 把 它们 相 加 起 来 就 能 奏效 的 ， 求 和 指标 大 在 上 下 两 个 指标 中 都 出 
现 ， 不 过 带 有 相反 的 符号 ， 反 转 上 指标 也 没有 什么 效果 : 它 去 掉 了 因子 
(1)” ， 却 在 上 指标 中 加 入 一 个 2 . 

当 没 有 什么 方法 明显 有 用 时 ， 我 们 知道 最 好 是 来 观察 小 数值 的 情形 . 即 


使 不 能 得 到 一 个 模式 并 用 归纳 法 证 明 它 ， 至 少 也 有 一 些 数据 来 核查 我 们 
的 结果 . 下 表 是 前 四 个 n 值 的 非 零 项 以 及 它们 的 和 . 




















0 i =1 =] 
z £ z 
2 7 

1 = =1-1 =0 
中 
4) (3) (2 

2 raa =1-3+1 =-] 
sae 
8) (N (6) (5Y 14 3 

3 SETE = A =1-7+15-10+1 =0 
QO) NE a 3) hee 


我 们 最 好 不 要 尝试 下 一 个 情形 n= 4 ， 这 样 极 有 可 能 产生 算术 误差 . 








12 11 
eria (i)a S VRT, REEERE 
的 ， 更 不 要 提 将 它们 和 其 他 东西 组 合 在 一 起 了 ，) 


所 以 其 模式 的 开始 部 分 是 1,0, 一 1,0 .即使 我 们 知道 了 下 一 项 或 者 下 面 两 
项 ， 其 封闭 形式 也 不 会 最 现 . 但 是 如 果 我 们 能 找到 并 且 证 明 关 于 的 
一 个 递归 式 ， 就 有 可 能 狂 到 并 且 证 明 它 的 封闭 形式 . 为 了 找到 一 个 递归 
式 ， 我 们 需要 将 On 与 Qn (或 者 与 Oarmt) 联系 起 来 ， 但 这 样 做 就 需 


128 — 13 


eer 13 ) 的 项 ( 它 在 n= 二 7 和 上 =13 时 出 现 ) SE 





64 一 13 

or 的 项 联系 起 来 ， 这 似乎 看 不 出 希望 ， 我 们 不 知道 在 帕斯卡 三 角 
形 中 相距 64 行 的 元 素 之 间 有 什么 样 简洁 明了 的 关系 . 加 法 公式 作为 归纳 
法 证 明 的 主要 工具 ， 仅 仅 将 相距 一 行 的 元 系 联 系 在 一 起 . 


但 是 ， 这 引出 一 个 关键 点 : 不 需要 处 理 相 距 2™! 行 的 元 素 . 变量 ”从 来 
就 没有 以 本 来 面目 出 现 ， 而 总 是 以 27 的 形式 出 现 . 所 以 2” 用 额外 增加 
的 复杂 度 转 移 了 我 们 的 注意 力 ! WRH m 代替 2" ， 我 们 所 需 做 的 就 是 
对 更 加 一 般 性 的 (也 更 容易 的 ) 和 式 

















哦 ， 这 是 为 那 场 考 试 出 题 的 教员 泄 的 密 . 


Rm _ ` (” k " (17 
kemi ; , BBA m > 


求 出 封闭 形式 ， 这 样 也 就 对 @ = Ro 给 出 了 封闭 形式 . 而 且 很 有 可 能 ， 
加 法 公式 将 对 序列 Rm 给 出 一 个 递归 式 . 


从 表 5-1 可 以 知道 小 的 m 和 Rm 的 值 ， 如 果 我 们 将 出 现在 西南 到 东北 这 
条 对 角 线 上 的 值 交 错 地 做 加 法 和 减法 . 其 结果 是 





看 起 来 要 进行 多 次 抵消 . 


现在 来 看 关于 fim 的 公式 ， 并 研究 它 是 否定 义 一 个 递归 式 . ERAT 
古 应 用 加 法 公式 (5.8〉 ， 并 在 得 到 的 表达 式 中 求 形 如 Re 的 和 式 ， 这 有 
扩 像 在 第 2 章 的 扰动 法 中 所 做 的 那样 : 


Rm > ae 他 k ‘) y 


ksm 





人 
E 2 ee j 
(倒数 第 二 步 利 用 了 公式 \ ， 我 们 知道 它 对 m > 0 为 


真 . ) 这 个 推导 对 m2 成立. 


至 少 ， 做 了 热 喘 题 第 4 题 的 人 知道 它 . 


由 这 个 递归 式 可 以 快速 生成 fm 的 值 ， 而 且 我 们 很 快 就 会 发 现 这 个 序列 
是 周期 性 的 .的确 ， 


fin — m mod 6 = 


E 
oe Wh =e í 
. 


0, mR 


用 归纳 法 的 证 明 就 是 要 检验 ， 或 者 ， 如 果 我 们 必须 给 出 一 个 更 学 术 性 的 
证 明 ， 束 可 以 将 此 递归 式 再 展开 一 步 ， 得 到 :; Am 23, 就 有 


Rm = (Rm-2 = Rm-3 ) zE Rm_2 = —Rm-3. 
因此 ， 只 要 m 26 ’ RA Rm a. Rm 6. 


最 后 ， 由 于 Qn = E Ron ， 我 们 可 以 通过 十 确定 2 2” mod 6 并 利用 Rm 的 封闭 形 
ARAE n. n= _0 INA 2° mod 6 = 1， 此 后 一 直 用 2 (mod6) 来 相 
乘 ， 这 样 模 式 2，4 就 会 重复 出 现 . 从 而 





R=1 ,n=0 
Q, =R,, | R,=0 ，7 是 奇数 ; 
R,=—1, 7>0 是 偶数 . 
Qn 的 这 个 封 财 形式 与 开始 讨论 这 个 问题 时 计算 的 前 四 个 值 吻合 . 我 们 
断定 有 1 000 oo = Ry=—-1, 
问题 4: 包含 两 个 二 项 式 系数 的 和 式 


我 们 的 下 一 个 任务 是 对 

一 
2 ' 人 —— i) Am >n 
求 封闭 形式 .请 等 一 会 儿 ， 这 个 问题 的 标题 中 所 暗示 的 第 二 个 二 项 式 系 
数 在 哪儿 ? 为 什么 我 们 要 试图 将 一 个 已 经 简化 的 和 式 再 简化 ? (这 就 是 
问题 2 中 的 5. ) 


如 末 我 们 把 求 和 项 视 为 两 个 二 项 式 系数 的 乘积 ， 然 后 再 利用 表 5-3 中 茶 





k 
和 
时 ， 第 二 个 二 项 式 系 数 束 出 现 了 : 


m—k—1 k m—k—1 
> | 2, (‘) Gas 


0 


恒等式 《5.26) 就 是 一 个 要 应 用 的 公式 ， 因 为 它 的 求 和 指标 出 现在 两 个 
上 指标 中 且 带 有 相反 的 符号 . 


但 是 我 们 的 和 式 还 不 具有 正确 的 形式 . 如 果 要 使 它 与 (5.26) WAL 
配 ， 求 和 的 上 限 应 该 是 m1， 这 没有 问题 ， 因 为 满足 < k< m1 K 
项 都 是 零 . 所 以 我 们 可 以 用 (如 鸡 ,7,9) — (m—1,m—n—-1,1,0) 代入 ， 答 


案 就 是 
E (,, —n+ |) 
这 比 我 们 以 前 得 到 的 公式 更 加 简洁 . 利用 〈5.6) 和 “5.7〉 可 以 将 它 变 


m 加 n m. 
m—-n+1}/ m-n+l1 m= n, 


类 似 地 ， 通 过 将 特殊 的 值 代入 我 们 见 过 的 其 他 一 般 恒等式 ， 可 以 得 到 一 








些 有 趣 的 结果 . 例如 ， 假 设 在 (5.26) 中 令 m=n=1，94 一 0 .这样 ， 
该 恒等式 就 变 成 
ge kA 
L a-o (t3) 
O<k<l 
Fia (U+ 1/2) -0° + 2° +--+ 0), ARER RR 


们 筋 疫 力 尽 的 平方 和 问题 给 出 了 一 个 独特 的 新 方法 . 


这 个 故事 的 教 益 是 : 非常 一 般 的 和 式 的 特殊 情形 有 时 最 好 是 在 一 般 形式 
下 处 理 . 学 习 一 般 形 式 时 ， 聪 明 的 做 法 是 学 习 它 们 的 简单 特例 . 


问题 5: 有 三 个 因子 的 和 式 











这 是 男 一 个 不 太 坏 的 和 式 . 我 们 希望 简化 


20101 
RZ AAY , Brn 20, 


求 和 指标 大 出 现在 两 个 下 指标 中 且 带 有 同样 的 符号 ， 这 样 一 来 ， 表 5-3 
中 的 恒等式 (5.23) 看 起 来 接近 于 我 们 所 需要 的 东西 ， 再 稍 加 处 理 ， 我 
们 应 该 能 使 用 它 . 

(5.23) 与 我 们 所 有 和 式 之 间 存 在 的 最 大 区 别 是 ， 我 们 的 和 式 中 有 一 个 
额外 的 上 但是， 利用 吸收 恒等式 中 的 一 个 公式 ， 我 们 可 以 将 大 吸收 到 
二 项 式 系数 的 内 部 : 


© (t) G)*-E@) (e-1) 
=> (i) Gna). 


我 们 并 不 关心 当 太 消失 时 会 出 现 s ， 因 为 是 常数 . 现在 我 们 已 经 准备 
应 用 这 个 恒等式 并 得 到 封闭 形式 


Dhe) ar) 


如 末 我 们 在 第 一 步 就 选择 将 大 i): oe. 就 不 能 
直接 应 用 〈5.23) 了 ， 因 为 n 一 1 或 许 会 是 负 的 ， 而 这 个 恒等式 要 求 在 
至 少 一 个 上 指标 中 取 非 负 值 . 

问题 6: 一 个 令 人 惊悚 的 和 式 


下 一 个 和 式 更 具 挑 战 性 ， 我 们 要 对 


n+k\ (2k\ (—1)* 
D 2k ) @ k+l 整数 站 >0 
寻求 封闭 形式 . 度量 和 式 困 难 程度 的 一 个 有 用 方法 是 看 看 其 求 和 指标 出 














现 的 次 数 . 根据 这 个 度量 ， 可 以 知道 我 们 深 陷 麻烦 之 中 一 一 k 出 现 6 
UR. 此外， 在 前 面 的 问题 中 起 关键 作用 的 一 步 一 一 将 杀 个 处 在 二 项 式 系 
数 外 面 的 东西 吸收 到 其 中 一 个 二 项 式 系 数 的 内 部 一 一 在 这 里 不 起 作用 
T. 如果 我 们 吸收 六 +1， 在 它 的 位 置 上 就 会 得 到 另外 一 个 上 .不 仅 如 
此 ， 在 一 个 二 项 式 系数 的 内 部 ， 我 们 的 指标 大 已 经 两 次 与 系数 2 捆绑 在 
了 一 起 . 乘 一 个 第 数 通常 要 比 加 一 个 常数 更 难 去 挥 . 


所 以 我 们 应 该 将 这 个 和 式 挖 地 三 尺 埋 莱 掉 ， 对 吗 ? 


尽管 如 此 ， 我 们 这 一 次 还 是 很 笠 运 的 . 这 些 2k 都 正好 是 在 应 用 恒等式 
(5.21) 时 需要 它们 的 地 方 出 现 的 ， 所 以 我 们 得 到 


到 人 +k a (-1)° _ a k\ (n\ (—1)" 
0 2k k ; k +1 E ko k k k + ] i 


LENAR, MAS k BØRS. 解决 了 这 个 困难 ， 下 面 五 
步 就 可 以 进行 下 去 了 . 


分 母 中 的 上 + 是 剩 下 来 的 最 令 人 头疼 的 ， 现 在 可 以 利用 恒等式 〈5.5) 





























将 它 吸收 进 \A/ : 
\ ~ ` T S ~ 
n+ k nay (=I n+ k n+1\ (—1) 
ae ae eae Sen ee 
k>0 k 
1 n+ k nm+1\, 大 
i k ) (kii oe 


( 记 住 "20. ) 排除 了 两 个 障碍 ， 下 和 面 四 步 就 畅通 无 阻 了 . 





n+k 
| 
利用 对 称 性 ， 或 者 反 转 上 指标 n+， 这 样 就 在 消除 那个 的 同时 也 消 
除了 因子 CI). 我 们 来 探讨 这 两 种 可 能 性 ， 首 先 选择 对 称 性 : 


l n+k n+i\, 大 1 n+ k n+i\, 大 
R k Gt yen | n Gi cue 








排除 了 三 个 障碍 ， 还 剩 三 步 ， 现 在 我 们 已 经 能 通过 代入 (5.24) 取得 大 
的 进展 : FY (nm + 1, 1,n.n) 代替 (1,m,n,s) ， 得 到 














WE, SPE? 终于 有 效果 了 ? 我 们 用 n = 2 进行 核查 : 
2\ /0\ 1 3). 7241 4\ {4\ 1 6 6 
(0) 个 1, G) z) a a H 37173 se Gai 结果 相符 . 


n -t k 


E E E 


标 : 
l n+ k n+l 大 l —n— 1 n+1 


FAZER (Lm, n,s) — (n+1,1,0,—n—1) AB (5.23) , BA 


1 —n — 1] n+ 1 l 0 
z k Gi- 


器 ， 等 一 等 ， 当 n > 0 时 此 式 等 于 零 ， 而 当 n =0 时 它 等 于 1. 求 出 其 解 
的 其 他 途径 告诉 我 们 ， 这 个 和 式 在 所 有 情形 都 等 于 零 ! 是 什么 原因 造成 
这 样 的 结果 呢 ?” 当 n = 0 时 ， 事 实 表 明 这 个 和 式 实际 上 等 于 1， 所 以 正确 
的 答案 是 “In = Ol 我 们 在 前 面 那个 推导 过 程 中 一 定 出 错 了 . 


我 们 快速 重演 = 0 时 的 推导 ， 以 便 看 出 不 相符 之 处 首先 在 哪儿 出 现 . 
啊 ， 是 的 ， 我 们 掉 进 了 早先 提 及 的 陷阱 中 : 当 上 指标 可 能 是 负数 时 我 们 




















7 十 大 n+k 
试图 运用 对 称 性 ! 当 上 大 取 遇 所 有 整数 时 ， 我 们 用 | k ) 
WG 因为 在 大 < - 时 ， 这 会 将 零 变 换 成 一 个 非 零 的 值 ，〔 对 此 

XK.) 


尝试 二 又 搜索 : 首先 重新 运用 中 间 的 公式 ， 来 看 错误 是 出 在 此 前 还 是 此 后 . 

















n+ 1 
事实 表明 ， 和 式 中 的 另 一 个 因子 的 < -n HAS, RIS 
n=0 UK k= -1 INHIB ZS. 因此 ， 当 我 们 核查 ”= 2 的 情形 时 没有 
出 现 这 样 的 错误 . 习题 6 解释 了 我 们 本 应 该 做 什么 . 
问题 7 新 的 障碍 


这 个 和 式 更 加 棘手 ， 我 们 想 对 


$ ( n+k (2) (—1)* 
roo VT 2k kj k+1 , Bpm, n > 0 


求 出 封闭 形式 .如果 m 是 零 ， 我 们 恰好 就 得 到 前 一 问题 中 的 和 式 . 但 
事实 并 非 如 此 ， 我 们 陷入 一 个 真正 的 困境 问题 6 中 用 过 的 任何 
方法 在 这 里 都 不 起 作用 . 特别 是 关键 的 第 一 步 不 起 作用 . ) 


然而 ， 如 果 有 办 法 避 开 m ， 就 能 利用 刚刚 得 到 的 结果 所 以 我 们 的 策 
l+k 


略 就 是 : FAR \ 28 / (对 某 个 非 负 整数 1) 这 样 的 项 组 成 的 一 个 和 式 代 








n+k 
g (mera ， 这 样 一 来 ， 求 和 项 看 起 来 就 像 问题 6 中 的 求 和 项 ， 我 们 就 
能 交换 求 和 次 序 了 . 
n+k ) 
FATA FAA A ARE I + 28) ? 仔细 检查 这 一 章 早 先 得 到 的 恒 等 


式 ， 我 们 发 现 仅 有 一 个 合适 的 候选 者 ， 即 表 5-3 中 的 恒等式 5.26)》 ， 利 
用 它 的 一 种 方式 是 用 (nn 十 太一 1,2k,m — 1,0, 7) DERE (Lm, n,q, k); 


i RY (-1) 
2 m + 2k kJ k+1 
k=0 
=> > n+k—1-j j 2k (=1)" 
7 2k m— 1 k} k+1 
k20 O<j7<n+k-1 j 
k 
7 j n+k—1—j\ /2k\ (-1) 
DPR >D ( 2k ) (x kpi 
J20 kaj—n+1 


j K + 











在 最 后 一 步 ， 我 们 改变 了 求 和 的 次 序 ， 按 照 第 2 章 里 的 法 则 处 理 民 下 方 
KIA. 


我 们 还 EN Fi 2 FA ta) SOA Z BARTELS ARIA, 因为 它 有 一 个 额外 的 
Sp k >j—n+lARYS j-n+1>0, cra earned 这 个 
SONNA 《 件 是 多 余 的 . 而 当 7 了 nn 时 ， NE 一 二 项 式 系数 是 
因为 它 的 上 指标 介 于 0 和 上 大 一 1 之 间 ， 从 而 字 严 格 小 于 下 指 入 21 
se Wes 或 许 我 们 可 以 在 外 层 和 祷 上 增加 一 个 限制 ] <n ， 这 不 会 影 
啊 到 它 所 包含 的 非 零 的 项 .这 就 使 得 限制 条 件 和 二 7 一 ni 二 1 成 为 多 余 ， 
Ee ieee eee 现在 这 个 二 重 和 式 就 从 我 们 的 视线 中 淡 




















内 层 和 式 除了 当 7 = 7 一 1 时 不 为 零 ， 其 余 取 值 都 为 零 ， 所 以 我 们 就 得 
到 了 一 个 简单 的 封闭 形式 . 


问题 8: 不 同 的 障碍 
考虑 和 式 


F sak 
TA 2k (—1) 
Sm = Ss ey 的 k ] p 
k20 ass P A E Ei Km nso, 


我 们 就 能 以 另外 一 种 方式 从 间 题 6 中 引出 一 个 新 的 发 展 方向 . 4m = 0 
时 ， 我 们 又 得 到 以 前 得 到 的 和 式 ， 不 过 m 出 现在 了 不 同 的 地 方 . 这 个 
问题 比 问题 7 还 要 难 一 点 ， 幸 运 的 是 我 们 在 求解 方面 正在 取得 进步 . 我 
们 可 以 像 在 问题 6 中 那样 从 














4\k 
n+k n {—1) 
on = 
ii 2. ( k ) (;:) k+1+%m 


开始 .如 同 在 问题 7 中 那样 ， 我 们 现在 尝试 将 与 m 有 关 的 部 分 展开 成 我 


们 知道 如 何 处 理 的 项 . “4m 是 零 时 ， 将 +1 吸收 到 \*/ 中 ， 如 果 
m>0, ABB IA + 1+ m) 展开 成 可 以 吸收 的 项 ， 我 们 就 能 同样 去 
做 . 好 运 依然 还 在 ， 在 问题 1 中 ， 我 们 证 明了 一 个 合适 的 恒等式 


m {m ae r+l pe CPSA, 
a Be oe 整数 m 宇 0, r€{0, 1, +, m1}. (5.33) 


H —k — 2 RË r WA h TS RAA 


p -1 
n+k\ /ny (—1) m 一 大 一 2 
Q 三 ee = ‘ 


pete 1) oma (Et, OR. E wre 
ee 

rn ee, 之 中 . 双重 吸收 表明 上 暗中 可 能 会 有 更 多 的 抵消 ， 是 

的 ， 将 新 的 求 和 项 中 的 每 一 部 分 都 展开 成 阶乘 ， 并 回 到 二 项 式 系数 ， 就 

给 出 了 一 个 可 以 对 大 求 和 的 公式 ; 


_ min! jy f{mtntl n+1+j -n — 1 
Or = (一 ] . ; i 
a a ) Me k ) 


j20 


min! .~qag/{mtnt+l 7 
aa et ites (_4\/ a 
| ) (eee ( 


j20 











他 们 指望 我 们 在 一 页 便条 纸 上 对 此 加 以 验证 . 


根据 (5.24) ， 对 所 有 整数 ) 求 和 的 和 式 为 零 ， 因 此 -sw 是 对 应 7 <0 
时 的 和 式 . 


为 了 对 J <0 计算 —Sm ’ 我 们 用 一 上 一 1 ARE j 并 对 k 之 0 求 和 : 





U 


min! | ake fmt+ntl —k 一 
1 7. | = a aN an: 
rrp ) ( n— k ye" =) 


= ee el ý Ha (= ei 


an 


min! ， ak f{mt+nt+l 2n 
oOo — —] 
monet dy ae je | 
mint t{mt+n4+1 2n 
— —1) 
(m+n-+1) (ment il 2 l 2 He a 
最 后 应 用 〈5.25) ， 就 得 到 答案 


i min! m. f ee 
Posey (m+n+1)! 区 = (—1) "m mZ. 


我 们 最 好 还 是 验证 一 下 . 当 n=2 时 ， 得 到 


1 6 $ 6 7 m(m — 1) 
m+l m+2 m+3  (m+1)(m+4+2)(m+3) 


我 们 的 推导 要 求 m 是 一 个 整数 ， 但 是 其 结果 对 所 有 实数 m 都 成 立 ， 
为 量 (mm + JJ) Sm 是 关于 m HRA S n 的 多 项 式 . 





~ 














5.3 ”处 理 的 技巧 “TRICKS OF THE TRADE 
全 下来 ， 我 们 观察 三 种 技术 ， 它 们 大 大 强化 了 我 们 已 经 学 习 过 的 一 些 方 
法 . 


技巧 1: 取 一 半 
真 应 该 称 作 1/2 技 巧 . 


许多 恒等式 都 包含 一 个 任意 实数 + ， 当 7 为 “整数 减 去 二 分 之 一 * 时 ， 二 
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本 
一 类 新 的 恒等式 ， 它 们 极其 容易 处 理 . 


研究 这 是 如 何 和 奏效 的 一 种 方法 是 从 加 倍 公 式 (duplication formula) 














o% 











k 
db =(2ry£/2"* , Bk Z0 
2 (5.34) 


a E E EEE 
是 显然 Ys 


1 | 3 ] 
r CGI (下 -ED 人 (rt 
2 2 2 


(27 ){27 —1)---(2r — 2k+4+ 1) 


2X 2X-**X2 





现在 我 们 可 以 在 两 边 除 以 k* ， 这 就 得 到 


由 535) 


WRS k=r=n, KPF 是 一 个 整数 ， 这 就 得 到 


mE. n 是 整数 
n n (5.36) 





而 有 反 转 上 指标 又 给 出 为 外 一 个 有 用 的 公式 : 
-1/2Y (-1)'(2n eee 
to ii 


例如 ， 当 n= 4 时 有 


E ~1\*1x3x5x7 
2 1x2x3x4 


注意 我 们 是 如 何 将 奇数 的 乘积 变 成 阶乘 的 . 


—] ‘1x3x5x7x2x4x6x8 
1x2x3x4x1x2x3x4 © 


(5.37) 


1 
恒等式 (5.35) 有 一 个 有 趣 的 推论 . 设 ” -2 ”， 并 对 所 有 整数 大 求 和 . 


根据 (5.23) ， 其 结果 就 是 


DORA 


1 一 1/2 
整数 /之 0 ， 
Bin 


因为 要 么 于 |n/ 2), 入 (n — 1)/2 
数 ! 


我 们 还 可 以 利用 范 德 蒙 德 卷 积 〈5.27) 来 导出 


到 全 人 


将 (5.37) 的 值 代入 就 给 出 


F |n /2| 


(5.38) 


这 是 一 个 非 负 整 


, Rýn 20, 


—1/2\ /—1/2\ 7- (2k\ (-1\"* (2(n—&) 
k n—k} \a k}]\ 4 n—k 
(—1)" (2k\ /2n — 2k\ | 
~ yn k nmn—k |’ 


这 就 是 和 为 (1) 者 . 因此 我 们 就 有 一 个 关于 帕斯卡 三 角形 的 中间 
的 ”元 又 的 怀 人 性 质 : 


2k \( 27 一 2 大 
=4", Benzo . 
Eh) sm 





(5.39) 


例如 


OO OOO OO 


20 x 1 = 64 = 4° 


2k 


eT er E 


n—1/2 
系数 改变 成 形 如 /的 二 项 式 系数 ， 其 中 是 菜 个 适当 的 整数 
(通常 是 0、1 或 者 及 ) ， 这 样 所 得 到 的 公式 可 能 会 简单 得 多 . 
技巧 2: 高 阶 差 分 


n 


7.) (—1)* 
我 们 早先 看 到 了 ， ET a owen (2) 的 部 分 和 . E 
其 


r) (—1)* 
实 表明 ， 带 有 交错 符号 的 二 项 式 系 数 \“* 有 许多 重要 的 应 用 . 
中 一 个 原因 是 : 这 样 的 系数 与 2.6 节 中 定义 的 差分 算 子 人 有 密切 的 关 
函数 f 在 点 z 的 差分 AS 是 
Af(r) = f(r+1)— f(z); 


AREA a, RAIRE NES 





A? f(r) = Af(x +1) — Af(r) = (f(x + 2) — f(x +1)) — (f(x +1) — f(z)) 
= f(r+2)—2f(r2+1)+ f(z), 


这 与 二 阶 导 数 类 似 . 类 似 地 ， 我 们 有 


A f(r) = f(r +3)-3f(r+2)+3f(z+1)-— f(z), 
A‘ f(x) = f(r +4) —4f(r+3) + 6f(r+ 2) —4f(z +1) + f(z); 


如 此 等 等 . 带 有 交错 符号 的 二 项 式 系 数 出 现在 这 些 公式 之 中 . 
一 般 来 说 ，n 阶 差 分 是 
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这 个 公式 容易 用 归纳 法 证 明 ， 但 是 ， 还 有 一 个 很 好 的 方法 可 以 直接 证 明 
它 ， 就 是 利用 初等 算 子 理论 .回想 2.6 市 我 们 曾经 用 规则 











E f(z) = f(x+1) 
eee eel 从 而 算 子 A 就 是 下 -1， 其 中 1 是 由 法 则 
If(x r) 定义 的 恒 等 算 子 . 根据 二 项 式 定 理 ， 
Maha T= ide fad Os baad 
> (i) 


这 是 一 个 以 算 子 作为 元 素 的 等 式 ， 它 等 价 于 〈5.40) ， 因 为 E 就 是 将 
f(r) 变 成 flo +k) 的 算 子 . 


当 我 们 考虑 负 的 下 降 暴 时 ， 束 会 出 现 一 个 有 趣 而 重要 的 情形 . 
f(z) =(r@-1)4=1/z, 那么 ， (2.45) 就 有 
Af(r) =(-1)(r-1)2, A?f(z 1)( 一 2)(z -), — RHE 














A" ((z — 1) = (-) (2 - 1)" = (-1)"— 





现在 等 式 (5.40〉 告诉 我 们 





y n Nie n! ot ron = r ¢ {0 Sees —n} (5.41) 
7 kjrt+k zrlr+1)---(r+n) ` n pe ; mere’ 





] /9 
= ae L T A , 
r(x + 1)(x + 2)(x + 3)(x +4) 4 


(5.41) 中 的 这 个 和 式 就 是 nl (ele + 1) (7 十 n)) 的 部 分 分 式 展开 . 


ee a AR. WRI) 是 一 个 a 次 多 项 式 ， 则 
差分 AL) 是 一 个 d 一 1 次 多 项 式 ， ee 古 一 个 第 数 ， 而 当 
E T 这 个 极端 重要 的 事实 简化 了 许多 公式 . 





更 仔细 的 观察 能 得 到 更 多 的 信息 . 设 
f\z}= agr’ 一 i +++ a,x! 一 ag? 


sen ieee tap ne Uae EFJ HEGEL FRAN 

ARENA SR Cpl, r = r*+ r) 从 而 存在 系数 

ba,ba-1,"… ,bi,bo ， 使 得 
fiz) = bart 


《事实 表明 ba = aa 且 如 = ao， 但 是 介 于 它们 之 间 的 系数 以 更 为 复杂 的 
方式 联系 在 一 起 . ) HOSA Sd Bec = kbr. ABA 


f(z) = Cd (;) + Cq-1 (, = j 十 …… 十 cl a + co (5) : 


从 而 ， ee ae 
式 称 为 A) AER, ASC be Ez A 


在 这 一 章 的 前 面 我 们 曾经 注意 到 ， 加 法 公式 意味 着 


oH! +--+ 4 birt + bort. 

















这 样 一 来 ， 根 据 归 纳 法 ， 牛 顿 级 数 的 阶 差 分 是 非常 简单 的 : 


RAY . ‘a Ste ae * y j 
A f(z ) — Cd (, = n + Cd-1 人 a 1 = a i rey é 一 To (“,) | 


如 果 现 在 令 z=0， 那 么 除了 满足 大 -7 =0 的 项 之 外 ， 右 边 所 有 的 项 


ale naeg. am 


Cn, Nn Í d; 


A" f(0) = { 0 n > d. 


于 是 f(z 的 牛顿 级 数 就 是 


d—1 r , er ae 
f(z) = A‘F(0 (z) +a f(0 (47) tts (7) + ro (5). 


例如 ， 假 设 f(7) = z*”， 容易 计算 出 


f(0)=0, FUD) = ， f(2)=8, f(3) = 27; 
Af(0}=1, Af(1)=7, Af(2) = 19; 
ATO = 6, A2f(1) = 12: 
A f (0) = 6. 


E (a 


对 z=0 利 用 (5.40) , AR S0) = cn AA URAR PAAR: 


> (Ne (% (o) bi a ae: 的 ) ae 
a i ， 整 数 n 2o, 


c:clc… 是 一 个 任意 的 系数 序列 ， 对 所 有 上 >0 ， 无 限 和 式 





XK 
> Ha 


y i +c i tofa 十- 
oko) 0 Bs 实际 上 都 是 有 限 的 ， 所 以 收敛 性 不 成 问 
.特别 地 ， 我 们 可 以 证 明 重 要 的 恒等式 


aA takt-+a,k")=(l"nla, ,整数 n 之 0 , 
k 





(5.42) 
因为 多 项 式 ao takt t ank" 总 可 以 写成 牛顿 级 数 
ofo) +a (4) teen) CHEP cn = n'an ) ， 
许多 初 看 起 来 毫 无 希望 求解 的 和 式 ， 实 际 上 可 以 利用 n 阶 差分 的 思想 几 





平 不 费 什么 力气 就 能 求 和 . 例如 ， 我 们 来 考虑 恒等式 
Or mm 


(5.43) 
这 看 起 来 真 不 错 ， 因 为 它 与 我 们 迄今 所 见 过 的 任何 恒等式 都 授 然 不 同 . 


n P \k 
(—1) stet 
但 是 ， 一 旦 我 们 注意 到 求 和 项 中 对 问题 有 影响 的 因子 E ， 实 际 
上 就 容易 理解 了 ， 因 为 函数 


4: r—sk 1 er eee d- 
ned m ) = 4n) sk +---=(-1)'s (E) 


是 关于 大 的 一 个 KERR, KARA (1)"s"/nl, Pi (5.43) 
不 过 就 是 〈5.42) 的 一 个 应 用 而 已 . 


我 们 在 假设 1(7) 是 一 个 多 项 式 的 条 件 下 讨论 了 牛顿 级 数 ， 还 看 到 了 无 穷 


的 牛顿 级 数 
f(x) = co 6 ee (;) br (5) Pe 


也 是 有 意义 的 ， 因 为 当 z 是 非 负 整数 时 ， 这 样 的 和 式 总 是 有 限 的 . 正如 
在 多 项 式 的 情形 一 样 ， 我 们 对 公式 A" 1(0) = cn 的 推导 在 无 限 的 情形 依 
然 成 立 ， 所 以 我 们 有 一 般 的 恒等式 








r=70( rofi eroi paroh] 0 
(5.44) 


这 个 公式 对 任何 定义 在 非 负 整数 * 上 的 函数 ftz) 都 成 立 ， 此 外 ， 如 果 右 
边 对 其 他 的 zx 的 值 收敛 ， 它 就 以 一 种 自然 的 方式 定义 了 “插入 ”/(7) 的 函 
数 . (有 无 穷 多 种 方式 插入 函数 值 ， 所 以 我 们 不 可 能 断言 (5.44) 对 所 
有 使 得 该 无 穷 级 数 收 伊 的 z 均 为 真 . 例如， 如果 我 们 令 fe) = sinar) 

， 则 在 所 有 整数 点 处 都 有 f(7) = 0 ， 所 以 〈5.44) 的 右边 恒 为 零 ， 但 是 
其 左边 在 所 有 非 整数 的 > 处 都 不 等 于 零 . ) 


牛顿 级 数 是 有 限 微 积分 对 无 限 微 积分 中 的 泰勒 级 数 的 回应 . 恰 如 泰 勒 级 
数 可 以 写成 








FA /1 \ tye oN JINEN 
; gia) o , g(a) 4 g \a) 9 g (a) 3 
gia +z) = =r F= + T T 
` 0! 1! 2! 3! 








一 样 ， f(z) = gla +r) 的 牛顿 级 数 也 可 以 写成 





g(a) o, Agla ) 1, A’g(a) „2, AXg(a) a 


: I (5.45) 
0! 1! 2! 3! 


glat+zr} = 


-了 T k 
Ef = A 
(HEE =1+A, >, (i) , E*g(a) = g(a + 1).) 


(这 与 (5.44) 相同 ， 因 为 当 f(7) = gla +r) MAPA n 2 0 RA 

和 "fl0) = 人 "gla) ) 当 g 是 一 个 多 项 式 或 者 当 z 0 时， 泰勒 级 数 和 和 牛 
顿 级 数 都 是 有 限 的 . 此 外 ， 当 z 是 正 整 数 时 ， 牛 顿 级 数 是 有 限 的 .而 在 
相反 的 情形 ， 这 个 和 式 对 特殊 的 z 的 值 有 可 能 收敛 ， 也 有 可 能 不 收敛 . 
如 果 当 工 不 是 非 儿 整数 时 牛顿 级 数 收敛 ， 它 实际 上 也 可 能 收敛 于 一 个 异 
于 gla +r) 的 值 ， 因 为 牛顿 级 数 (5.45) 仅仅 依赖 于 间隔 开 的 函数 值 


g(a), gla + 1). gla + 2). . 

二 项 式 定 理 提 供 了 收敛 的 牛顿 级 数 的 一 个 例子 . 设 9(7) = +2)", R 
中 > 是 一 个 固定 的 复数 ， 它 满足 | 站 < 1. 那么 

Ag(x) = (14+ z)7*! — (1+ 2) = z(1 +2)", 故而 "qz = 2" +2)", E 
这 种 情形 ， 无 穷 的 牛顿 级 数 


ga +2) = Dag (7) = + (2) 2" 
7 7 
n 


n 





对 所 有 的 z 都 收敛 于 “正确 的 " 值 1 +. 


詹姆斯 -斯 特 林 甸 试 图 利用 牛顿 级 数 来 将 阶乘 函数 推广 到 非 整 数 的 值 . 
首先 他 找到 了 系数 5+ ， 使 得 


是 对 z=0,7T=1,7=2,... 成 并 的 恒等式 . 但 是 他 发 现 ， 得 到 的 级 数 除 
了 当 工 是 非 负 整数 之 外 均 不 收敛 ， 所 以 他 再 次 尝试 ， 这 一 次 他 记 


“由 于 这 些 项 增加 得 非常 快 ， 它 们 的 差 也 将 构成 一 个 发 散 的 级 数 ， 它 阻碍 了 抛物 线 的 纵 从 
标 趋向 于 真实 ， 于 是 在 这 种 及 类 似 的 情形 中 ， 我 插入 这 些 项 的 对 数 ， 它 们 的 差 构成 一 个 
收敛 得 很 快 的 级 数 ，” 

一 斯 特 林 [343 


leh pA i (") gs (5) roy (") a (5) ie Gas (5.47) 


n 


现在 Alnar!) = ln(z + 1)!—! = ln(x +1), Ki (5.40) 有 


























Sn = A" x)| 


z= 


ZA i + 1)) 


| =0 


oir Yen DE al ph F 


甘 3 

是 其 系数 就 是 So = s1 =0 , 52 二 lIn2 , 3 n n n 1, 
32 

s4 = n4 — 3ln 3 + 3ln 2 = In — 


27 等 .按照 这 种 方法 ， 斯 特 林 得 到 了 一 个 的 
确 收 敛 的 级 数 〈 尽 管 他 没有 证 明 这 点 ) 实际 上 ， 他 的 级 数 对 所 有 


人 一 部 收 化 。 这 样 他 就 能 满意 地 计算 出 3， 习题 68 讲述 述 了 余下 的 故 





(直到 19 世 纪 才 建立 了 收敛 性 的 证 明 .，) 
技巧 3 反 演 
我 们 刚刚 对 和 牛顿 级 数 所 得 到 的 法 则 (5.45)〉 的 一 种 特殊 情形 ， 可 以 用 下 


面 的 方式 改写 : 
g(n) = > (Dr k) & f(n) = > 的 (—1)*9(k). (5.48) 


1 和 9 之 间 的 这 种 对 偶 关 系 称 为 反 演 公式 (inversion formula) ， 它 有 点 
像 我 们 在 第 4 童 里 遇 到 的 默 比 乌 斯 反 演 公式 (4.56) 和 (4.61) . KREA 
式 告诉 我 们 如 何 求解 < 隐 式 递归 式 ”， 其 中 一 个 未 知 的 序列 艇 入 在 一 个 和 


式 中 
对 它 做 反 演 :“zInb ppo”. 
例如 ，9( 中 可 能 是 一 个 已 知 的 函数 ， 而 fl 则 可 能 是 未 知 的 ， 我 们 或 


g(n) = ”) (1) F(A) 
许 找到 了 一 种 方法 来 证 明 ”” ©, (4) cote 
使 得 我 们 可 以 将 f(n) 表示 成 已 知 数值 的 和 式 . 


利用 本 章 开头 的 基本 方法 ， 我 们 能 直接 证 明 (5.48) . WERT ATA n> 0 
有 3" =), @ (Fk) IZ 


. 这样 ，〈5.48) 就 


= JS ¢ (1) h 4 


Fi 为 一 个 方 同 的 证 明 是 同样 的 ， 因 为 /与 9 之 间 的 这 种 关系 是 对 称 


我 们 将 它 应 用 于 “足球 胜利 问题 "?， 以 此 作为 例子 对 (5.48〉 加 以 描述 . 











获胜 足球 队 的 n 个 球迷 将 他 们 的 帽子 高 高 抛 向 空中 ， 这 些 帽子 随机 落下 
来 ， - 顶 帽 子 落 向 这 个 球迷 中 的 一 个 有 多 少 种 方式 hn, k) 使 得 恰 
好 有 下 个 球迷 得 到 他 们 自己 的 帽子 ? 


例如 ， 如 果 n=4 且 帽子 和 球迷 被 命名 为 4B,C,D? ， 帽子 落下 的 
4! = 24 种 方式 生成 了 下 面 的 合法 拥有 者 的 个 数 : 


ABCD4 BACD2 CABD1 DABCO 
ABDC2 BADC0O CADBO DACB1 
ACBD2 BCAD1 CBAD2 DBAC1 
ACDB1 BCDAO CBDA1 DACA 2 
ADBC 1 BDACO CDABO DCAB 0 
ADCB 2 BDCA1 CDBAQO DCBA 0 





于 是 h(4,4)=1: h(4,3) =0: h(4,2) = 6: h(4,1) = 8: h(4,0)=9. 


TER, Wek SIGINT SHA AER CB (i) FE LA FEB AY 

n —k 顶 帽 子 均 回 不 到 其 合法 拥有 者 手中 的 方法 数 ， 即 hln 一 ,0) ， 我 们 
就 能 确定 nk) 的 值 . 如 果 一 个 排列 移动 了 每 一 项 ， 那 么 这 个 排列 称 为 
ÆHF (derangement) ， 了 个 物体 的 重 排 个 数 有 时 就 用 符号 “六 来 表示 ， 
pe n BIR” Cn subfactorial) .于 是 so-40=w-o0i， 我 们 就 有 一 般 的 
RK 


h(n = (7 Ja k AG ky 
EEE i Sale eae 


〈 倒 阶乘 记号 并 非 是 标准 的 ， 也 并 不 是 一 个 好 想法 ， 不 过 让 我 们 答 试 用 
它 一 段 时 间 ， 看 看 能 人 否 逐 渐 喜 欢 上 它 . 如果“ 不 合适 ， 我 们 总 可 以 求助 
T“ Dn ?或 者 其 他 什么 东西 . ) 


如 果 对 "有 一 个 封闭 形式 ， 我 们 的 问题 就 能 解决 ， 所 以 来 看 看 我 们 能 发 
现 什 么 ， 有 一 个 得 到 递归 式 的 简便 方法 ， 因 为 对 所 有 的 大 ， An, k) 的 和 
式 就 是 n 顶 帽 子 的 排列 总 数 : 


TY A -pi 整数 O. ee 


n n 


ERE PRAK k ERI n-k, K (, e) 变 成 了 的 . ) 利用 
这 个 隐 式 递归 式 ， 我 们 可 以 计算 所 有 想 要 的 h(n 月 ， 


n h(n.0) h(n.1) h(n,2) h(n,3) h(n, 4) h(n,5) h(n,6) 








1 0 1 
2 1 0 1 
3 2 3 0 1 
4 9 8 6 0 1 
5 44 45 20 10 0 1 
6 265 264 135 40 15 0 1 
例如 ， 这 里 给 出 怎样 计算 n= 4 这 一 行 的 过 程 : 最 右边 两 个 数字 是 显然 


的 一 一 恰 只 有 一 种 方法 使 所 有 的 帽子 正确 地 落 到 其 所 有 者 头 上 ， 且 没有 
任何 方法 能 使 得 正好 有 三 项 帽子 落 到 其 所 有 者 的 头 上 .，“ 那 第 四 个 球迷 
得 到 谁 的 帽子 呢 ? ) 当 大 = 2 以 及 大 =1 工 时， 我 们 可 以 利用 关于 Am 局 的 


h(4,2) = 他 h(2.0) =6x1=6 





等 式 给 出 以 及 
h(a.) = ({) A30) =4x2=8 Be cea ds cane as . Se 
; . XF 4,0) 我 们 无 法 利用 这 个 等 式 ， 说 得 
4 > 
, 本 、 h(4,0) = ( ) 4,0) 
更 准确 些 ， 我 们 可 以 用 这 个 等 式 ， 但 是 它 给 出 ; 
式 为 真 但 无 用 . 男 取 一 法 ， 我 们 可 以 利用 关系 式 
h(4,0) 二 8 二 6 十 0 十 1 二 自得 出 h(4,0) =9， 这 就 是 :的 值 ， 类 似 地 ，, 依 赖 
于 # 的 值 (kk <n). 


与 生活 的 艺术 相同 ， 数 学 的 艺术 是 知道 哪些 真理 


我 们 怎样 来 求解 像 〈5.49) 这 样 的 递归 式 呢 ? 这 很 容易 : EA (5.48) 
的 形式 ， 在 其 中 取 9 三 对 以 及 AD=CD 故而 其 解 为 


m= COTE co 


不 过 ， 这 并 不 真 的 是 解 ， 它 是 一 个 和 式 ， 如 果 有 可 能 应 该 表达 成 封闭 形 


n 






































是 无 用 的 . 





式 . 不 过 它 比 递归 式 要 更 好 .这 个 和 式 可 以 简化 ， 因 为 丰 可 以 和 \*/ 中 
一 个 隐藏 的 局 抵消， 所 以 我 们 来 答 试 这 样 做 ， 得 到 





nj = 


n! Vers (一 1)“ 
Den) ew 


ee l (5.50) 
全 l a 
Jel KG Pt age Dio DB Ea, WAAR 
中 被 排除 的 项 是 








/ 4\ K , n+ 
(—1) (=1) 
n! 一 
> k! mm 二 1 | ar 





k=0 


fugit ji 1 
ee | n+2 (n+2)(n+3) 


ji n+l 


而 括号 中 的 量 介 于 1 和 n+ ”n+2 之 间 ， 于是， 与 m/e 之 间 的 差 
ee 它 介 于 t+ 与 1/(n+2) 之 间 . 

但 ,是 一 个 整数 . 于是， 如果 n > 0 ， 那 么 它 必定 就 是 我 们 将 mi/e HAI 
最 过 的 整数 时 记得 到 的 数 ， 这 样 就 得 到 了 所 求 的 封闭 形式 ， 


ttn ER 


这 就 是 没有 任何 球迷 得 到 属于 自己 的 帽子 的 方法 数 ， 当 n 很 大 时 ， 知 首 
这 个 事件 发 生 的 概率 更 有 意义 、 各 果 我 们 假设 屠 品种 排列 中 的 每 一 个 
是 等 可 能 名 为 帽子 高 六 是 


棒球 迷 ，0.367 也 是 Ty Cobb 职 业 生 涯 的 平均 击 球 率 ， 这 是 一 个 空前 的 纪录 ， 这 会 是 一 个 巧 


合 吗 ? 


























ni_nVet+O(l) 1 


n! n! e 
故 当 n 变 大 时 所 有 帽子 没 回 到 其 合法 拥有 者 手中 的 概率 接近 于 37%. 


顺便 要 提 及 的 是 ， 倒 阶乘 的 递归 式 〈5.49) 恰好 与 《5.46) 相同 ， 这 是 
斯 特 林 在 试图 推广 阶乘 函数 时 所 考虑 过 的 第 一 个 递归 式 . 因此 % = 和 这 
些 系数 是 如 此 巨大 ， 坚 不 奇怪 ， 无 穷 级 数 (5.46) 对 非 整数 的 z 发散. 


= 0.367- 








[e~ 0.367 87 9 不 过 ， 如 果 Wade Boggs 有 几 个 真正 好 的 赛季 ， 或 许 .…… ) 


在 结束 这 个 问题 之 前 ， 我 们 简要 地 介绍 两 个 有 趣 的 模式 ， 它 们 是 在 小 的 
hin, k) 的 表 中 跳 入 我 们 眼帘 的 . 首先 ， 看 起 来 在 表 中 全 由 数字 0 组 成 的 
对 角 线 的 下 方 的 数 1,3,6,10,15,…. 就 是 三 角形 数 . 这 个 观察 到 的 事实 容易 
证 明 ， 由 于 表 中 那些 元 素 都 是 Am 一 2 的 值 ， 故 我 们 有 


n n 
pn), -(;| 


又 看 起 来 前 面 两 列 的 数 相差 41. 这 是 否 总 是 正确 的 呢 ? 是 的 ， 


h(n, 0) — h(n, 1) = nj—n(n—-1) j 





( 嗨 ， 等 一 等 ， 你 夸大 了 事实 . Cobb 的 平均 击 球 率 是 4191/11429 = 0.366 699, 而 
A 








换 句 话说 ，n=nm-Di+C"， 对 于 重 排 数 来 说 ， 这 是 一 个 比 我 们 以 前 得 到 
的 所 有 递归 式 都 要 简单 得 多 的 递归 式 . 


但 是 逆 温 层 (inversiom) 是 有 害 烟 雾 的 来 源 . 


现在 我 们 来 做 反 演 (invertion〉. 如 果 我 们 对 在 (5.41〉 中 得 到 的 公式 


n Ci 7 1 THN A 
kjrik r n 
k 
= 
T = y n ( —] \k 4 pa k 
ttn key k 
k>0 


这 个 结果 很 有 意思 ， 但 并 不 是 真正 意义 上 的 新 结果 . 如果 我 们 在 
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r+k 
C 中 反 转 上 指标 ， 不 过 是 再 次 发 现 了 恒等式 (5.33). 


5.4 生成 函数 GENERATING FUNCTIONS 


现在 我 们 来 讨论 整 本 书 中 最 重要 的 思想 ， 即 生成 函数 (generating 
function ) 的 概念 . 我 们 希望 用 某 种 方式 处 理 的 一 个 无 限 序 列 
al) ， 可 以 很 方便 地 表示 成 一 个 辅助 变量 的 窜 级 数 (power 


series) 


y 2 ; (5 £9) 
A(z) =agtayz+aqz+°---= arzk. (5.92) 


k>0 


用 字母 > 作为 这 个 辅助 变量 的 名 字 是 合适 的 ， 因 为 我 们 经 常 要 把 > 看 成 
ERM. 复 变 函 数论 在 其 公式 中 习惯 用 “z”， 寺 级 数 〈 又 称 为 解析 函数 
或 者 全 纯 函 数 ) 是 这 个 理论 的 中 心 议题 . 


在 接 下 来 的 几 章 里 我 们 将 会 看 到 许多 生成 函数 . 的 确 ， 整 个 第 7 章 都 在 
讨论 它们 . 我 们 现在 的 目标 是 直接 引入 基本 概念 ， 展 示 生 成 冰 数 与 二 项 
式 系数 研究 之 间 的 关系 . 


生成 函数 是 有 用 的 ， 因 为 它 是 表示 整个 无 限 序列 的 单个 量 . 我 们 常常 建 

立 一 个 或 者 多 个 生成 函数 ， 然 后 操控 这 些 函 数 ， 直 到 了 解 许多 关于 它们 

的 知识 ， 最 后 再 来 观察 系数 ， 从 而 求解 问题 . 赁 着 小 小 的 运气 ， 我 们 将 

0 
FITA. 




















a,z* 


如 有 果 A) EEA ANEA k0 ， 我 们 将 会 发 现 记 
[ze Ate) = an (5.53) 
(关于 这 个 概念 的 历史 和 用 途 的 讨论 ， 见 参考 文献 [223] . ) 
是 很 方便 的 ， HAZ, AG 表示 Ale) 中 e 的 系数 . 


如 同 〈5.52) ， 设 Ale) 是 (40,a1,02,…) 的 生成 函数 ， B(z) 是 另 一 个 序列 
(bo, bi, b2,- -) 的 生成 函数 ， 那么 乘积 A(z) B(z) 就 是 暴 级 数 


9 . 9 . 
(ag + aiz + az“ +---)(bo + biz + baz +---) 


一 agbo T (agbı T aibo) + (agb F a,b, T ag bg) z^ AF Pe 


这 个 乘积 中 z 的 系数 是 


agbn 十 ab _ 1 十 :十 anbo 一 》 akbn-k. 
k=0 


这 样 一 来 ， 如 果 想 要 计算 任何 一 个 具有 一 般 形 式 
d= X akbn (5.54) 


k=0 
的 和 式 ， 而 且 知 道生 成 函数 Al) 和 B, RIRA 

cn = [2z"| A(z) B(z). 
HH (5.54) 所 定义 的 序列 cn) 称 为 序列 on) 和 的 卷 积 〈convolution) ， 两 
个 序列 的 下 标 相 加 等 于 一 个 给 定量 的 所 有 项 乘积 之 和 ， 束 得 到 它们 
的 “ 卷 积 >， 前 面 的 主要 内 容 就 是 与 其 生成 函数 的 滋 法 相对 应 的 序列 的 卷 


口 
Ne 





生成 函数 提供 了 强 有 力 的 方法 来 发 现 和 证 明 恒 等 式 . 例如 ， 二 项 式 定 理 


anana rara O O 人) ine 


类 似 地 ， 
(1+ z)"= >. (2 2 


k=0 


如 末 将 这 些 等 式 相 乘 ， 我 们 束 得 到 故 外 一 个 生成 函数 : 


(l+z)r(1+z)s=(1+2z)r4+s 


现在 激动 人 心 的 时 刻 到 了 : 让 这 个 等 式 两 边 zn 的 系数 相等 就 给 出 


> (6) (= ("2") 


k=0 
我 们 就 发 现 了 范 德 蒙 德 卷 积 (5.27) ! . 
(5.27)! = (5.27)(4.27)(3.27)(2.27)(1.27)(0.27)!. 


这 种 做 法 既 优 美 也 很 容易 ， 我 们 再 尝试 男 外 一 个 .这 一 次 我 们 用 


1-27, © PPE a (1) g 《从 n (;) | (3) oo ease 


Bl. 用 (1 ) 来 乘 就 得 出 另外 一 个 生成 函数 ， 这 个 生成 函数 的 系数 是 我 
们 已 知 的 : 


(1—z)"(14 2)" =(1- 27)’. 
现在 让 两 边 zn 的 系数 相等 就 给 出 等 式 
n r f: (—1)* = (—1)"/? oe 
2 (i) ( g 中 的 [是 偶数 ]. (5.55) 


我 们 应 该 用 一 两 个 小 数值 对 此 进行 检查 . 例如 ， 当 = 3 时 结果 是 


00-00-00-00- 
每 一 个 正 的 项 都 和 一 个 对 应 的 负 的 项 相互 抵消 ， 而 且 只 要 n 为 奇数 (在 


这 样 的 情形 下 和 式 并 不 令 人 感 兴趣 ) ， 就 会 发 生 同 样 的 事情 . 但 是 当 n 
是 偶数 《例如 n 二 2) 时 ， 我 们 得 到 一 个 与 范 德 蒙 德 卷 积 不 同 的 非 平 凡 的 


(0-0 0 -= 


所 以 = 2 时 ， (5.55) 也 成 立 . 事实 证 明 ， (5.30) 是 新 恒等式 
(5.55) 的 一 个 特殊 情形 . 














二 项 式 系数 也 出 现在 其 他 一 些 生 成 函数 之 中 ， 最 值得 注意 的 是 下 面 两 个 
重要 的 恒等式 ， 其 中 下 指标 保持 不 动 而 上 指标 变化 : 





] p (" + =) k 
iia’ a , PBR n > 0: (5.56) 
-A = > (‘) > k 
0-2" oN) | wen > 0. (5.57) 


如 果 你 有 一 支 荧 光 笔 ， 应 该 将 这 两 个 等 式 做 上 记号 . 


这 里 的 第 二 个 等 式 愉 好 是 第 一 个 等 式 乘 以 :"， 也 束 是 说 “向 右 移动 ”n 
位 . 第 一 个 恒等式 正好 是 稍 加 变形 的 二 项 式 定理 的 一 个 特殊 情形 : 如 果 


—n—1)\ 1N 


我 们 用 (5.13〉 展开 (1 一 2)“”， 则 zt 的 系数 是 “ / “”， 它 可 以 


k+n n+ k 
通过 反 转 上 指标 改写 成 k New ( á ) 这 些 特殊 情形 值得 特别 关 
注 ， 因 为 它们 在 应 用 中 出 现 得 如 此 频繁 . 


当 = 0 时 ， 我 们 得 到 特殊 情形 的 一 个 特例 ， 即 几何 级 数 : 
] 2 3 k 
pple ete te tees pe. 


k>0 


这 是 序列 (1,1,1,…) 的 生成 函数 ， 它 特别 有 用 ， 因 为 其 他 任何 序列 与 这 
a 当 对 所 及 都 有 bk = 1 时 ， (5.54) 就 转 














n 
Cn = ) ak. 


k=0 
RRR, WRA LR AD (Wo. 1. 2.) AE EME, IWA 
A(z)/(1—-—2z rit Fe: FUER (Co. C1, C2, /的 生成 函数 . 


我 们 在 与 帽子 和 足球 迷 相 关联 的 问题 中 用 反 演 法 解决 了 的 重 排 问 题 ， 也 
能 以 一 种 有 趣 的 方式 用 生成 函数 再 次 获得 解答 . 基本 递归 式 


=D; Jo- k)i 
k 
可 以 表达 成 卷 积 的 形式 ， 如 果 我 们 将 Cierra 
_yl a-k) 
jo Ai (n-k)! 





Pd. 


one) seas 函数 就 是 <， 所 以 ， 如 果 令 
则 由 卷 积 (递归 式 ) 知 
对 D(2) 求 解 就 给 出 


| i a ee 
D(z) = 6 = Zz z>+—2°4+---). 
l-z 1 一 z \O! 1! 2! ; 


现在 让 2" 的 系数 相等 束 得 到 











这 是 我 们 早先 曾经 用 反 演 法 得 到 的 公式 . 


到 目前 为 止 ， 我们 对 生成 函数 的 探索 已 经 对 于 我 们 用 更 加 笨拙 的 方法 获 
得 的 一 些 已 知 结果 给 出 了 巧妙 的 证 明 . 但 是 除了 《〈5.55) ， 我 们 还 没有 
用 生成 函数 得 到 任何 新 的 结果 . 现在 我 们 已 经 准备 好 得 出 某 些 新 的 更 加 
WAWER. 有 两 类 震级 数 ， 它 们 能 产生 出 特别 丰富 的 关于 二 项 式 系数 
的 恒等式 .我 们 来 定义 广义 二 项 级 数 (generalized binomial series) 











Bi(2) 以 及 广义 指数 级 数 (generalized exponential series) Et(2) 如 下 : 


Biz) = rims Eis) = w+ ye. (5.58) 
k>0 k>0 
我 们 将 在 7.5 市 里 证 明 : 这 些 函数 满足 恒等式 
B,(z)'-t — B(z) = z; Ele) tné(z) = z. (5.59) 
fet = 0 的 特殊 情形 下 ， 我 们 有 
Bo(z) =14+2; &(z) =e. 





aul 了 为 什么 带 有 参数 上 的 级 数 称 为 "广义 ”一 项 级 数 以 及 指数 级 








下面 两 对 恒等式 对 所 有 实数 7 都 成 立 : 
2 ANT tk +r r k, 
Biz). = X ( I ) ant : 


k20 a e 
yk —1 (5.60) 


Oo BY 人 
1-t+#B(z)' = k 


Oh (5.61) 


广义 二 项 级 数 Bt(2>) 是 在 18 世 纪 50 年 代 由 约翰 : 海 因 里 希 - 兰 伯 特 [236，538] 发 现 的 ， 几 年 以 
后 ， 他 注意 到 2371， 它 的 寡 满 足 (5.60) 中 的 第 一 个 恒等式 . 
习题 84 说 明了 如 何 从 (5.60) 推 导出 (5.61). 


( 当 丰 ++7r=0 时 ， 对 于 如 何 理解 * 的 系数 还 得 稍 加 小 心 ， 每 个 系数 都 
是 7 的 一 个 多 项 式 . 例如 ，&4(2)" 的 常数 项 是 (0+7) ”， 即 便 x = 0 时 它 
生计 


由 于 等 式 〈5.60) 和 “(5.61〉 对 所 有 的 7 都 成 立 ， 所 以 当 我 们 把 与 不 同 














ae r Al s 对 应 的 级 数 乘 在 一 起 时 ， 就 得 到 非常 一 般 的 恒等式 . 例如 ， 
ss ey ther \ r ayn (tits \ ; 
aie 1—t+tB(z) t 2 ( k jarr 3 ( j ): 


k20 


See LE P 
o La k tk+r\ nk i 
n20) k20 











ISERE ET 


By(z)"™ in+r+s z} 
1—t+tB(z) > n ): 
于 是 我 们 可 以 令 2" 的 系数 相等 ， 这 束 得 到 恒等式 


y tk+r iin 一 大 ) 十 5 r _fintrt+s 
k n—k tk+r n 日 pee: 
k 9 NJE A ， 


它 对 所 有 实数 -、s 和 t 都 成 立 . ~“4e = 0 时 ， 这 个 恒等式 就 化 为 范 德 蒙 德 
卷 积 《如 果 在 这 个 公式 中 碰巧 有 大 十 7 等于零 ， 则 分 母 的 因子 大 十 7 应 
当 视 为 与 二 项 式 系数 的 分 子 中 的 大 二 抵消 掉 了 .这 个 恒等式 的 两 边 都 
是 关于 r、s 和 + 的 多 项 式 . ) 当 我 们 用 Bi(2z) EER Bl A KIAR 
恒等式 成 立 ， 表 5-5 给 出 了 这 些 结果 . 


表 5-5 一 般 的 卷 积 恒等式 (对 整数 n>0 成 立 ) 





























th+r\(tn-tk+s) r (thiris ee 
Fek n-k Jtk+r \ n : 
5 tkh+r\(tn-tk+s)\ T s _(tntrts) r+s P 
rd n-k jtk+r wn-tk+s n tn+r+s ; 
D 4 (tk+r¥(tn-tk+ sy n+tr+sy. (5.64) 
TK tk+r 
n = r $ r+s 

tk +r) (tn -tk + sy * ——-————__= (tn+r+ s) 3 5.65 

引 让 Š ) tk+r tn-tk+s ( ) tnt+rt+s ( ) 








我 们 已 经 知道 ， 观 察 一 般 结果 的 特殊 情形 一 般 来 说 是 个 好 想法 . 例如， 
如 果 令 t = 1 会 怎样 呢 ?” 广 义 二 项 级 数 Bel3) 是 很 简单 的 ， 它 正好 是 
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B,(z) = SoH 一 1 一 一 ; 


k>0 





于 是 ， BUS) SSR A a HCE AMT AAG SAS BE AS RIED As. AEE 
:上 是 一 个 重要 的 函数 





„k ‘ > gr 
Ela = Ge att ed E A cd WE (5 66 
E(z) = Yo (k +1) pit eh oe eae a ot (5.66) 


我 们 以 前 没 见 过 它 ， 它 满足 基本 恒等式 


啊 哈 ! ETS RA E 


CH 


(z) = e). (5.67) 


XA PR CS e FE HH AA RAPUA R, E MEKE 


中 [193， 204] 


函数 C(In >) 二 2Z” ， 我 对 它 时 常 感到 好 奇 ， zzz... 


广义 二 项 级 数 的 特殊 情形 上 = 2 和 + 上 = 一 1 特别 重要 ， 因 为 它们 的 系数 一 而 
再 、 再 而 三 地 在 有 递归 构造 的 问题 中 出 现 . 因此 ， 显 式 展 现 这 些 级 数 以 
备 将 来 参考 是 有 用 的 : 


ee 2k \ 2 2k +1 N 1 — y1- 4z Suid 
Balz) E 2 ( k ) ] 十 大 7 Ds A k ) 1+ 2k E oz Md 
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7 PE 














Bij2(2)" = (V2 +4 + 2)” /4 的 震级 数 也 是 值得 关注 的 . 


Tv 2k —1 \ (-2) 
sao -> ( k ian k ) 


/1 十 4z 
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ER 
fa (5.69) 
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卡 塔 兰 在 19 世 纪 30 年 代 就 此 写 了 一 篇 颇 有 影响 的 论文 SH， 这 个 序列 的 
开始 部 分 如 下 : 


n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
Ca- |I 1 2 5 14 42 132 429 1430 4862 16796 


B_i(2) 的 系数 本 质 上 相同 ， ee ee n 
交替 的 : (1,1, —-1, 2, —5, 14, -- .从 而 8-12) = 1 + zB2( 一 z). 我 们 还 有 
B_1(z) = Bo(—z)7' 


在 本 节 最 后 ， 我 们 推导 (5.72) 和 5.73〉 的 一 个 重要 推论 ， 这 个 推论 
一 种 关系 ， 它 表明 函数 6-1(z) 和 B2( 一 2) 之 间 有 进一步 的 联系 : 


st Aa =k 
Vi+ iz LN k jo 








z)"+ AVI + 4z 


i Re SS JP+1 su 
这 个 公式 成 立 是 因为 当 k > nif (2) Bal- V1 + 42 oy ky By Fe 


it a race 
/1 + 4z . Vv l + 4z 
Bi? 


— (—)etl(_7)*-"-1 > 大 一 mm 一] 2 
1-1) [ rr 


_ pave f AK-n-I4+n+1 

me ee ( k-n-1 

_ peak ,kl = 
Thea) Gana at k 

= ( 7 一 大 ) si ea i(t 
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其 中 的 项 适当 地 相互 抵消 了 . 现在 我 们 可 以 用 (5.68) 7M (5.69) 来 得 
到 封闭 形式 


> f ` ‘\ ~ (C +y] = E (: = D 
kgn ; vl +4z 3 < ’ 整数 





n > 0. (5.74) 
He y we. Z T+ /—3 “voy ` 
(特殊 情形 > — -1 出 现在 5.2 节 的 问题 3 中 .由 于 数 2" /是 六 次 单 





n— k oi 
f=) 
位 根 ， perro Dea k ) 有 我 们 在 该 问题 中 观察 到 的 周期 
性 ) 类 似 地 ， 我 们 可 以 将 〈5.70) 和 (5.71) 组 合 起 来 以 抵消 大 的 系 
数 并 得 到 


3 Ce) no ko (jee)! ( wry 
ken k n— k 2 2 f HE 数 n> 0. 
(5.75) 





5.5 超 几何 函数 HYPERGEOMETRIC 
FUNCTIONS 


我 们 对 二 项 式 系数 所 用 的 方法 在 运用 时 是 非常 有 效 的 ， 但 是 我 们 也 必须 
承认 ， 它 们 常常 显得 是 为 某 一 特定 目的 而 设计 的 ， 更 像 是 技巧 而 不 是 通 
用 的 技术 手段 . 当 我 们 在 解决 一 个 问题 时 ， 常 需要 退 寻 多 个 方 同 ， 我 们 
可 能 发 现 自己 是 在 原 地 转圈 ， 二 项 式 系数 就 像 变 色 龙 一 样 ， 很 容易 改变 
它们 的 外 表 . 因此 我 们 自然 要 问 ， 是 不 是 并 不 存在 某 种 统一 的 原理 ， 可 
以 用 来 一 起 系统 地 处 理 一 大 批 二 项 式 系数 的 求 和 .有 笠 运 的 是 ， 答 案 是 肯 
定 的 . 这 种 统一 原理 的 基础 是 一 种 称 为 超 几 何 级 数 Chypergeometric 
series) 的 无 穷 和 式 的 理论 . 


它们 甚至 比 变色 龙 更 加 变化 多 端 ， 我 们 可 以 对 它们 进行 剖析 并 用 不 同 的 方式 将 它们 放 回 
到 一 起 . 


对 超 几 何 级 数 的 研究 是 许多 年 前 由 欧 拉 、 遍 斯 以 及 黎 曼 发 起 的 ， 事 实 
上 上， 这样 的 级 数 现 在 仍然 是 重要 的 研究 对 象 . 但 是 超 几何 学 有 一 个 有 点 
令 人 望 而 生 展 的 记号 ， 我 们 需要 花 一 点 时 间 来 适应 它 . 

任何 经 受 数 百年 考验 而 留存 下 来 的 令 人 敬 情 的 记号 必定 都 是 真正 有 用 的 . 


一 般 的 超 几 何 级 数 是 天 于: 且 带 有 mm 二 7 个 参数 的 暴 级 数 ， 它 用 上 升 的 阶 
Herr KE CHU F: 








































































































F és "7 Im) 5 af ---ak, 2 (5.76) 

bi. by ae 0 bE... bE kl eons 
为 避免 用 零 作 除数 ， 庄 个 b 均 不 为 零 或 者 负 整 数 . 除 此 之 外 ， 请 个 a 以 及 
bry 以 是 我 们 希望 取 的 任何 数 . 记号 al ambi, ,bn:2 ) 是 (5.76) 


中 两 行 形式 的 表示 法 的 一 种 蔡 代 表达 方式 ， 因 为 有 时 候 一 行 的 排 印 效果 
更 好 . 诸 个 a 称 为 上 参数 (upper parameter) ， 它 们 出 现在 的 项 的 分 子 
ZH; 诸 个 b 称 为 下 参数 Cower parameter) ， 它 们 出 现在 分 母 之 中 . 最 
后 的 量 : 称 为 自 变 量 (argument) . 


标准 的 参考 书 第 用 ma MARE F 做 为 有 mm 个 上 参数 和 nn 个 下 参数 的 超 几 
何 级 数 的 名 字 . 但 是 额外 多 出 来 的 下 标 使 公式 变 得 凌乱 ， 如 果 我 们 被 强 





制 一 抽 又 一 吉 地 写 出 这 些 下 标 ， 还 会 浪费 时 间 . 我 们 可 以 统计 一 下 有 多 
少 个 参数 ， 这 样 我 们 通常 并 不 需要 额外 增加 不 必要 的 累 痪 . 


许多 重要 的 函数 都 作为 一 般 的 超 几 何 级 数 的 特例 出 现 . 的 确 ， 这 就 是 超 
几何 级 数 为 何如 此 强 有 力 的 原因 . 例如 ， 当 m =n = 0 时 最 简单 的 情形 
出 现 : 这 里 根本 就 没有 参数 ， 而 我 们 则 得 到 熟悉 的 级 数 





实际 上 当 m 或 者 n 为 零 时 这 个 记号 有 一 点 不 整齐 . 我 们 可 以 在 上 面 和 下 
面额 外 加 上 “1” 以 避免 这 种 情况 : 


= 


如 琳 我 们 消除 了 在 分 子 和 分 母 中 都 出 现 的 一 个 参数 ， 或 者 插入 两 个 完 
相同 的 参数 ， 那 么 一 般 来 说 ， 我 们 并 没有 改变 这 个 函数 . 


下 一 个 最 简单 的 情形 是 m= 1，9al = IDR n = 0 RIKS wee m=2 
, 4=@=1, n=1NRa=1, RA n > 0. 因 为 二 = ， 事 实 表 
明 这 个 级 数 也 是 熟知 的 





它 是 我 们 的 老 朋 友 几 何 级 数 . Fla ans On, ) 称 为 超 几何 级 数 ， 
因为 它 包 含 几何 级 数 了 (1,1;1;> eR RRO. 


Bsc 上， 利用 (5.13) 和 (5.14) ，m = 1 以 及 n= 0 时 的 一 般 情形 容易 
求 和 成 封闭 形式 


F a,l pi yk a+k—1 大 | NISN 
ae :) = 2a k! | k ): ~ (1 2) (9.717) 


如 果 用 -oa 代 苦 "， 用 -> 代 蔡 >， 我 们 就 得 到 二 项 式 定 理 














—a, 1 , Sie 
P( ] 四 ={1+2z)". 


用 人 负 整 数 作为 上 参数 会 使 得 无 穷 级 数 变 成 有 限 的 ， 这 是 由 于 只 要 
> a 之 0 且 a 是 一 个 整数 ， 就 有 (a) = 0. 


m=O, n= 1 时 的 一 般 情形 是 另外 一 个 有 名 的 级 数 ， 但 它 在 离散 数学 的 
文献 中 不 是 那么 广为人知 : 

(651)! zk (b— 1)! a 
) ~ D (b—1+k)! kl = [p-1(2 Vz)- >(b—1)/2° (9.73) 


F : 2 
b.1 区 


个 函数 o-i 称 为 阶 为 5 一 1 的 修正 














0 o(2/ z) 


塞 尔 函 数 (modified Bessel 
ie) 
， 它 就 是 有 趣 的 


Jl 
function) . a aT b — 1 25 El 1 
级 数 2 r02" /kK 


m =n = 1 的 特殊 情形 称 为 合流 超 几 何 级 数 (confluent hypergeometric 
series) ， 它 名 用 字母 来 表示 : 


k „k 
a a z ; , 
之 = re ne | 之 (5 79) 
F (; r) 2 iE M (a,b, z). (5.79) 
20 


这 个 在 工程 中 有 重要 应 用 的 函数 是 由 恩 斯 特 ' 库 默 尔 给 出 的 . 


我 们 也 没有 讨论 〈5.56) 、 (5.57) 、 (5.58) 等 的 收敛 性 . 


到 目前 为 止 ， 我 们 中 少数 人 会 对 为 什么 没有 讨论 无 穷 级 数 (5.76) 的 收 
MERITE. 其 答案 是 ， 如 采 我 们 只 是 简单 地 将 z 用 做 一 个 形式 符 
D BEAL DA E WESA TE.. 不 难 验证 ， 如 果 其 系数 ak 在 一 个 域 中 ， 那 么 形 


fy Zurn (其 中 _oo <n< oo) 的 无 限 和 式 构成 一 个 域 .我 们 可 以 

对 这 样 的 和 式 作 加 、 减 、 乘 、 除 、 微 分 以 及 函数 的 复合 ， 而 不 用 担心 其 

收敛 性 ， 我 们 得 到 的 任何 恒等式 邦 将 仍然 形式 地 为 真 ， 例 如 ， 超 几何 级 
1.1.1 

数 a l :)- 2 kook 对 任何 非 夫 的 -都 不 收 但 、 然 而 在 第 7 章 里 我 

们 将 会 看 到 ， 我 们 仍然 能 用 它 来 求解 问题 ， 另 一 方面 ， 只 要 我 们 用 一 个 














特别 的 数值 代 符 z， 瓯 的确 需要 确信 这 个 无 限 和 式 是 有 民 好 定义 的 . 


在 复杂 性 上 再 提升 一 步 ， 就 是 所 有 超 儿 何 级 数 中 最 著名 的 那个 了 . 事实 
上 ， 它 就 是 在 大 约 1870 年 之 前 人 们 所 研究 的 超 几 何 级 数 ， 而 到 了 1870 





人 _ 、 
z) = > ae, (5.80) 
oe 


k=0 





它 常常 被 称 为 高 斯 超 几 何 级 数 ， 因 为 它 的 许多 精巧 性 质 都 是 高 斯 在 他 
1812 年 的 博士 论文 H43 中 首先 证 明 的 ， 虽 然 欢 拉 H81 和 普法 夫 P292 已 经 发 
现 了 它 的 一 些 重 要 性 质 . 它 的 一 个 重要 的 特殊 情形 是 


In(l+2z)=.: ar (73 








\k 


No kik! {—z) 
a Ec k! 


k20 








z4 





= 4 | 
今天 ， 在 许多 大 学 的 物理 学 、 工 程 学 甚至 数学 专业 的 学 生 所 学 习 的 函数 中 ， 即 使 不 是 
100%， 也 必定 有 95% 的 函数 被 这 单个 的 符号 了 了 (4, bcr) 所 涵盖 . ”一 W.W. 索 耶 [318] 


注意 : Z ”In(1 + 2) 是 一 个 超 几 何 函 数 ， 但 是 mtl + 2) 本 身 不 可 能 是 超 几 
何 函 数 ， 因 为 超 儿 何 级 数 在 = 0 时 取 值 总 是 1. 


到 目前 为 止 ， 超 几何 学 除了 借助 名 人 提高 号 份 之 外 ， 并 没有 真正 为 我 们 
做 任何 实事 .不 过 我 们 已 经 看 到 ， 知 干 个 很 不 相同 的 函数 全 都 可 以 看 成 
古 超 几何 的 ， 而 这 就 是 我 们 接 下 来 关注 的 要 点 . 我 们 将 会 看 到 一 大 类 和 
式 都 可 以 用 一 种 “标准 的 ?方式 表示 成 超 几 何 级 数 ， 从 而 我 们 对 与 二 项 式 
系数 有 关 的 事实 将 会 有 一 个 好 的 归 类 系统 . 


什么 样 的 级 数 是 超 几 何 的 ? 如果 我 们 观察 其 相 邻 项 的 比值 就 容易 回答 这 
个 问题 了 : 
F ey o $ a 









































ak zk 
Z te. tp = -一 fm : 
le) = De te: bk k! 


k20 








其 第 一 项 是 0 = 1， 其 他 项 的 比值 由 








_k+1 k+1 k k ‘ ~k+1 
tk41 OQ bi- br k! 2 
g k 天 k+l kei (i: +1) ok 
tk ay eee am bi 和 bk 1 { k 1)! ke (5.81 j 
(A+ a,)...(k +a, )z 


给 出 .这 是 的 一 个 有 理 函 数 (rational function) ， 也 就 是 说 ， 它 是 关于 
的 多 项 式 之 商 . 根据 代数 基本 定理 , 上 的 任何 有 理 函 数 在 复数 范围 内 都 
可 以 分 解 并 表达 成 这 种 形式 . 诸 个 a 是 分 子 中 多 项 式 的 根 的 相反 数 ， 而 

诸 个 b 则 是 分 母 中 多 项 式 的 根 的 相反 数 . 如 果 分 母 不 是 已 经 包含 特殊 的 

因子 由 十 号 ， 我 们 可 以 将 居士 也 添加 到 分 子 和 分 母 中 .， 剩 下 一 个 固定 因 

子 ， 我 们 称 之 为 >， 于 是 超 几 何 级 数 恰好 就 是 首 项 为 1 且 项 的 比值 大 + 在 
是 上 的 有 理 函 数 的 那些 级 数 . 


例如 ,假设 给 定 一 个 无 穷 级 数 ， 它 的 项 的 比值 


tt 4k2+1 


是 :的 一 个 有 理 函 数 ， 分 子 多 项 式 正好 分 解 成 两 个 因子 (t+ 2)(k +5), 
分 母 则 分 解 成 4( 关 +1/2)(k 一 i/2)， 由 于 分 母 缺少 了 所 要 求 的 因子 (+ 0), 
我 们 就 把 项 的 比值 写成 


tr. (k +%/2)(k —2/2)(k +1) ° 


我 们 能 很 快 写 出 其 结果 : 给 定 的 级 数 就 是 
1/4). 


he =F 8 | 区 

k=0 as la le 
因此 ， 在 有 可 能 存在 这 样 的 表示 时 ， 我 们 就 有 了 一 般 性 的 方法 来 求 出 一 
个 给 定量 5 的 超 几 何 表示 ， 首 先 我 们 将 5 写成 一 个 无 穷 级 数 ， 其 首 项 不 是 
零 .我 们 选择 一 个 记号 ， 使 得 这 个 级 数 就 是 0, JE to Z 0AA 
我 们 计算 友 34 二 :如果 项 的 比值 不 是 上 的 有 理 函 数 ， 我 们 就 不 走运 了 ; FG 
则 ， 我 们 就 可 将 它 表示 成 5.81) 的 形式 ， 这 就 给 出 参数 中，… 























N 





an;pl bn 和 自 变 量 >， 使 得 S = 加 Fal ,am;b1,…… ,bn: 2). 


(现在 是 做 热身 题 第 11 题 的 好 时 机 . D 


如 果 我 们 希望 强调 项 的 比值 的 重要 性 ， 高 斯 超 几 何 级 数 可 以 写成 循环 分 
解 的 形式 


ab a+16b+1 a 二 2b 十 2 | 
z)=1+4+-—--z{/1+ z{1l+— z{1+--:-) 
C le 2 c+l 3 ct+2 


现在 我 们 来 答 试 对 这 一 章 早 先 得 到 的 二 项 式 系数 恒等式 重新 用 公式 写成 
超 几 何 的 形式 . 例如 让 我 们 搞 清 楚 ， 按 照 超 几何 的 记号 ， 平 行 求 和 法 则 


2 4 k ') i (" n ) nn 是 整数 


看 起 来 像 什么 . 我 们 需要 将 这 个 和 式 写 成 从 k = 0 开始 的 一 个 无 穷 级 数 ， 
所 以 用 n 一 大 代替 大 : 


TN E = ay — k)! 
> ( nk o Ta = Date 


k>0 >) 


























ATRAER CALAN, AASB Ce AERA, PLAS k > nit 分 于 中 
的 名 一 和 使 得 不 = 0.( 以 后 我 们 将 看 到 ， 对 所 有 zr，1/7!' 都 有 定义 ， 且 当 
I 是 人 负 整 数 时 有 1/7! 二 0. 但 是 目前 来 说 ， 在 积累 了 更 多 的 超 几何 方面 的 
经 验 之 前 ， 我 们 并 不 在 意 忽 略 这 样 的 技术 性 细节 . ) 其 项 的 比值 是 


大 + 1 (r+n—k—1)irt(n—k)! n—k 








ty. nl(n—-k—-—1)'"r+n—k)! rt+tn—k 
(k=n—r)(k +1) 


ron 


to = l 
此 外 ， 人 


Ca ee Ws aaa 
n —n—T n 





r+ nT 


ere E a 


到。 1) =- HE Gar: 
= "二 1 ,如 果 \ P” (5.82) 


我 们 再 做 另外 一 个 . 在 用 m 一 代替 了 kk 之后， 恒等式 6.16) 
r \k j ym {T 一 ] 
ely ={-1) 
DC) ( 4 ) 是 整数 


9 TILE 











的 项 的 比值 是 
(k— m)/ (r—m+k4+1) =(k4+ 1D (k-m)(1) /(kK-m+r+t+ D(k + l) Mitt 


(5.16) 就 由 
1, —m 
4 & 十 了 十 i) 


给 出 了 封闭 形式 . 这 本 质 上 与 (5.82) 左边 的 超 几 何 函 数 相同 ， 但 改 为 
用 训 代 蔡 n 以 及 用 7 + 1 代 蔡 -rr。 于 是 恒等式 〈5.16) 就 已 经 能 从 (5.82) 
( 它 是 (5.9) 的 超 几 何 形式 ) 得 到 了 . “我们 发 现 容易 用 〈5.9) 来 证 
明 (5.16) ， 这 已 经 不 足 为 奇 了 . ) 


在 进一步 讨论 之 前 ， 我 们 应 该 考虑 一 下 退化 的 情形 ， 因 为 当 有 一 个 下 参 

数 为 零 或 是 负 整 数 时 ， 超 几何 级 数 没 有 定义 . 我 们 通常 是 在 r 和 nn 是正 整 

数 时 应 用 平行 求 和 恒等式 ， 但 -n 一 + 是 一 个 负 整 数量 超 几 何 级 数 

(5.76) 没有 定义 ， 这 样 我 们 怎么 能 认为 (5.82) 是 合法 的 呢 ? 答案 
1,—n 


F 

是 ， 我 们 可 以 在 = 一 0 时 对 See JAAR BE. 

先是 讲 了 重 排 ， 现 在 又 讲 退化 . 

在 这 一 章 的 后 面 ， 我 们 会 更 加 仔细 地 探讨 这 一 点 ， 目 前 我 们 只 需 知 道 某 


些 分 母 可 能 会 出 问题 . 然而 有 趣 的 是 ， 事 实 表 明 我 们 曾 试图 用 超 几 何方 
式 来 表示 的 第 一 个 和 式 是 退化 的 . 


原来 我 们 是 对 整数 r 证 明了 这 些 恒等式 ， 并 用 多 项 式 推理 法 指出 它们 在 一 般 情 形 也 成 
AULA a RE 













































































ay ) 


在 推导 (5.82) 的 过 程 中 ， 另 外 一 个 可 能 的 烦心 之 处 是 我 们 将 





r+tn—k 
(0 
成 立 ， 因 为 如 果 要 使 规则 


O! = 0 x (-1) x (-—2) x --- x (-m+1) x (—m)! 


成 立 ， 那 么 (—m) WUE 00. FEU RUC ES 1B 4 > 0 时 对 
r+ TSAI CELE UH HE R. 


" VL rt/ki(r — k)! 
但 是 我 们 仅仅 是 在 "为 整数 时 才 et k ) | 
的 ! 如 果 想 要 有 效 地 处 理 超 几 何 级 数 ， 就 需要 一 个 对 所 有 复数 都 有 定义 
的 阶乘 函数 . 幸运 的 是 存在 这 样 一 个 函数 ， 而 且 它 可 以 用 多 种 方法 加 以 
定义 . 下 面 是 :的 一 个 最 有 用 的 定义 ， 它 实际 上 是 1 2 的 定义 : 


l l n+z 3 ae 
— = lim n-~. (5.83) 
z! noo n 


(见习 题 21， 欧 拉 [89，100，72] 在 他 22 岁 时 就 发 现 了 这 一 点 .) 可 以 证 明 
这 个 极限 对 所 有 复数 z 都 存在 ， 而 且 它 仅 当 :是 负 整数 时 取 值 为 零 ， 另 一 
个 有 意义 的 定义 是 





z! 一 i tee 'dt, Rz > -—1. (5.84) 
Jo 


这 个 积分 仅 当 z 的 实 部 大 于 -1 时 存在 ， 但 是 我 们 可 以 利用 公式 
zl = 2z(z-—1)! (5.85) 


将 这 个 定义 延 拓 到 所 有 的 复数 >《〈 负 整数 除外 ) . 还 有 男 外 一 个 定义 来 
=P ae 中 In z! 的 斯 特 林 插值 . 所 有 这 些 方法 都 引出 同一 个 广义 阶乘 


还 有 很 类 似 的 函数 ， 称 为 函数 (Gamma function) ， 它 与 通常 的 阶乘 
之 间 的 关系 有 点 像 上 升 协 与 下 降 窜 之 间 的 关系 . 标准 的 参考 书 和 常常 同时 
使 用 阶乘 和 FT 函数 ， 如 果 必 要 的 话 ， 利 用 下 面 的 公式 











T(z +1) 一 2!; (5.86) 


iv 


(—z)IT(z) = (5.87) 





就 可 以 很 方便 地 在 它们 之 间 进 行 转换 . 


当 > 和 vu 是 任意 的 复数 时 ， 我 们 可 以 利用 这 些 广义 阶乘 来 定义 广义 阶乘 
F: 








Sw ze w WRR, Mc w RE? 


(W) 





z2 一 - | (5.88) 


= (5.89) 


仅 有 的 限制 性 条 件 是 ， 当 这 些 公式 给 出 /ce 时 ， 我 们 必须 使 用 适当 的 
极限 值 . (这 些 公式 从 来 不 会 给 出 0/0， 因 为 阶乘 和 Tf 函数 的 值 从 不 为 
零 . ) z 和 ww 无 论 是 什么 实数 ， 二 项 式 系数 都 可 以 写成 


Z c! l 
= lim lim 一 一 一. (5.90) 
wW (4: wowwl(c — w)! 


8 标 首 先 到 达 它 芯 、 那 就 是 为 什么 当 ices BE 4r 
GLE sec ORE. a EE 为 什么 当 tw 是 负 整 数 时 的 值 是 当 z 是 
有 了 广义 阶乘 作为 工具 ， 我 们 束 可 以 回 过 头 来 实现 将 早先 得 到 的 恒等式 
转化 为 其 超 儿 何 标准 形式 这 一 目标 了 . 事实 表明 ， 二 项 式 定理 (5.13) 
fal ELA (5.77) 一 个 样 ， 正 如 我 们 期 竺 的 那样 . 下 面 要 尝试 的 最 有 趣 
的 恒等式 是 范 德 蒙 德 卷 积 (5.27) : 


(:) (, `a) p go n 是 整数 . 
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mis 








这 里 的 第 项 是 


r! s! 


(r — k)!k! (s— n+ k)!(n— k) 


而 我 们 也 不 再 羞 于 将 广义 阶乘 应 用 于 这 些 表 达 式 中 .只 要 4 包含 一 个 像 
(a + EXPERT (的 前 面 是 正 号 ) ， 由 (5.85) AEDH HE t/t 
中 得 到 (@ + 大 二 DW(a 二 有! = 上 +a+1 这 就 给 对 应 的 超 几 何 级 数 增加 了 
参数 “a + PW (a + 月 [在 # 的 分 子 之 中 ， 那 么 它 就 作为 上 参数 ， 而 
在 相反 的 情形 它 就 作为 下 参数 ， 类 似 地， 一 个 像 (a 一 月 | 这样 的 因子 引 
出 了 (ae 一- 1DVa-AI= (DD)/(k 一 a)， 这 对 于 相反 的 参数 集合 (将 上 
下 参数 的 作用 颠倒 ) 的 贡献 是 < a”， 并 且 取 超 几 何 自 变量 的 相反 值 . 
像 r! 这 样 与 无 关 的 因子 进入 到 如 中 ， 从 项 的 比值 中 消失 .利用 这 样 的 技 
巧 ， 无 需 进一步 的 计算 我 们 就 能 预知 (5.27) 的 项 的 比值 是 


thay kor k—n 


tk k+lk+s—n+l1 


乘 以 (-1)” = 1， 而 范 德 蒙 德 卷 积 就 变 成 了 


Ga Oem ag ha 


a = ee 一 般 来 说 我 们 可 以 用 这 个 等 式 来 确定 





ik = - 














我 们 来 将 〈5.91) 改写 成 这 样 一 种 形式 ， 使 得 当 需 要 对 一 个 新 的 和 式 进 
行 计 算 时 查 表 很 容易 .这 个 结果 显然 就 是 


F G b 1 
c 











) T(c—a — b)T(c) 
= T(e—a)l(c— 6), 整数 b< 0, 或 者 Rc > Ra + RO 


n a 
WR BASRA (5.27) 仅仅 适合 上 参数 中 的 一 个 《比如 。 是 非 正 整数 的 
情形 . 但 是 高 斯 H43] 证 明了 : 当 a、b、c 是 实 部 满足 Re > Ra + Rb 的 复数 





a,b 
IT, (5.92) 也 成 立 ， 在 其 他 情形 ， 无 穷 级 数 (i: —_ 4 
b= —ni}, IAEE DARA Br ate ae tN AT Pe By (ES Ae AN 











!) (c—a)” (a—c)* 
Cn (—c)" | ex n > 0, (5.93) 






































几 个 星期 以 前 ， 我 们 正在 研究 高 斯 在 孩提 时 代 所 做 的 事 ， 现 在 我 们 则 在 研究 超越 了 其 博 
士 论文 的 内 容 . 这 是 吓 距 人 还 是 别 的 什么 ? 


现在 很 清楚 ， 表 5-3 中 的 全 部 5 个 恒等式 都 是 范 德 驼 德 卷 积 的 特殊 情形 . 
当 对 退化 的 情形 适当 加 以 关注 时 ， 公 式 〈5.93) 包含 了 它们 . 


VER (5.82) 正好 是 〈5.93) 在 a = 1 时 的 特殊 情形 ， 因 而 我 们 不 需要 真 
的 记 住 (5.82) .而 且 我 们 也 并 不 真 的 需要 能 引出 (5.82)〉 的 恒等式 

r+k 
nse eee ee 
问题 ， 一 个 处 理 公 式 的 计算 机 程序 可 以 将 这 个 和 式 转 变 成 超 几 何 形式 并 
代入 范 德 蒙 德 卷 积 的 一 般 恒等式 . 


5.2 节 中 的 问题 1 要 求 
到 的 7 的 


的 值 . 这 个 问题 对 超 几 何 学 来 说 是 很 目 然 的 ， 稍 经 训练 ， 任 何 超 几 何 学 
者 都 能 一 眼 就 看 出 工 由 一 一 也 的 参数 . WE, A Te RE LTE a 
卷 积 的 另外 一 个 特殊 情形 ! 


问题 2 和 问题 4 中 的 和 式 同样 产生 出 (2,1 一 n:2 一 m: 了， (我 们 首先 需要 
用 k + UCR.) 而 事实 表明 ， 问 题 6 中 “ 令 人 惊悚 的 * 和 式 正 是 

Fn +1, 一 n:2:1)， 除 了 威力 强大 的 范 德 蒙 德 卷 积 的 改头换面 的 形式 之 
外 ， 对 于 和 式 而 言 是 否 不 再 有 其 他 的 东西 了 呢 ? 


是 的 ， 正 是 这 样 ， 问 题 3 稍 有 不 同 . 它 处 理 的 是 (5.74) 中 所 考虑 的 一 
n 一 大 k 
D) 
































般 和 式 ”的 一 种 特殊 情形 ， 而 这 就 引导 出 封闭 形式 表达 式 
1+2[n/2], -n| _, 
F ( 1/2 gj 1) . 





在 《5.55〉 中 我 们 还 证 明了 一 些 新 的 东西 ， 那 个 时 候 我 们 研究 了 


(1—z)"(1+ 2)" AR: 


1 — c — 2n, —2n 
r( 





C 





n! (c+n— Lt. HEH n > 0. 
当 这 个 公式 被 推广 到 复数 时 束 称 为 库 默 尔 公 式 〈Kummers formula) : 
Kummer 的 发 音 与 summer 相似 . 


a,b (b/2)! b/ ates 
— 一 一 一 [ 站 < 一 (5.9 
a 1) b! Poe) (EN 


(罗斯 特 . 库 默 尔 229] 于 1836 年 证 明了 这 个 公式 .) 
是 在 1836 年 的 夏天 . 

















将 这 两 个 公式 进行 比较 十 很 有 意思 的 ， 我 们 发 现 ， 用 1 一 2n 一 a 代替 c， 
这 两 个 结 末 是 一 致 的 ， 当 且 仅 当 " 是 正 整数 且 
> a tenn (b/2)! T! eee 
(—1)"—— = lm ——= lm —. (5.95) 
n! ban b! rn (2r)! 


例如 = 3， 那 么 我 们 就 应 该 有 —6!/3! = ns-371/(27 儿 我 们 知道 (-3)! 和 
(-6)! 两 者 都 是 无 限 的 ， 但 是 我 们 可 以 选择 忽略 这 个 困难 并 想象 
ecg 所 以 两 次 出 现 的 (-6)! 束 会 抵消 ， 然 而， 必须 
cle aReTE 因为 它们 引导 出 了 销 误 的 答案 ! 按照 (5.95) ， 当 
r — 一 3 时 了 !/ needa 3)(—4)(—5), mÆ —6!/3! = (—4)(—5)(—6). 


计算 (5.95) 中 极限 的 正确 方法 是 利用 等 式 〈5.87) ， 它 将 负 变 量 的 阶 
乘 与 正 变 量 的 fT 函数 联系 起 来 .如 果 我 们 用 -2 一 = 代替 r， 并 令 = 一 0， 
则 两 次 应 用 (5.87) 就 给 出 




















(—n—e)! I(n+e) sin{2n + 





) 
(—2n — 2e)!T(2n + 2¢) sin(n+e)r 


现在 sin(x + y) = sinrcosy + cosrsiny, 所 以 根据 第 9 章 的 方法 ， IE5Ž PK% 
的 这 个 比值 就 是 


cos 2n7 sin 2e7 














= (—1) + O(e)) 
cos NT sin ET 
于 是 ， 根 据 (5.86) 我 们 就 有 
— e)! PEA (Jn — 1) /97 1 
Hui E n ele _ x yen) _ 9 yn hn 1)! = jyn et 
< 一 0 (—2n — 2g)! rin) (n— 1)! n! 
这 正 是 我 们 所 希望 的 . 


让 我 们 用 超 几 何 的 方式 来 重新 叙述 这 一 章 里 至 此 见 到 的 其 他 恒等式 ， 以 
此 完成 我 们 的 全 面 考察 . 6.29 中 的 三 重 二 项 和 式 可 以 写成 


em (at+b+2n- D” 
a”b” 


HANAR BRAT, EAR AIH GE As (Dixon's formula) : 


e yy afd 
abe |.) (ac-asc-b n 
ean eee 1) 7 m ~ Ra + RD < 1+ 


c! (c — a — b 
Rc/2. (5.96) 


我 们 遇 到 过 的 最 一 般 的 公式 之 一 是 三 重 二 项 和 式 (5.28) ， 它 可 推出 
Saalschiitz 恒 等 式 〈Saalschiitz's identity) : 





a,b 





= ， 整 数 n 宇 0- 











F a b.=n eV (c —a)"(c — b)” 
catb—c-n+l c ī(c—a— by 


n 


(a—c)*(b—c)* 
(—c)"(a+b-—c 5, 整数 n > 0 
(5.97) 





(历史 注 记 : 在 普法 夫 P23 首 先 发 表 这 个 结果 差不多 100 年 之 后 ，Saalschiitz[315] 独 立 发 现 
了 这 个 公式 . Hn 一 DC 时 取 极 限 就 得 到 等 式 〈5.92) . ) 


这 个 公式 给 出 了 具 有 3 个 上 参数 和 2 个 下 参数 的 一 般 超 儿 何 级 数 在 z=1 


时 的 值 ”7 只 要 上 参数 中 有 一 个 Fe SE IE AY A Hb + bo = ay +a + a3 +1, 
(如 果 下 参数 之 和 比 上 参数 之 和 大 2， 而 不 是 大 1， 那 么 习题 25 的 公式 就 





可 以 用 来 表示 a1, 4&2, A3; by ` bo: 1}; 是 用 满足 Saalschiitz 恒 等 式 的 两 个 超 几 
何 级 数 来 表示 . ) 


5.2 节 问题 8 中 艰难 获得 的 恒等式 约 化 为 


1 tT+l.n+l1, -n / \n_n_ —n—l 
FP ( cee 1 = (一 1]) rr. 


多 么 令 人 遗憾 ! 这 束 是 Saalschiitz 恒 等 式 (5.97) 当 c = 1 时 的 特殊 情 
形 . 所 以 ， 如 果 直 接 进 入 超 几 何 学 ， 我 们 可 能 时 就 可 以 市 省 大 量 劳 动 
y! 


那么 关于 问题 7 呢 ? 这 个 格外 有 杀伤 力 的 和 式 给 出 公式 
n+ 1.m—n,1,} 
j 他 l,m 一 2 ; 


这 是 我 们 见 到 的 第 一 种 有 三 个 下 参数 的 情形 . PVE ERRIA, (E 
其 实 不 然 . 利用 习题 26， 它 的 左边 可 以 用 


F nm—n—1,—3|, 1 
im, $m — L = 
的 一 个 倍数 来 代替 ， 于 是 Saalschiitz 恒 等 式 再 次 获得 成 功 . 


ae 这 是 男 一 个 令 人 泄气 的 经 历 ， 但 它 也 是 领会 超 几 何方 法 威力 的 另 
一 个 理由 . 


(历史 注 记 : 超 几 何 级 数 与 二 项 式 系数 恒等式 的 重大 关系 首先 是 由 George Andrews 于 1974 
eel ASM Te Hy.) 


表 5-6 中 的 卷 积 恒等式 没有 超 几何 形式 的 等 价 结果 ， 因 为 它们 的 项 的 比 
值 仅 当 t 是 整数 时 才 是 k 的 有 理 函 数 . 即便 当 上 = 1] 时， 等 式 〈5.64) 和 
(5.65) 都 不 是 超 几 何 的 . 但 是 我 们 可 以 注意 到 t 取 小 整数 值 时 (5.62) 
所 得 出 的 结果 : 
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on , HAn>m>0, 
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Jem Je», 


_{rtst3n s+3n 

= g ， | 
当量 (r,s, n)4p Ree 1, m 2n-1, nn 一 my) 取代 时 ， 其 中 的 第 一 个 公式 再 
次 给 出 了 问题 7 的 结果 . 


最 后 ,“ 出 人 意料 的 "和 式 (5.20) 给 了 我 们 一 个 意 想 不 到 的 超 几何 恒 等 
式 ， 事 实 表明 这 个 恒等式 是 相当 有 教 荔 的 . 我们 来 放 慢 速度 加 以 观察 . 
首先 我 们 可 以 将 它 变 换 成 一 个 无 限 的 和 式 


m+ k okom a 2m 一 大 gk _ gm 
k > m—k 


kám k20 


由 (2m 一 k)!2* /m!(m 一 上 得 到 项 的 比值 是 2 k—m)/(k — 2m), 所 以 对 
:= 2， 我们 就 有 一 个 超 几何 恒等式 


2m ) F 6 —m 2) = 92m 
m —2m | 7 , Am > 0. (5.98) 


但 是 请 看 下 参数 “-2m”. 由 于 负 整 数 是 锐 茶 止 的 ， 所 以 这 个 恒等式 没有 
定义 | 


正如 我 们 早先 所 人 允许 的 那样 ， 现 在 该 是 仔细 审视 这 种 极限 情形 的 时 候 
了 ， 因 为 退化 的 超 几 何 级 数 第 可 以 通过 从 附近 非 退 化 的 点 趋向 于 它们 来 
进行 计算 . 这 样 做 的 时 候 必 须 谨 惯 从 事 ， 因 为 如 果 我 们 用 不 同 的 方式 取 
极限 ， 就 有 可 能 得 到 不 同 的 结果 例如 ， 这 里 有 两 个 极限 ， 事 实证 明 它 
们 是 完全 不 同 的 极限 ， 其 中 的 一 个 上 参数 增加 了 £: 























jigs HL £, i 2 infi EHO) Lt AOAC) 
£0 -2 +E (2+8)!  (-2+8)-1+ £)2! 
y ELEAN HADDE 
(-2+ e\(-1+ e)(e)3! 


aie si, 
2 2 


imr(- 3) = tim jy SVCD ah 
e>0 \—-2+é £0 (2+e)1! 


=] 23.6.0 pe L 
2 2 








=] =14E 
= 0 = lim-„0 
ee eee) iii eure 


lim-_,9 


“Ite 不同 . 将 (5.98) 作为 极限 处 理 的 一 个 适当 方法 是 : 


2m—K\ ox 
用 上 参数 ?mm 来 使得 级 数 人 é moh)” RUT AYA k > mm 的 项 都 为 
零 ， 这 就 意味 着 我 们 想 要 建立 如 下 更 精确 的 命题 : 


2m 1,—m 
lin F , 2 
m E> — 2m +E 


‘4 RS gm 
) ， 整 数 风 三 0. (5.99) 


oe 项 都 有 良好 的 定义 ， 因 为 分 母 的 因子 (-2m)* 直 到 


> 2m 时 才 变 为 零 . 这 样 一 来 ， 这 个 极限 束 恰 好 给 出 开始 时 的 和 式 
Henk 的 值 . 








5.6 Layee HYPERGEOMETRIC 
TRANSFORMATIONS 

到 现在 为 止 应 该 清楚 的 是 ， 已 知 的 所 有 超 几 何 封闭 形式 的 数据 库 是 计算 
二 项 式 系数 和 式 的 有 用 工具 .我 们 可 以 直接 将 任何 给 定 的 和 式 转变 成 它 
的 标准 的 超 几 何 形式 ， 然 后 在 这 个 表 中 查询 它 ， 如 果 表 中 有 ， 那 我 们 就 
得 到 了 答案 .如 若 不 然 ， 如 果 事 实 表明 这 个 和 式 可 以 表示 成 封闭 形式 ， 
我 们 就 将 它 添 入 数据 库 中 .我 们 或 许 还 可 以 在 表 里 包含 这 样 的 条 

A: “这 个 和 式 还 没有 一 般 意义 上 的 简单 封闭 形式 ，” 例 如 ， 和 式 


2 (ata nai 
(ae eae 


l 
它 仅 当 mm 接近 于 0、2 或 者 n 时 才 有 简单 的 封闭 形式 . 
但 是 对 于 这 个 论题 还 有 更 多 的 内 容 ， 因 为 超 几何 函数 也 服从 它们 自己 的 
恒等式 ， 这 就 意味 着 超 几何 函数 的 每 一 个 封闭 形式 都 导出 额外 增加 的 封 
闭 形式 ， 且 导出 该 数据 库 中 额外 增加 的 条 目 . 例如 ， 习 题 25 和 习题 26 中 
的 恒等式 告诉 我 们 ， 怎 样 将 一 个 超 几何 级 数 变换 成 另外 两 个 〈 或 一 个 ) 
a a 


超 几 何 资料 库 真 应 该 是 个 “知识 库 ”. 


17974, J. F. 普法 夫 295 发 现 了 一 个 惊人 的 反射 定律 (reflection law) 


] —z n 
mr E) ee) (5.101) 
(1 — z) c | 1 一 z C 


它 是 男 一 种 类 型 的 变换 .如 果 在 展开 左边 的 时 候 用 无 穷 级 数 


a (a4 (#7) | 24.) 
dić 1 )° 2 g" / Ræ (2) -2 ax 
就 是 天 于 需 级 数 的 一 个 形式 恒等式 〈 见 习题 50) . Al, aAA] 











g ) KE n >m 20, (5.100) 


























用 这 个 法 则 从 我 们 已 经 知道 的 恒等式 推导 出 新 的 公式 . 


例如 ， 如 果 选 择 参数 使 得 库 默 尔 公 式 和 反射 定律 这 两 个 恒等式 都 适用 ， 
那么 库 默 尔 公 式 〈(5.94) 束 可 以 与 反射 定律 (5.101) 结合 起 来 : 


a 
: | i . (5.102) 


WES a = -n 并 从 这 个 等 式 加 到 关于 二 项 式 系数 的 一 个 新 的 恒等式 ,或 
许 某 一 天 我 们 会 需要 它 ; 


(m dtn} 2* n ARAA 
2 (+b+n) k! > 2 k k 
n (b/DMb+n)! 


=2” Bn = 0. (5.103 ) 
b\(b/2+n)! > 














例如 ， 当 n= 3 时 这 个 恒等式 就 是 


1 l 4x5 4x5x6 (b+ 3)(b+ 2)(64+1) 


| as, eee N, - | : ! | i 
2(4 +b) 4(4+b6)(5+6) 8(4+b)(5+b)(6 +b) (b+ 6)(b+ 4)(b 4+ 2) 


几乎 令 人 难以 置信 ， 但 它 确实 对 所 有 的 b 都 为 真 . 《除了 分 母 中 某 个 因 
子 变 为 零 的 情形 之 外 . ) 

这 很 有 趣 ， 我 们 再 试 一 次 . 或 许 我 们 会 发 现 一 个 真正 使 朋友 们 大 吃 一 尺 
的 公式 . 如 果 将 普法 夫 的 反射 定律 应 用 到 陌生 的 形式 (5.99) 中 《其 中 
取 z=2) ， 这 个 定律 会 告诉 我 们 什么 呢 ? 在 这 种 情形 下 ， 我 们 令 
a=—m, b= 1 以 及 c= —2m +E, 就 得 到 


E anma —m, 1 —m,—2m—l1+e 
(—1)" lim F l 2) = lim F , 
< 一 0 —2m + E < 一 0 —2m +E 


~ (=m) (—2m — 14-2)" 25 
= lim > 一 
< 一 人 0 = |) k! 


ii eee 
k20 (—4m +E) 


me m (2m + 1)* 2k. 
k (2m)\E ` 


ksm 


























因为 取 极 限 的 项 中 没有 接近 于 零 的 .这 束 引 导出 为 外 一 个 不 可 思议 的 公 


a 





CAREC: 如 果 你 得 到 一 个 不 同 的 结果 ， 就 看 习题 51. ) 


m)\) 2m+1 k /m2m [{ 2m 
| 





A, BU = 0. (5.104 ) 
m 
例如 ， 当 mm = 3 时 ， 访 和 式 就 是 
_ 84 16 
| any ec onan een © eee 
J 2 


—1/2 5 
a 3 hnst 5 
在 讲述 二 项 式 系 数 恒等式 并 将 它们 转变 成 超 几 何 形式 时 ， 我 们 忽略 了 
(5.19) ， 因 为 它 是 两 个 和 式 之 间 的 一 个 关系 ， 而 不 是 一 个 封闭 形式 . 
但 是 现在 ， 我 们 可 以 将 (5.19) 视 为 超 几 何 级 数 之 间 的 一 个 恒等式 了 . 
如 果 我 们 将 它 关 于 y 微 分 nn 次 ， 然 后 用 m — n 一 大 代 奉 大 ， 就 得 到 


m+r nk m-n-k k 
5 T y 
m—n—k n i 
k>0 
Ei =F n+ k (一 rym nki 5 i jk 
= > m— n — k n ies J I) > 
k>0 


这 就 得 到 如 下 的 超 几何 变换 : 
a,—n (a-cy* a,—n 
a C z) 7 (-c)* eae 
注意 ， 当 z= ] 时 它 转 化 为 范 德 蒙 德 卷 积 (5.93) . 
如 果 这 个 例子 有 指导 意义 的 话 ， 微 分 法 看 起 来 是 有 用 的 . 我 们 还 发 现 微 


分 法 在 第 2 章 里 对 z+ 2z + … + nz" 求 和 时 是 有 帮助 的 .我 们 来 看 看 当 
一 个 一 般 的 超 几 何 级 数 关 于 z 求 导 时 会 发 生 什么: 


{a 











jea, 整数 n 宇 0. (5.105 ) 














d ad ,am| 
ee ,bn 











akt i _ 
t1 res m 
k+l... pIj 
bi w k! 


> 
本 ay (ay 十 ]) am(am + 1) "2 
k> 





bilb + p <- balba + i Ekl 
ai sram ai + l,..., am + 1 gt 
= 一 一 一 z ; 3.10€ 
teste (ani rere RIO) ii 
参数 移 了 出 来 且 原 参数 值 增加 . 


也 有 可 能 利用 微分 法 只 调整 其 中 的 一 个 参数 ， 而 其 余 的 参数 保持 不 变 . 
为 此 我 们 利用 算 子 


Vy 怎么 发 音 ? (我 不 知道 ， 但 是 TEXX 称 它 为 vartheta.) 
d 


dz’ 

EEN RAC ERU. 这 个 算 子 给 出 
k k 大 一 1 k knk 
N a aj ` an? kaj :am 
a Ca 


kel bi --- bK(k — 1)! o0 bi --- DKK! 





v=2 








这 个 公式 本 里 不 太 有 用 . 但 是 如 末 我 们 用 它 的 一 个 上 参数 比方 说 1) 
乘 以 F， 并 将 它 加 到 vF 上 ， 就 得 到 








| \ EF... Ek 
l QQ (大 十 QijaT -aĵ z 
(0+a,)F F "ý z) = ) = 1 > m 
)1. b .DEL 
1 n k>0 bi b' "k! 
z (ay + Dae 
一 
k20 -brk! 
al 十 1 ao .a 
— aq F m AV. 
bi.--- ,bn 





只 有 一 个 参数 改变 了 . 


一 个 类 似 的 技巧 也 适用 于 下 参数 ， 但 是 在 这 种 情形 下 是 把 参数 往 下 减少 
而 不 是 往 上 增加 : 


Q1,°°* , am 





[7 1 
Ml bi | 





z) = y (k + by 一 Da ke ak 2 
bi ++ DKK! 


(bi —1)c k... ak zk 


m 


l 
kz0 (bi 一 1)*oK -. -bEk! 


a1, -° ,dm 
=A= a r an 








现在 我 们 可 以 把 所 有 这 些 运 算 都 组 合 起 来 ， 并 用 两 种 不 同 的 方式 表达 同 
一 个 量 ， 由 此 得 到 数学 的 “双关 式 ”， 也 就 是 说 ， 我 们 有 

有 没有 听 说 过 关于 几 个 兄弟 的 故事 ;他们 把 自己 的 养 牛 场 取 名 为 Focus， 因 为 儿子 们 正 是 
在 这 里 饲养 牛 的 ? 1 

















5 正文 中 用 了 数学 的 "双关 式 "， 而 这 个 劳 注 则 用 了 "双关 语 ”， 它 们 都 来 自 同一 个 英文 单词 pun， 


| 旁 注 中 的 Focus=where the sun's rays meet (光线 汇集 之 处 ) ， 它 的 谐音 正 是 “where the sons raise 
| meat”. 














(D Far ** (04 Gy) P = ay mB 外 y e). 





bi. -- .bn 
以 及 
Q1.°** ,adm i 
(0+b,—1)---(0+6,—-1)F = (b;-1) (b,-1)F @ = wee Be 254 z) 





Hh F= Flai, amib ,bn; 2) (5.106) 告诉 我 们 ， 上 面 一 行 是 下 
面 一 行 的 导数 ， 于是， 一般 的 超 几何 函数 满足 微分 方程 


D(0+b,—1)---(0+6,—-1)F = (V+ay,)---(V+a,)F , (5.107) 
d 
其 中 D 是 算 子 dz 


这 里 迫切 需要 一 个 例子 . 我们 来 寻求 一 个 微分 PRE en 
的 有 两 个 上 参数 和 一 个 下 参数 的 超 几 何 级 数 P(e) 小 根据 


(5.107) ， 我 们 有 


D(v+c—-1)F = (V +alù +b)F. 


按照 通常 的 记号 ， eA, W +e- DP BE 
2F\(z)+(e—-1 F(z), mT EKE HEA 


F'(z) + zF"(z) + (c— 1)F"(z). 


而 在 右边 我 们 有 
(V +a)(zF'(z)+bF(z)) = zt F'(z)+bF(z)) + a(zF"(z) + bF(z)) 
= F (2) + 2° F"(z) + bzF'(z) + azF'(z) + abF (2). 
使 两 边 相 等 就 得 到 
z(1 — z)F"(z) + (c — z(a + 6+ 1))F"(z) — abF(z) = 0, (5.108) 


这 个 方程 等 价 于 分 解 的 形式 〈5.107) . 


fy _k 
Fate, BATA Ah Ty FEF BUFR. 假设 ANE) = Ža ok 是 二 
个 满足 〈5.107) WERA. 直接 计算 ， 我 们 必定 有 


tk+1 (k + a4, jee (k + am ) 


tk (A + bi). (hk + b,)(k +1) 


从 而 了 (3) 必 定 就 是 Fa,… ami bi, bnz) RAP CAE T HVAT 
ee ae ae SAFE (5.107) Ae RAL AL. 


如 果 超 几何 学 解决 了 世界 上 所 有 的 微分 方程 ， 那 固然 很 好 ， 但 是 它们 做 

不 到 ， (5.107) 的 右边 总 是 展开 成 由 形 如 "ws 7 (2 的 项 组 成 的 和 式 ， 

其 中 F(z) 是 k 阶 导数 D F2), FUAR 是 展开 成 由 形 如 名 2 PN “(3) 的 项 

组 成 的 和 式 Ck > 0) .所 以 微分 方程 (5.107〉 总 是 取 特殊 的 形式 
27-118 — zan) F™(2) +--+ + (8, — za) F"(z) — ag F(z) = 


方程 (5.108) 给 出 了 n = 2 时 的 例证 . 反之， 在 习题 6.13 中 将 要 证 明 ， 任 
何 这 种 形式 的 微分 方程 都 可 以 分 解 成 y 算 子 这 样 的 项 ， 给 出 像 (5.107) 











所 以 这 些微 分 方程 的 解 就 是 以 有 理 数 作为 项 的 比值 的 戎 级 


HR (5.10 的 两 边 束 去 挥 了 算 子 D， 并 给 出 一 个 有 局 发 性 的 全 Vv 形 式 
D(0+b,—1)---(04+6,—-1)F = z(0+a,)---(V+an)F . (5.109) 
ma F(z) = (1— 2)" 满足 YE = 20-7) PF. igen 7 oe EME. 

左边 的 第 一 个 因子 Y= W1- DRAP ELA (5.81) 中 的 人 + 1), 

它 与 一 般 的 超 几何 级 数 中 第 项 的 分 母 中 的 k! 相 对 应 。 其 他 的 因子 

凡 ++ 刀 一 1 与 分 母 中 的 因子 k++ 乌 相对 应 ，(*++ 殷 ) 对 应 于 (5.76) 中 的 乌 

\ k 

FEAL, 2-524, TY > Mg % 相 对应. 


这 个 微分 理论 的 一 个 用 途 是 发 现 并 证 明 新 的 变换 . 例如 ， 我 们 可 以 很 容 
易 地 验证 : 两 个 超 几 何 级 数 











都 满足 微分 方程 
VW 1 sca ties p 
z(1— z)F (z) + (« +b+ 5) (1 — 2z)F (z) —4abF(z) = 
从 而 高 斯 恒等式 (Gauss's identity) [43> 7102] 
2a, 2b a.b 
aen :) aaa 
必定 为 真 . 特别 地 ， 
] a,b 
5) area 


2a, 2l ren 
F( aires 1) (5.111) 
a+b+5 


Cvt: Th > 1/2 时 我 们 不 能 安全 无 忧 地 使 用 〈5.110) ， 除 非 它 的 两 边 都 是 多 项 
>J 地 








tl- 2)) (5.110) 




















只 要 两 边 的 无 限 和 式 收 敛 . 而 实际 上 两 边 的 和 式 的 确 总 是 收敛 的 ， 除 了 


l 
在 ”*”* 2 是非 正 整数 这 种 退化 的 情形 . 


超 儿 何 级 数 的 每 一 个 新 的 恒等式 都 有 关于 二 项 式 系数 的 推论 ， 这 个 恒 等 
式 也 不 例外 . 我 们 来 考虑 和 式 


3 (" 一 *) (" +n+ ‘) (3) 
bam n k S , Xfm n20. 


满足 0 Sk S m- nE EES, BOB EAB) ot A R N eA 
和 陈 表 示 成 超 几何 形式 


m n—m,—n m ] 十 as 
lim F 
0 \ 7 -m +E ) 


a WARM ARR, AEFI EWEX n- mo EAR TL 
之 外 的 其 他 项 全 部 变 为 了 零 . 我 们 可 以 置 = 2， 这 样 就 可 以 应 用 
(5.111) 了 . 现在 可 以 计算 这 个 极限 ， 因 为 其 右边 是 (5.92) 的 特殊 情 
形 . 其 结果 可 以 表示 成 简化 的 形式 


a (are 


eae snet, LI m>n>0, (5.112 ) 
n 











IEAS SAR TFS E ASABE 例如 ， a m = 5 以 及 n = 2 时 ， 我 们 得 到 
ED 


3 
m 二 4 以 及 n = 2 时 ， 两 边 都 得 出 4 
我 们 还 能 发 现 一 些 情形 ， 在 其 中 ， 当 > = 一 1 时 (5.110) 给 出 二 项 和 
7 


式 ， 这 些 是 真正 令 人 不 可 思议 的 .如果 我 们 令 ” 6 3 以 及 0 二 -n, 
就 得 到 异化 的 公式 








XLE SLR ZTE n Z 2(mod 3) 时 是 非 退 化 的 多 项 式 ， 且 其 中 的 参数 选 
取得 很 是 巧妙 ， 使 得 其 左边 可 以 用 (5.94) 来 计算 . 这 样 一 来 ， 我 们 就 
引导 出 一 个 真正 令 人 难以 置信 的 结果 


E E 
到 3 6|8 /|3 3 
k k k 
2n 二 
| 3 3 | ,整数 hn 宇 0，n 关 2 (mod3). (5.113 ) 
n 


Me ELMAN AMPS ANS AR H AEE, EAR ER 
(MESS FOS AN SELES TIER ANS IRL LTE OR Aa (事实 表明 ， 
X n = 3 时 两 边 都 得 出 7 〉 这 个 恒等式 当然 完全 没有 用 ， 它 肯定 不 会 在 
实际 问题 中 出 现 . 

(5.113) 仅 有 的 用 途 就 是 展示 存在 难以 置信 的 无 用 恒等式 . 
以 上 就 是 我 们 对 超 几 何 学 的 “炒作 ”. 我 们 已 经 看 到 ， 超 几何 级 数 对 于 理 
解 二 项 式 系数 和 式 提 供 了 一 个 高 水 平 的 方法 . 更 多 的 信息 可 以 在 Bailey 
所 写 的 经 典 著 作 H8 以 及 其 后 由 Gasper 和 Rahman 合 著 的 书 G491 中 找到 . 












































5.7 ”部 分 超 几 何 和 式 PARTIAL 
HYPERGEOMETRIC SUMS 
在 这 一 章 里 ， 我 们 计算 过 的 大 多 数 和 式 都 考虑 到 所 有 的 指标 上 >0， 但 


有 时 我 们 也 能 在 更 一 般 的 范围 & <5 内 找到 有 效 的 封闭 形式 . 例如 ， 
HA (5.16) 我 们 知道 

















Ey ea iE m 是 整数 . (5.114 ) 


kem m—l 


第 2 章 里 的 理论 给 了 我 们 一 个 好 方法 来 理解 这 样 的 公式 ， 如 果 
f(k) = Ag(k) = glk +1) 一 g(k)， 那 么 我 们 就 记 2_ LHR = 9K) +O, g 


b 
` fik \ok = gl k) : = g b) 一 gla ). 
此 外 ， 当 a 和 4b 是 满足 a < 5 的 整数 时 ， 我 们 有 
y fik)ók = > fik) = g(b) — gla). 


axk<b 


这 样 一 来 ， 恒 等 式 〈5.114) 就 对 应 于 不 定 求 和 公式 


n\, ker /1Vk-l n— 1l LA 
E (p) k= 1) (a C, 


而 且 也 对 应 于 差分 公式 


A axnk {7 /k+l n+l 
a (©) 的 ) 三 Ber 


MARIAA DBA WE Alk) = SE), RAAF 
glk) +C 的 函数 ， 但 是 从 JU 出 发 并 计算 出 它 的 不 定 和 式 

D AEE = lh) + 5 就 要 困难 得 多 ， 这 个 函数 "可 能 没有 简单 的 形式 ， 例 
2 p Doty 网 


ð k 
如 ， ) 显然 没有 简单 的 形式 ， 否 则 我 们 就 能 计算 /这 


n Sk 
样 的 和 式 了 ， 而 我 们 对 此 一 点 线索 也 没有 . 不 过 也 可 能 之 (a) T~ 
个 简单 的 形式 ， 而 我 们 正好 还 没有 想到 它 . 我 们 赁 什么 对 此 确信 无 疑 
呢 ? 


1977 年 ，R. W. Gosper ”4 发现 了 一 个 优美 的 方法 ， 只 要 f 和 g 属于 称 为 
超 几 何 项 的 一 般 函 数 类 ， 就 能 用 此 法 求 出 不 定 和 式 DL SEIk = glk) +C. 


我 们 记 
pl Me Om) ah > (5.115) 
by. eS ra by, k bi a e's hk k! 


为 超 几 何 级 数 F(a,- am; bisce ,bn: 2 ) 的 第 项 . 我 们 将 把 

Fle om: bi ,bmi 2) 看 成 是 :而 不 是 :的 一 个 函数 ， 在 许多 情形 下 
ARH, WAER am, 51,-°-- On Rez, 存在 参数 c， 

A , Ans, Bie, BNV EZ, 使 得 


ai am]. Ai, AM 
Ds P( by.- ++ .bn z) ok o a --- By 

如 果 这 样 的 常数 5; A An, Bi, | By, 2 存在 ， 我 们 将 把 函数 
Fal, am; by. seis On: Z PRA FE BY FA EB ey US A 的 (summable in 


hypergeometric terms) ，Gosper 算 法 要 么 求 出 未 知 的 常数 ， 要 么 证 明 不 
存在 这 样 的 常数 . 


一 般 来 说 ， 如 果 EE 十 11tlA 是 的 一 个 不 恒 为 零 的 有 理 函 数 ， 我 们 就 称 
tl 请 是 一 个 超 几 何 项 (hypergeometric term) . 这 本 质 上 就 意味 着 ， tE) 
是 像 (5.115) 的 一 个 项 的 常数 倍 . (然而 会 出 现 与 零 有 关 的 技术 性 问 

题 ， 因 为 我 们 希望 淄 取 负 值 以 及 当 〈5.115) 中 诸 个 p 中 有 一 个 或 者 多 个 
取 零 或 者 负 整 数值 时 ，tl*) 都 是 有 意义 的 . 严格 地 说 ， 通 过 用 一 个 非 零 
常数 与 一 个 零 的 蝴 的 积 来 乘 以 〈5.115) ， 我 们 就 得 到 最 一 般 的 超 几何 

项 ， 然 后 将 分 子 的 零 与 分 母 的 零 相抵 消 . 习题 12 中 的 例子 有 助 于 曾 明 这 
AN — IE MU.) 














z) +C. (5.116) 
k 











假设 在 tk) 是 一 个 超 几何 项 时 我 们 想 要 求 2_ (5AGosper 算 法 分 两 步 
每 一 步 都 相当 直截了当 . 第 1 步 是 将 项 的 比值 表示 成 一 个 特殊 的 形 
T 














— = ———__—— — , (5.117) 
t( ke) pik) r(k+1) 
其 中 Pp、4 和 7 是 满足 下 述 条 件 
(k+a)\qtk) UR (k+ B)\r(k) 
>a- p AREER (5.118 ) 


(Bok Hes BCH Mp. pia, (E+ a) \ CE) 就 意味 着 商 AE) (B+ a) 
RONEM. FAEH, EF a) \ alk) ayy g(a) = 0.5 


的 多 项 式 . 这 个 条 件 容易 达到 : 我 们 暂时 从 PE) = 1 出 发 ， 并 令 4 和 
rk + 1 是 将 它们 分 解 成 线性 因子 后 ， 项 的 比值 的 分 子 和 分 母 ， 例 如 ， 如 
ROA GUD 的 形状 ， 我 们 就 从 因子 分 解 | 

qlk) = (k+a,)---(k+ bse :以 及 Ti) = (A+ 6,—1)---(k +6, —- DK 开始 . 
然后 ， 我 们 来 检查 是 否 违反 了 《5.118) . WR M rA RF (E + aA 
(A+ 8), HH a-p = N> >0， 我 们 就 将 它们 从 4 和 r 中 除 掉 ， 并 用 


p(k)(k +a — 1) = p(k)(kK+a—1)(k+a—2)...(K+84+1) (5.119) 


代替 Pl 新 的 P、4 和 7 仍然 满足 (5.117) . 我 们 可 以 重复 这 个 过 程 ， 
直到 (5.118) 成 立 . 一 会 儿 我 们 将 会 看 到 为 什么 〈5.118) 是 重要 的 . 


Gosper 算 法 的 第 2 步 是 完成 这 项 任务 一 一 求 一 个 超 几 何 项 了 \*)， 使 得 只 
要 可 能 就 有 








t(k) =T(k +1) — T(k). (5.120) 
但 是 怎样 做 到 这 一 点 却 并 不 明显 ， 我 们 需要 先 讨 论 茶 些 理论 ， 然 后 才能 


知道 怎样 做 下 去 . 在 研究 了 许多 特殊 的 情形 之 后 ， Gosper 注 意 到 ， 明 智 
的 方法 是 将 未 知 函数 TU) RAE TR 


ipa eae, (5.121) 


其 中 slk FE ZFS ETT IE ALS 7 A BY PR. 将 5.121) 代入 
nes ) 并 应 用 (5.117) 就 给 出 


《习题 55 对 为 什么 我 们 要 做 这 样 一 个 魔术 般 的 代 换 给 出 了 一 点 线索 ) 


rik T 1)s(k 7 x l)t(k T 1) r(k)s(k)t(k) 





t(k) = 


pl k + 1) pl k ) 
_ glk)s(k + Dk)  r(k)s(k)t(k) 
p(k) pk) 
所 以 我 们 需要 有 
p(k) = q(k)s(k + 1) — r(k)s(k). (5.122) 


如 果 能 找到 满足 这 个 基本 递归 关系 的 9), Banas 2 EO, gy 
果 不 能 找到 so， 那 就 找 不 到 也 


我 们 假设 ) 是 一 个 超 几 何 项 ， 这 意味 着 了 (K+ 1)/T(A&) 是 k 的 一 个 有 理 
PR aX. ae a 根据 (5. 121) (5.120) ， 

r(k)s(k)/p(k) = T(k)/(T(A + 1) "是 大 的 一 个 有 理 函 数 ， 而 s(A Ae 

必定 是 多 项 式 的 商 


s(k) = f(k)/9(k). 
但 事实 上 我 们 可 以 证 明 ，s( 人 本 身 就 是 一 个 多 项 式 ， 因 为 如 果 9(A) 不 是 
常数， 且 几 与 QU 没有 公 因子 ， 设 N 是 对 于 某 个 复数 使 得 (+ 站 和 
人 +5+ N 一 了 ) 两 者 都 作为 9K) 的 因子 出 现 的 最 大 整数 ， 由 于 N = 1 总 满 
足 这 个 和 条件， 故而 NN 的 值 是 正 的 . 方程 (5.122〉 可 以 改写 成 
pik)glk + 1)g(k)=qlk)fik + l)g(k) — r(k)g(k + 1)f()， 
又 如 果 置 上 = -2 以 及 = -2 一 六 ， 就 得 到 
r(—8)g(1 — 8) f(—8) =0=q(-8-— N)f(1-—8- N)g(-8-N). 


现在 f(—8) ANB f1-B-N) 40, 因为 了 和 9 没有 共 KERR. 同样 有 
g- P) FOUR IP -N) E0, WEDHA, ERZAR AT 
(+p DRAEN), TS N 的 最 大 值 性 质 相 矛 盾 . 于 是 ， 


r(—8) = q(—8 — N) =0. 


但 是 这 与 条 件 (5.118) 矛盾 . 从 而 SA 必定 是 一 个 多 项 式 . 


能 够 通过 . 
































z 





我 明白 了 : Gosper 提 出 条 件 〈5.118) 是 为 了 使 这 个 证 











SPCR). GARG rh) Fee FE AY SY, RANTES AA AR 
WE (5.122) 的 多 项 式 sh), SUE AEE Se isk. 当 sA 
Ee 4d 时， 这 很 容易 ， 因 为 对 未 知 的 系数 (04,… ,90) 我 们 可 以 写 


s(k) = agk? + ag_yk? 1 +---+a0, aa # () (5.123) 


并 将 这 个 表达 式 代 入 基本 递归 式 〈5.122) 中. 多项式 sl 满足 这 个 递归 
式 ， 当 且 仅 当 诸 a 都 满足 令 (5.122〉 中 的 每 一 个 昭 的 系数 相等 时 所 得 
到 的 线性 方程 . 


但 是 我 们 怎么 才能 确定 s 的 次 数 呢 ? 事实 表明 ， 存 在 至 多 两 种 可 能 性 . 
我 们 可 以 将 〈5.122) 改写 成 形式 


2p(k) = Q(k) (s(k + 1) + s(k))+R(k) (s(k + 1) — s(k)), (5.124) 











其 中 QI k) =q(k) —r(k)H R(k)=qlk)+r(k). 


如 果 s() 的 次 数 为 4， 那 么 和 式 s(k + 1) + s(k) = 2aak" 十 … 的 次 数 也 为 d 
, TŽ slk +1) — s(k) = As(k) = daak! 十 … 的 次 数 为 d 一 1. (可 以 设 零 
多 项 式 的 次 数 为 -1，) 我 们 用 deg( 了 /表示 多 项 式 P 的 次 数 . 如 果 
deg(Q) > deg(R), ABA (5.124) 右边 的 次 数 就 是 degt@) + d， 所 以 必定 
有 d= deg(p) 一 deg(Q@). 另 一 方面 ， 如 果 deg(Q) < deg(R) = 4， 我 们 就 能 
记 @U = NRO + DY Rk) = aR +, HHA AO, (5.124) WA 
Wat AB 

(2N ag + Adag) ket?! + 
因此 有 两 种 可 能 性 : 2 入 + Ad £0, 日 d= deg(p) — deg( R) + l, 


2’ +Ad =0, H d> deg(p) — deg(R) + 14% 4 -2X /是 一 个 大 于 
deg(p) — deg( R) + 1A) eR 4 时 ， 才 需要 对 第 二 种 情形 进行 检查 . 


好 的 ， 现 在 我 们 有 足够 的 事实 来 执行 Gosper 的 两 步 算 法 的 第 2 步 ， 只 要 
(5.122) 有 多 项 式 解 ， 那 么 通过 尝试 4 的 至 多 两 个 值 ， 我 们 就 能 发 现 
s(k) AOR s( 如 存在 ， 我 们 就 能 将 它 代 入 (5.121) ， 这 样 就 得 到 了 TUA 
不 然 ， 我 们 就 证 明了 (A) 不 可 用 超 几 何 项 求 和 . 


现在 讨论 一 个 例子 : 尝试 计算 部 分 和 式 〈5.114) . Gosper 的 方法 应 该 能 





对 任何 固定 的 "推导 出 


的 值 ， 所 以 我 们 寻求 


n 一] 
Hk) = 的 1)" ~ k(n —k)! 
的 和 式 . 第 1 步 是 将 项 的 比值 表示 成 所 要 求 的 形式 〈5.117) ， 我 们 有 


tik 4-1) B k-n B plk + 1)q(k) 
tk) k+l plkjr(k+1) 


所 以 我 们 直接 取 p(k) = 1, g(k) = hk — ng r(k) 二 .PP、4 和 7 的 这 种 选取 
满足 (5.118) ， 除 非 "是 负 整数 ， 我 们 假设 并 非 如 此 . 


HARE IK) 一 天 十 1? 哦 ， 我 看 出 来 了 . 


现在 我 们 来 做 第 2 步 . 根据 (5.124) ， 我 们 应 该 考虑 多 项 式 CI 
人 我 们 需 E ey Res 

d = deg(p) —deg(R) +1, W% BY d= 一 2 入 /入 其 中 X = 

入 = 2， 从 而 d = n% 一 种 情形 更 好 一 些 ， 因 为 它 不 要 求 "是 正 整数 ， 所 
以 我 们 首先 尝试 它 ， 仅 当 第 一 种 情形 不 成 立时 我 们 才 需 要 对 d 尝 试 男 一 
种 可 能 性 . 假设 4 = 0，stp) 的 值 就 是 ao， 方程 5.122) 就 转化 为 














= (k —n)ao — kag. 
于 是 我 们 选取 a = 一 1/7. 它 满足 这 个 方程 并 给 出 


r(k)s(k)t(k) 





这 恰好 就 是 我 们 硕 望 确认 的 答案 


Ok 
RARR RIRE (USAR eat 和 C) , WART alk) 
Keen — 29h, HAREL. MTT QUE) =n 一 2k 比 R(k) = n 有 
更 大 的 次 数 ， 我 们 将 得 出 结论 : d 取 不 可 能 的 值 deg(p) — deg(Q) = 一 | 
(多 项 式 st 不 可 能 有 负 的 次 数 ， 因 为 它 不 可 能 是 零 . ) 这 样 一 来 ， 函 


n 


数 Geer 超 儿 何 项 求 和 的 . 


然而 ， 一 旦 我 们 消除 了 不 可 能 性 ， 不 论 剩 下 的 是 什么 一 一 尽管 不 大 可 能 
一 一 都 必定 是 真实 的 《按照 福尔摩斯 853) . 当 在 第 1 步 中 定义 PP、4 和 r 
时 ， 我 们 就 决定 了 忽略 "” 取 负 整 数值 的 可 能 性 . 如 果 它 取 负 整数 值 呢 ? 


n ok 
我 们 就 取 = -N， 其 中 NN 是 正 数 . 这 样 J 的 项 的 比值 是 


t( hk) k+1 pik) r(k+1) 











而 且 按照 (5.119) ， 它 应 该 能 用 P(A) =(k+1) 1, glk) = 一 1 

r(k) = 1 来 表示 . Gosper 算 法 的 第 2 步 现在 就 告诉 我 们 ， 要 寻找 一 个 次 数 
为 d= NN 一 1 的 多 项 式 5S(*)， 最 终 或 许 会 有 希望 . 例如 ， 当 N = 2 时 ， 递 
归 式 (5.122) 是 说 我 们 应 该 求解 








k+1=—({k+ 1l)a; + a9) — (kay + a9). 

Sk ALA BBO SS Ze E 
1 一 一 al 一 al;i 1= —a, 一 ao — Q9; 
(k) = : 
从 而 2 4 就 是 一 个 解 ， 且 
E ETE ae 
l 1 x ( ah Dx 人 (7 12 太 十 1 
T(k) = (—1) 
k+1 4 


这 能 是 所 希望 的 和 式 吗 ? 是 的 ， 它 经 检查 为 真 : 


faq) 1)" = (Hk +1) 





| 
ie = ae, 
> | 
”SY 
We 








“你 干 得 好 极 了 ， 福 尔 摩 斯 1* 一 点 儿 也 不 难 ， 我 亲爱 的 华 生 . 


ee WINS ERR, RIE PASE PRA ZS RS BC SP EN 
工 


el 
zeon 


rn) 
2 2 


=|), Hettm =o. 





这 个 表示 法 掩盖 了 这 样 的 事实 : k EEE 因为 [m /2] 


不 是 超 几 何 项 (见习 题 12) . 

如 果 对 某 个 整数 上 有 P(A) = 0， 则 (5.121〉 的 分 母 中 可 能 会 出 现 问 题 . 

习题 97 介 绍 了 在 这 种 情况 下 我 们 能 做 什么 . 

注意 ， 我 们 无 需 费 神 像 这 一 章 早 先 提 及 的 确定 的 超 几 何 和 式 资 料 库 那 

样 ， 将 不 定 可 求 和 的 超 几 何 项 编纂 成 集 ， 因 为 Gosper 算 法 提供 了 一 个 在 
所 有 可 求 和 的 情形 下 都 有 效 的 快速 且 一 致 的 方法 . 

Marko Petkovgek[231 发 现 了 一 个 将 Gosper 算 法 推广 到 更 为 复杂 的 反 演 问 


题 的 好 方法 ， 其 想法 指出 了 ， 给 定 任何 超 几何 项 (Aj 以 及 多 项 式 
pilk), pilk), polk), 怎样 确定 满足 ! 阶 递归 式 


的 所 有 的 超 几 何 项 (A 





5.8 机械 求 和 法 = MECHANICAL SUMMATION 


如 此 漂亮 的 Gosper 算 法 仅仅 对 实际 中 遇 到 的 几 个 二 项 和 式 求 出 了 封闭 形 
式 ， 但 我 们 不 必 就 此 停 步 . Doron Zeilbergerl384 指 出 了 怎样 将 Gosper 算 
法 加 以 推广 ， 使 它 变 得 更 加 优美 ， 能 在 更 多 情形 下 获得 成 功 . 利用 
Zeilberger 的 推广 ， 我 们 可 以 处 理 对 所 有 大 求 和 的 和 陈 ， 而 不 仅仅 是 部 分 
和 和 式 ， 这 样 我 们 就 有 了 蔡 代 5.5 节 和 5.6 节 中 超 几 何方 法 的 另 一 种 方法 . 
此 外 ， 与 Gosper 原 来 的 方法 相同 的 是 ， 计 算 可 以 几乎 无 需 人 工 操作 而 由 
计算 机 完成 ， 我 们 不 需要 依赖 聪明 和 运气 . 


其 基本 思想 是 ， 将 要 求 和 的 项 视 为 两 个 变量 上 和 上 大 的 一 个 函数 tin, k). 
(在 Gosper 算 法 中 我 们 只 是 记 为 A) 当 还 没有 事实 表明 tin, 局 可 以 用 
超 几 何 项 关于 大 不 定 求 和 时 《让 我 们 面 对 它 ， 只 有 相对 比较 少 的 函数 是 
这 样 的 ) ，Zeilberger 注 意 到 ， 利 用 20 世 纪 40 年 代 修 女 Celine 
Fasenmyerb82] 所 创立 的 思想 ， 我 们 常常 可 以 对 tn, 铺 加 以 修改 ， 从 而 得 
到 另外 一 个 不 定 可 求 和 的 项 例如， 事实 往往 表明 ， 对 于 适当 的 多 项 式 
5o(n) Fl i(n), Do n,k) + 8y(n)t(n+ 1k ) 常 常 是 关 于 不 定 可 求 和 的 . 
而 当 我 们 关于 大 进行 求 和 时 ， 束 得 到 一 个 关于 7 的 可 用 来 求解 问题 的 递 
JAI- 
为 了 熟悉 这 个 一 般 性 的 方法 ， 我 们 先 来 研究 一 个 简单 的 情形 . 假设 我 们 
n\ k 
sie SJ HWE, 而 又 想 要 计算 之. (i) LA EAZ JMK H 
灵感 的 猜想 ， 我 们 怎样 发 现 答案 呢 ?” 例 如 ， 在 5.2 节 的 问题 3 中 ， 我 们 学 




















n— 1 n— I n 
习 了 怎样 用 ) k- URE (a) 并 不 费力 气 就 得 到 了 结果 . 不 
过 这 里 有 一 个 更 系统 的 方法 . 





t(n, k) = h 2k 
设 (i) 是 一 个 要 求 和 的 量 . Gosper 算 法 告诉 我 们 ， 除 了 
:= 一] 的 情形 之 外 ， 我 们 不 能 对 任意 的 用 超 几 何 项 来 计算 部 分 和 


Den ("所 以 我 们 转 而 考虑 一 个 更 加 一 般 的 项 


t(n,k) = Bo(n)t(n,k) + 3,(n)t(n + 1,k). (5.126) 


我 们 将 寻求 使 得 Gosper 算 法 能 够 成 功 的 Poln) CO. PFE BRANT AR 
利用 tin + 1,k)5 tin, 有 之 间 的 关系 来 从 这 个 表达 式 中 消去 tn + 1k), M 
而 化 简 (5.126) . 由 于 


t(n + 1,k) (n+1)!z* (n—k)I!k! 


tin,k) (n+1—k)!k nizk 
o n +1 
B n -+t 1 -一 k’ 
我 们 有 
tin. k) 
Í B 
aera Perey 
其 中 


p(n,k) = (n+1— k)So(n) 十 (十 1)5107). 


现在 我 们 对 t(7, 有 应 用 Gosper 算 法 (保持 n 不 变 ) . 首先 ， 如 同 在 
(5.117) 中 那样 ， 记 


tm 天 十 1) p(n,k+1) q(n,k) 
tin. k) = pin,k) rin,k+1) 


Gosper 的 方法 从 Pln, = 1 出 发 会 求 得 这 样 的 表示 ， 但 是 利用 Zeilberger 
的 推广 ， 我 们 从 Pln, k) = pn, 发 会 更 好 一 些 . 注意 ， 如 果 我 们 令 
t(n,k) = t(n,k)/p(n, kK) PS pln, k) = Pin, k)/pln, k), 方程 (5.127) 就 等 价 
于 








t(n, k +1) 7 Piit F1) aik) = (5.128) 
tin, k) p(n,k) r(n,k +1) 


所 以 ， 从 PInk) = ] 出 发 ， 通 过 寻求 满足 (5.128) 的 了 、4 和 +， 我 们 可 


以 求 得 满足 (5.127) FAP, “和 “这 就 全 问题 朗 得 容易 了 ， H] Jy t(n, 有 不 


WEE tln kh AS ARE 和 (> 和 所 (n). 在 我 们 的 情形 中 ， 有 
t(n,k) = t(n,k)/(n+1—k) = n!2*/(n+1— k)!k!, 所 以 








t(n,k + 1) _ (n+1—&)z 
tín. k) E k A ia l 


我 们 可 以 取 a(n, k) = (n +1 — k) pE rin, k) = RABIES FAN Sh 
满足 条 件 〈5.118) .如果 它 们 不 满足 ， 我 们 设想 去 挥 来 自 4 和 7 的 因子 
并 包含 ln, 有 中 对 应 的 因子 (5.119) ; 但 是 我 们 应 该 仅仅 当 (5.118) 
中 的 量 a 一 5 是 一 个 与 n 无 天 的 正 整 数 常数 时 才 这 样 做 ， 因 为 我 们 希望 
我 们 的 计算 对 任意 的 m 都 成 立 .， (实际 上 ， 利 用 广义 阶乘 (5.83) 可 
知 ， 我 们 得 到 的 公式 即便 当 n 和 不 是 整数 时 也 成 立 .，) 


这 一 次 我 们 记 住 了 为 什么 (nk) 不 等 于 大 十 1. 


从 这 个 意义 上 说 ， 我 们 对 4 和 r 的 第 一 种 选择 确实 满足 (5.118) ， 上 所 以 
正好 可 以 转移 到 Gosper 算 法 的 第 2 步 : FA (5.127) RË (5.117) 来 求解 
E (5.122) 类 似 的 方程 . 所 以 我 们 想 要 求解 


pin, k) = q(n,k)s(n,k +1) —r(n,k)s(n,k), (5.129) 





iN 
| n / \ d f \ .d—1 Ry. \ ip 4: \ 
s(n, k) = ag(n)k* + ag_1(n)k ++-++a9(n) (5.130) 


是 一 个 疝 不 为 人 知 的 多 项 式 ， ( SHY ABEL AY nH eK 数 ， 而 不 只 是 
Bl. ) 在 我 们 的 情形 中 ， 方 程 (5.129) 是 


(n+ 1—k)So(n) + (n + 1)8i(n) 
= (n + 1 — k)zs({n, k + 1) — ks(n, k), 


我 们 把 它 看 成 是 一 个 关于 大 的 以 rE BY RUIN Se AT HE 与 前 

面相 同 ， 我 们 通过 考虑 O(n. k) = qlin, k) ole 

ete k)=q(n,k)+r(n,k ) 来 确定 ;的 次 数 d. NN ) = deg(R) = 1 ( 假 
z #4 +1), 我 们 就 有 d = deg(p) — deg(Q) = 0, a oop = ag(n) 5 无 

> 我 们 的 方程 就 变 成 


次 数 函 数 deg(Q@) 在 这 里 表示 关于 上 的 次 数 ， 而 把 n 当 作 常 数 处 理 . 



































(n+1—k)8(n) + (n+ 1)81(n) = (n + 1—k)zag(n) — kao(n), 


TE RRR BAS BUSS OTA AN REN 7 FE 


(n+1)So(n) + (n+ 1)81(n) 一 (7 十 1)zao(m) = 0, 
— Bo(n) + (z+ l)ag(n) = 0. 


因此 我 们 有 一 个 满足 条 件 


Bo(n)=2z4+1, By(n)=-1, ag(n)=s(n,k) = 
AY (5.129) AAR. 碰巧 ，n 去 掉 了 . ) 
我 们 用 一 种 纯粹 机 械 的 方法 发 现 了 ， 项 tn,k) = (2 + 1)t(n, k) — t(n + 1k) 
是 可 以 用 超 几 何 项 求 和 的 . 换 句 话说 ， 

t(n, k) = T(n,k +1) —T(n,k), (5.131) 





其 中 T(n, k RF RAYNER TI. A Tin, 局 是 什么 呢 ? 根据 
(5.121) 和 (5.128) ， 我 们 有 


l r(n,k)s(n, kt (n.k) l ee l 2 l 
Tin k= ——————_ = rin, ksin kitin k). (5.132) 
p(n, k) 


EA Pk) =1. 的确， 事实 表明 P(n, 有 实际 上 几乎 总 是 等 于 1，) 从 而 


k ‘ k n k n k 
Tín. k) = ———ha, k) = — z = AA 
Any 8) 7 十 1 一 大 (7, ) n+1—k (o) 人 


-分 肯定 的 是 一 切 都 经 过 了 核查 一 一 方程 (5.131) AH: 


z411) n\ k č (an+1\ k /nN ka | n k 
~ sia ie a k Er 大 一 1/ ` 


但 是 ， 我 们 实际 上 并 不 需要 精确 地 知道 了 ln, 局 ， 因 为 我 们 是 在 针对 所 有 
的 整数 对 Eln, KRAI. RATT 要 知道 的 就 是 ， 当 当 ?是 任意 一 个 给 定 的 非 
J aoe k) MAREA KERETE. 这 样 
(n,k +1) —T(n, A) ATA REI AD E Sei AS 














oS t(n, 一 的 2 me 、 
设 2r du */，， 这 是 我 们 开始 时 所 讨论 的 和 式 ， 现 在 
来 对 它 进 行 计算 ， 因 为 我 们 现在 知道 了 许多 关于 Un, RUE. Gosper- 
Zeilberger 方 法 推出 


> ((z + 1)t(n,k) —t(n +1,k)) = 


k 


但 是 这 个 和 式 是 (+D DL tek) h nt 1k) = (2+ Sn — Sati 
MR, RAIRA 














Snai = (z +1)Sp. (5.133) 
T(n. k` 
事实 上 ， 当 |?| < 1n 是 任意 复数 时 ， A hen |". fib 6.138) 对 所 有 
ye, FASS, “An Bee Sn 三 +1)", 





啊 哈 ! 这 是 一 个 我 们 知道 怎样 求解 的 递归 式 ， 只 要 知道 50 即 可 .显然 ， 
So = 1. 于 是 就 推出 ， 对 所 有 整数 风 > 0 都 有 Sn = (2 + 1 证 明 完 毕 . 


让 我 们 来 回顾 这 一 计算 ， 并 将 我 们 所 做 的 事 加 以 总 结 ， 使 之 也 能 应 用 于 
其 他 的 求 和 项 tin, k). tlin, 局 给 定时 ，Gosper-Zeilberger 算 法 可 以 总 结 如 
aig 


0 61 :=0. (我 们 将 寻求 关于 mm 的 1 除 递 归 式 . ) 


1 At(n,k) = So(n)t(n,k) +--+ B(n)t(n+1,k), p Po(n),… ;2(n) 是 
未 知 的 函数 ， 利 用 tm. 且 的 性 质 寻 求 和 tn) …… ,Btn 的 一 个 线性 组 合 
pn: 如， 其 系数 是 关于 n 和 的 多 项 式 ， 使 得 im, 人 可 以 写成 形式 

p(n, k)t(n, k) 其 中 tin. k ) 是 关于 上 的 超 几 何 项 ， 求 多 项 式 pln. k), q(n,k) 
Prk), (HAG Em, ORARE (5.128) MER, HR ak) 
和 rn, 太 满足 Gosper 条 件 (5.118) ， 置 P(n, k) = p(n,k)p(ln,k). 








2a dg := deg(q—r), dp :一 deg g(gq +r), 以 及 


deg(p) = do i do > dR 
d := AN l l 
deg(p) — dr + 1,dg < dr 


2b med >0, H (5.130) 定义 stm; 中， 并 考虑 关于 

0,… ,Qd; Po0,… ;所 的 诸 个 线性 方程 ， 这 些 方程 是 在 基本 方程 (5.129) 
中 令 X 的 宕 的 系数 相等 而 得 到 的 . 如 果 这 些 方程 有 一 个 使 得 加 ,… ;3 不 
全 为 零 的 解 ， 就 转 到 第 4 步 ， 如 若 不 然 ， 当 da < drH -N /是 一 个 大 于 
d 的 整数 时 其 中 A 是 4+7 中 kk 的 系数 ， 而 X 则 是 4 一 "中 Re?* 的 系 
数 ) ， 就 置 4 := 2X/^ 并 重复 第 2b 步 . 











3 项 4 局 不 是 超 几何 可 求 和 的 . ) 将 ! 增 加 1 并 回 到 第 1 步 . 
4 CMI. ) 置 T(n,k) :=r(n,k)s(n k)t(n, k)/p(n, k) hizt, 就 得 到 
T t(n,k) =T(n,k +1) —T(n,k). 


以 后 我 们 将 要 证 明 ， 只 要 tn.) RRAIE (proper term) 的 一 个 
大 类 ， 这 个 算法 就 能 成 功 地 终止 . 


二 项 式 定理 可 以 用 很 多 方法 得 到 ， 所 以 我 们 关于 Gosper-Zeilberger 方 法 
的 第 一 个 例子 与 其 说 是 令 人 印象 深刻 ， 还 不 如 说 是 富有 指导 意义 . 接 下 
来 ， 我 们 处 理 范 德 蒙 德 卷 积 .Gosper 与 Zeilberger 能 从 算法 上 推 知 








a b 
OA TE 


a b 
era e heen ee 
人 惊讶 的 是 ， 如 果 a + 是 一 个 指定 的 非 负 整数 ， 那 么 事实 表明 这 个 项 
的 确 是 可 求 和 的 〈 见 习题 94) . 不 过 我 们 感 兴趣 的 是 a 和 6 的 一 般 值 ， 
而 由 这 一 算法 很 快 就 发现 ， 这 个 不 定 的 和 式 一 般 来 说 不 是 超 几 何 项 ， 所 
以 [从 0 增加 a 到 1， 而 这 个 算法 则 尝试 用 
t(n,k) = By(n)t(n,k) + Bi(njt(n+t1, kE KBRI FEIT. 如 同 我 们 在 二 
项 式 定 理 的 推导 中 那样 ， 下 一 步 是 记 t(n, k) = pin, kjt(n, k), h pin, k) 
是 通过 在 tln + 1, k) /tn pay RETIN. 在 这 种 情形 中 《请 读者 
在 一 张 便条 纸 上 与 我 们 一 起 来 检验 所 有 这 些 计算 ) ， 它 们 并 不 像 看 起 来 
那么 困难 ， 一 切 都 按照 类 似 的 方式 顺利 进行 ， 不 过 现在 有 


p(n, k) = (n+ 1 — k)So(n) + (b— n + k)S1(n) = p(n, k), 
t(n,k) =t(n,k)/(n+1—k) =alb!/(a— k)!k!(b— n + k)!i(n+1-— k)!, 
q(n,k) = (n+ 1-— k)(a— k), 





r(n,k) = (b-n + k)k. 


第 2a 步 发 现 deg(q —r) < deglq+r)H d= deg(p) —deg(qg+r)+1=0, FFL 
sm; 上) 仍然 与 大 死 关 .Gosper 的 基本 方程 〈5.129) 与 关于 三 个 未 知 量 的 


两 个 方程 是 等 价 的 : 


(n+ 1)S9(n) + (b— nn) (n + 1)aag(n) = 0, 


— ln) + 3i(n) + (a+b + 1l)ag(n) = 0, 

















关键 之 处 在 于 ，Gosper- Zeilberger E N 总 是 引导 出 诸多 关于 未 知 量 Qc 和 的 线性 方程 ， 因 
为 〈5.129) 的 左边 关于 诸 个 了 是 线性 的 ， 而 右边 关于 诸 个 a 是 线性 的 . 


这 两 个 方程 有 解 
fo(n)=atb—n, Bln)=-n-1, ao(n)=1. 


我 们 得 出 结论 : (at b—n)t(n,k) —(n + 1)t(n + 1,k) ) 关 于 大 是 可 求 和 的 . 





因此 ， 如果” -2 (i) (ata), 则 递归 式 


a+b-n 


nm 十 一 ”人 #n 
n+] 


S, 


a+b 


om = S as =r 
成 立 ， 从 而 ( á ) 这 是 由 于 So = Lik ese eR. 


那么 关于 〈5.28) 中 的 Saalschiitz 的 三 = 项 恒等式 呢 ? 习题 43 中 关于 
(5.28) 的 证 明 是 很 有 意思 的 ， 不 过 它 需 要 灵感 . 当 我 们 将 一 门 艺术 转 
换 成 一 门 科学 时 ， 其 目的 是 用 艰苦 的 劳动 代替 灵感 ， 所 以 我 们 要 来 看 
Gosper-Zeilberger 的 求 和 方法 是 否 能 用 纯粹 机 械 的 方式 发 现 并 且 证 明 
(5.28) . 为 方便 起 见 ， 我 们 做 代 换 m=b+d, n=a, 
r=at+tb+c+d, s=a+b+c, {$ (5.28) 有 更 加 对 称 的 形式 


x (a+b+c+d+k)! 
5 (a—k)'(b—k)'"e+k)'(d + k)!k! 


(a+b+c+d)"(a+b+c)'!(a+b+d)! 








(5.134) 





alb!(a + c)!(a + d)!(b+ c)'(b + d)! 
为 了 使 得 这 个 和 式 是 有 限 的 ， 我 们 假设 a 或 者 b 是 非 负 整数 . 


ae =(n+b+c+d+k) !/ /{n— kj)(b— kl(ct+ ki(d +k) AID) Ke 


t(n,k) = So(n)t(n,k) + (nt(tn+t1,k). 泊 着 一 条 开始 变 得 陈旧 的 路 走 下 
去 ， 我 们 取 


决定 哪 一 个 参数 称 为 有 .是 仅 有 的 非 机 械 劳 动 的 部 分 








p(n, k) = (n+1—k)So(n) + (n+14+6+c4+d+k)Si(n) 一 及 7 天)， 
t(n, k) (n+b+c+d+k)! 

(n+1—k) (n+1—k)(b— k)(c+ kd + k)!k! 

qlin, k) = (n+b+c+d+k+1)(n4+1—-k)(b—&), 

r(n,k) =(c+k)(d+k)k, 


我 们 尝试 对 s(n, 局 求解 (5.129) . 再 次 有 degl4 - r) < deg(4 十 7)， 但 是 
Sa 次 有 deg(p) —deg(q+r)+1=—1, ， 所 以 我 们 看 起 来 像 是 被 难 住 了 . 
然而 ， 第 2b 步 对 于 : ,的 次 数 有 一 个 重要 的 第 二 选择 ， 即 4= 一 2 和 /和 ,我 
们 最 好 还 是 在 放弃 之 前 对 它 做 一 de 

R(n, k) = q(n,k)+r(n,k) = 2k? +- ， 所 以 入 = 2， 而 多项式 

Q(n k) 二 glnA — rin, 月 关 于 的 次 数 几乎 是 不 可 思议 地 被 证 明 是 1 
训 的 系数 变 为 零 ! 这 样 就 有 入 = 0，Gosper 允 许 我 们 取 d = 0 以 及 


s(n, k) = ao(n). 


t(n, k) = 








FE N 不 是 @ 的 首 项 系数 ， 尽 管 入 是 尼 的 首 项 系数 ， 数 X EQ hk yR 








要 求解 的 方程 就 是 
(n+ 1)So(n) + (n+14+6+4+c+4+d)S(n) —(n4+1)(n+14+6+c+d)bag(n) = 0, 
— Mln) + 8 (mn) — (n+ 1)b-(n+146)(n+14+6+4c+4+d) —cd)ag(n) = 0. 


在 经 过 劳 之 后 ， 我 们 就 求 得 


Ro{n)== (n+14+64c)(n4+14+6+4+d)(n4+1+b6+4+c4+d), 
Biln) = —(n+ 1)\(n+1+4+c)(n+1+4d), 
ag(n) = 2n+2+b+c4+d. 

恒等式 (5.134) 就 立即 得 出 . 

汗水 流 消 走 ， 人 恒等式 随 之 来 . 


如 果 我 们 从 = dil NEM n = FF, WERE EI (5.134) 的 一 个 类 似 的 
证 明 . 《见习 题 99. ) 


Gosper-Zeilberger 方 法 既 帮 助 我 们 计算 对 某 个 限定 范围 求 和 的 确定 和 
式 ， 也 帮助 我 们 计算 对 所 有 大 求 和 的 和 式 . 例如 ， 我 们 来 考虑 





当 ”3 时 我 们 得 到 〈5.20) 中 一 个 “出 乎 意料 的 结果 ，Gosper 与 


n+k\ k 


= (nk) = ( ae 
Zeilberger 预 料 到 有 这 个 结果 吗 ? B k 就 将 导出 


p(n, k) = (n+ 1)So(n) + (n+14+k)Si1(n) = p(n,k) ， 
t(n,k) =t(n,k)/(n +1) =(n+ k)tz* /k!(n +1)!, 


q(n,k) =(n+1+k)z, 
六 (7 大 ) 一 大 ， 


且 deg(s) = deg(p) — deg(q 一 由 =0 方 程 (5.129) PJH ln) = 1, 
Bi(n)=2z—1, s(n,k) = 1 求解 .这 样 一 来 ， 我 们 就 求 得 


t(n,k) + (zo 1)t(n+1,k) =T(n,k +1) —T(n,k), (5.136) 

; Vy \ a are n+k\ k 

T(n,k) =r(n,k)s(n,k)t(n, k) /pln,k) = 人 | ede. P 

H | = 我 们 现在 能 对 
(5.136) KFO<k<n+ 1a, 43] 


Snr(z) + t(n,n +1) + (2 — 1)Sn4i(z) = T(n,n + 2) — T(n,0) 


Toes | 的 十 ‘) ntl _ @ aa ) ntl 
fae Ant) n J”, BRD 


are ] oe eee ,f2n+1\ n4 ss Bi da 
Onis) pas (se + (1 — 22) ( U ) z J : (5.137) 


] 


rears Sn+1 (5) = 25% (5) . 
我 们 立即 看 出 ，”” 2 的 情形 是 特殊 的 ， 且 N 2) 此 外 ， 
递归 式 (5.137)〉 可 以 通过 将 求 和 因子 (1 - >) ”应 用 于 两 边 而 得 以 简 





化 ， 这 就 得 到 一 般 的 恒等式 


he [mn 十 天 é 1 一 2z 2k\ ， Sak 
(1 一 z) 5( k ): -Ey ) 0 (5.138) 


k=0 k=1 








4£Gosper#ll Zeilberger Z FEAT AY ATTA ZA, RDA A RB IE 
的 结果 ， 而 现在 出 现 这 样 的 恒等式 已 经 司空 见 惯 了 . 


那么 我 们 在 (5.74〉 中 过 到 过 的 类 似 的 和 式 


Sn(z)= > (" i "Ja (5.139) 





| 一 大 
Re es t(n, k) = 人 | 和 、 

如 何 呢 ? 我 们 信心 满怀 ， 置 k) EPHE 

p(n, k) = (n+ 1 — 2k)ln)+ (n+ 1—k)81(n) = p(n, k), 

t(n, k) = t(n, k)/(n +1 -— 2k) = (n — k)!2¥/k!(n +1—2%)!, 

qlin, k) = (n+ 1 — 2k)(n —2k)z , 

r(n,k) =(n+1—A)k. 

Ra 

喔 ， 如 果 我 们 假设 ”” 4 就 没有 办 法 求解 〈5.129) ， 因 为 的 次 数 将 会 


是 deg(p) — deg(q — r) = 一 1. 


7 1 
Sa (-7), (n + 1)/2" 
等 于 、 Ti 


没有 问题 .我 们 直接 添加 另外 一 个 参数 N), ARA 
t(n,k) = So(n)t(n,k) + 3,(n)t(n + 1,k) + Bo(n)t(n + 2, kA: 


p(n, k) = (n+ 1— 2k)(n + 2 — 2k) So(n) 
+(n+1—k)(n+ 2 —2k)8;(n) 
+(n+1—k)(n+2—k)S9(n) = p(n,k) 

t(n, k) = t(n,k)/(n+ 1 — 2k)(n + 2 — 2k) = (n — k)!2* /k!(n + 2 — 2k)!, 

qin, k) = (n+ 2 — 2k)(n+ 1 — 2k)z, 

一 


r(n, k) n+1—k)k. 





现在 可 以 尝试 stln,*) = aln), Tit (5.129) 确实 有 一 组 解 : 
B(n)=z, Bi(n)=1, Bon) =—-1, ag(n) =1. 
我 们 已 经 发 现 了 
2t(n. k) + tn+ lk)— t(n +2. k) = T(n,k +1) —T(n.k). 


H T(n, k) 
r(n,k)s(n, k)é(n,k)/p(n,k) = (n+ 1 — k)kt(n,k) = (" sg i ‘) 
k = nA E 


w f_) ~ \ 0 n+1 ~ \ 0 n+2 l n+1 
Znz) +1585 z)— z — | Sn42( Z2) 一 ZS z 
© n ( ) ( n+1( ) (, mi ) ( n+2\ ) (, 一 (, T L) ) 


= T(n,n+1)—T(n,0). 


k 


从 上 二 0 到 


gatiifi n> oo) eT, es 
| 


Sn+2(z ) = Ont} (z) T Zonl z) 5 n = Q. (5.140) 


在 第 6 章 和 第 7 章 中 我 们 将 要 研究 这 种 递归 式 的 解 ， 当 sz = 51(2) = 1 
时 ， 那 两 章 里 的 方法 直接 从 (5.140) 导出 封闭 形式 (5.74) . 


再 讨论 一 个 著名 的 例子 将 使 这 一 图 景 完 整 无 缺 . 1978 年 ， 法 国 数学 家 
Roger ApEkry 解 决 了 一 个 长 期 悬而未决 的 问题 ， 他 证 明了 数 
4(3) = 1+2 ”+3 ”+4 ”+… 有 是 一 个 无 理 数 09， 其 证 明 的 一 个 主要 部 分 


包含 二 项 和 式 
n 3 n+ k ? FA l 
Ace 2 的 ( : ) (5.141) 


对 于 这 些 和 式 ， 他 宣布 了 一 个 递归 式 ， 而 那 时 其 他 数学 家 还 无 法 对 此 进 
‘PME. BE 4 从 那 时 起 被 称 为 Apéry 数 ， 我 们 有 Ao = 1, Ai = 5， 


A:=73, Ag = 1445, Ay = 33001.) 最 后 B336]，Don Zagier 和 Henri Cohen 
对 Apéry 的 论断 找到 了 一 个 证 明 ， 而 他 们 对 这 个 特殊 (但 确 是 困难 〉 的 

















和 式 给 出 的 证 明 ， 正 是 最 终 引 导 Zeilberger 发 现 我 们 正在 讨论 的 一 般 方 法 
的 关键 线索 . 


实际 上 ， 到 目前 为 止 我 们 已 经 见 过 足够 多 的 例子 ， 这 使 得 (5.141》 中 





~ 十 有 NAN 
t(n, k) = (o) 人 l ) 
的 和 式 平 几 得 几乎 唾 手 可 得 . 取 k k 以 及 
(n,k) = Bo(n)t(n,k) + Bi(n)t(n + 1,k) + rn)t(n + 2,k), 我 们 尝试 求解 
(5.129) 其 中 





(首先 尝试 不 用 592， 但 是 很 快 就 失败 了 .，) 


p(n,k) 一 (人 十 1 一 有 2 十 2 一 大 250(m) 
+i{n + 1+ k)? (n 十 2 二 k}? Bln) 
+ (n+1+k)?(n+2 +4 kY h(n) = p(n, k) ， 
t(n, k) = t(n, k)/(n +1 — k)2(n+-2—k)? =(n+ kK)? /k! (n Bah) Wee al 
q(n,k) = (n+1+k)?(n+2—k)*, 
rin,k) =k’. 


(我 们 不 担心 AAT (hk +n +D PIE SESE, BORA 
(5.118) ， 央 为 我 们 是 把 视 为 变动 的 参数 ， 而 不 是 固定 不 变 的 整 
数 ，) hF alnk) —r(n,k) = 一 2 上 十 …， 我 们 可 以 令 

deg(s) = —2X' /A= 2， 所 以 取 








s(n, k) = ag(n)k? + ay(n)k + aln). 


这 样 选择 的 s， 递 归 式 《〈5.129) 就 归结 为 关于 
Bg (n), 31(n), 9(n), a(n), ai (n) a(n) AREAS FE. Bilt, RK? 
的 系数 给 出 的 方程 就 简化 成 


Bo 十 D1 十 Ba — Q0 — Q1 — Q? = 0: 
m EH k AIRS h IA Bee 
Bo + 3, + Ba +a, + (6 + 6n + 2n7)ay = 0. 


另外 三 个 方程 更 为 复杂 . 但 是 要 点 在 于 : 这 些 线性 方程 《如 同 在 到 达 
Gosper-Zeilberger 算 法 的 这 一 阶段 时 出 现 的 所 有 方程 一 样 ) 都 是 齐 次 的 
(homogeneous) ， 它 们 的 右边 都 是 零 . 所 以 ， 当 未 知 数 的 个 数 超过 方 


程 的 个 数 时 ， 它们 总 有 非 零 的 解 . 在 我 们 的 情形 中 ， 已 经 明确 有 一 个 解 
KE 


Bo(n) = (n + 1) 
3, (n)= — (2n + 3)(17n* + 51n + 39) 
Y(n) = (n + 2) 
aoln) = —16(n + 1)(n + 2)(2n + 3) ailn) = —12(2n + 3), 
a9 (n)=8(2n + 3). 
由 此 得 出 ， 


(n + 1)%t(n,k) — (2n + 3)(17n? + 51n + 39)t(n 十 1 大) 
+ (n+ 2)3t(n + 2,k) = T(n,k +1) —T(n,k) , 


其 中 
T(n,k) = k4s(n, k)t(n, k) = (2n+ 3) (8k? — 12k — 16(n + 1)(n + 2)) (n+ 
kK)P/(k — 1)! (nt+2— k)!. ee 
Fk, wie HH Apéry h 28 AE WE a AY eA 
(n + 1)?A,+(n + 2)? Ange = (2n+3)(17n?4+51n+39) Anat. (5.142) 


Gosper-Zeilberger 方 法 对 于 我 们 在 这 一 章 里 遇 到 过 的 所 有 和 式 都 有 效 
(大 十 Klip ae ee n—k-1 

四 ? 不 ， 当 tt 及 是 5.65) pR O 

时 ， 它 就 不 适用 ， 因 为 项 的 比值 fit+ I/U DRE AEA. A 


t(n.k) = A nk 
于 处 理 | ( 这 样 的 情形 它 也 失效 ， 因 为 另 一 个 项 的 比值 


tn + 有/t(n, 及 不 是 的 有 理 函数 . ETRO 
All, HS: z = n 来 处 理 它 . ) 对 于 相对 简单 的 形 如 tln, k) = 1/link + 1) 
求 和 项 它 也 失效 ， 尽 管 t(n,& + 1) /t(n, k) ) 和 tr (n+1,k) ) /t(n, k) ee ee n 和 下 的 
有 理 函 数 . 


“ 当 Littlewood 教授 使 用 代数 恒等式 时 ， 他 总 是 让 自己 避免 陷入 证 明 它 的 烦恼 中 . 他 坚持 
认为 : 一 个 恒等式 如 果 为 真 ， 那 么 任何 对 验证 足够 迟钝 的 人 都 只 需 花费 少许 笔墨 就 能 验 
证 它 . 在 下 面 几 页 里 ， 我 的 目的 是 驳斥 这 一 论断 . 

——F. J. Dyson!89! 









































但 是 Gosper-Zeilberger 算 法 确保 了 在 众多 情形 ， 即 只 要 求 和 项 tn, 局 是 所 
谓 的 正常 项 就 能 够 取得 成 功 . 所 谓 正 常 项 是 指 可 以 表示 成 





| (ayn + ay'k + a,")!---(apn+a,k+ay")! nk ee 
t(n,k) = f(n,k) ; 7 ; T w” (5.143) 
(bin +bi k +b)! (bgn 十 bg k+ bg )! 





形式 的 项 . 这 里 Sn 是 关于 nn 和 的 一 个 多 项 式 ， 系 数 

G0 92 5 Op, Op yb, by’, ~~ 5 是 指定 的 整数 常数 ， 参数 w 和 ;不 等 于 
零 ， 而 其 他 的 量 i atn :的 则 是 任意 的 复数 . ee 
只 要 tn, 是 一 个 正常 项 ， 就 存在 不 全 为 零 的 多 项 式 Aln) Fr) WR 
一 个 正常 项 Tln,&)， 使 得 


Bo(n)\t(n, k)+---4+3)(n)t(n4+l, k) = T(n,k+1)—T(n,k). (5.144) 








an t(n, k) 与 n 无 关 ， 会 怎样 ? 
下 面 的 证 明 归 功 于 Wilf 和 Zeilberger3 7 . 


设 N 是 使 增加 1 的 算 子 ，K 是 使 :增加 1 的 算 子 ， 举 例 来 说 ， 这 样 就 有 
N? K*t(n, k) = t(n +2, k+ 3) 我们 要 来 研究 关于 N、K 和 nn 的 线性 差分 算 
子 ， 也 就 是 形 如 


(N. K,n) = STP y(n) NK (5.145) 


i=0 1=0 


的 算 子 多 项 式 ， 其 中 9ij(W 是 关于 nn 的 多 项 式 .我们 发 现 的 第 一 个 事实 
Æ WMR tn, 刀 是 任何 一 个 正常 项 ， 且 HlN, 太 ,是 任何 一 个 线性 差分 
Bt, WBA AN, ,njtln, 捕 就 是 一 个 正常 项 .假设 t 和 和 万分 别 由 
(5.143) Fl (5.145) 给 出 ， 那 么 我 们 就 定义 了 一 个 基础 项 Chase 


term ) 





WE (aint+aiki+aillai <O0+aJla < 0] +a")! ng 
t(n, k)i, Aa 二 / / / 、 mn, W Z. 
[TI (bin + 67k + bil [bi > 0] + bf J[b; > 0] + b;”)! 





n— 2k vea ay. 

= 38 ( i ) = (n= 24)1/k(n — 34) cae 

Flan, WÈ tn kæ 8 么 与 次 数 为 [和 
7/ 的 线性 差分 算 子 对 应 的 基础 项 就 是 

t(n, kK); z = (n — 2k — 2J)!/(k + J){n — 3k + I)! see He. RÆO0<Si<SI 


HO<j<J, ai jln) NK t(n, kjip Eln, k)i HE PL— AEF n Fl KAZ 
Wisk. 多 项 式 的 一 个 有 限 和 式 是 一 个 多 项 式 ， 所 以 互 CNEKPJUA 有 所 
要 求 的 形式 (5.143) . 


只 要 tn 局 是 正常 项 ， 就 总 是 存在 一 个 非 零 的 线性 差分 
算 子 AN, Kin), 44 


H(N, K,n)t(n,k) = 0. 


ypo<i< IA O<j <J, MPR TN Ktn, kjatt tn k) 
以 一 个 关于 nn 和 的 多 项 式 ， 这 个 多 项 式 关于 变量 的 次 数 至 多 是 


Drs = deg( f) + |a |I + |ar| J +--+ + 
十 lbil1 十 by’ | J + rere E lb 


因此 ， 如 果 我 们 能 求解 出 关于 (+ (J + 1) a a (MY Prs + 1 个 齐 
次 线性 方程 ， 这 些 方程 的 系数 是 "的 多 项 式 ， 那 么 所 要 求 的 就 存在 . 
我 们 所 需要 做 的 就 是 选择 足够 大 的 7 和 J, ae (PAS 41> Der Fi. 
Pilon, PATER I = 24'+ IW RI = 2A+deg(f), Herp 








了 十 |ap'| J 
by 


ap 




















ba|: 
bg | 
证 明 的 最 后 一 步 是 从 方程 AN, Kn )t(n, k) = 0 过 渡 到 (5.144) 的 解 . 设 
选取 互 使 得 7 最 小 ， 使 得 HRT 天 有 可 能 的 最 小 次 数 . 对 某 
个 线性 差分 算 子 OWN, K n), AMAT UAE 


H(N, K,n) = H(N,1,n) — (K — 1)G(N, K.n). 


A= la|+ -+ ap +|b1| 十 … 十 











A = Jay’|+ ony a ap |+|b1 |+ “人 


这 里 的 技巧 在 于 将 HAKAT K 的 一 个 多 项 式 ， 然 后 用 全 十 1 代替 K. 


ut H(N,1,n) = Poln) + Bi(n)N +--+ + Bln) Ni 以 及 
T(n,k) = G(N, K,n)t(n,k), 那么 Tin, k) BA EMM, H (5.144) 成 
iL. 


证 明 几 乎 就 要 完成 了 ， 我 们 仍然 需要 检验 HUN, 1) SSE fal PAY 2 
Ts a Æ, MA Tn kR ER. MAREE Pln) 
By(n), 443 (oln) + iln) N) T(n, k) = 0. 但 要 是 那样 ， 


(Bln) + Ailn) N) GIN, En) 就 是 一 个 次 数 为 了 -1 的 非 去 线性 差分 算 子 ， 
它 使 得 ttn, 癌变 为 零 . 这 与 7 的 最 小 性 矛盾 ， 由 此 我 们 对 〈5.144) 的 证 
HITER T. 


一 旦 知道 了 (5.144) 对 某 个 正常 项 T 成 立 ， 我 们 就 能 确信 : Gosper 算 法 
将 会 成 功 地 求 出 TT (或 者 T 加 上 一 个 常数 ) . 尽管 我 们 只 对 单 变 量 上 的 
超 几 何 项 t) 的 情形 证 明了 Gosper 算 法 ， 但 是 我 们 的 证 明 可 以 推广 到 如 
下 两 个 变量 的 情形 : FELL TSR, TEE a(n WA rin k EE 
分 解 成 关于 的 多 项 式 时 ， 条 件 (5.118) 成 立 ， 而 且 对 于 这 样 的 复数 ， 
第 2 步 中 d 的 计算 与 Gosper 的 单 变量 算法 的 计算 吻合 . 对 所 有 这 样 的 mw， 
我 们 前 面 的 证 明 表 明 存 在 一 个 关于 大 的 合适 的 多 项 式 sm 局 ， 因 此 也 存 
在 关于 mn 和 大 的 一 个 合适 的 多 项 式 st k) EBA EH. 


我 们 已 经 证 明了 ， 对 某 个 /，Gosper-Zeilberger 算 法 将 求 得 (5.144) 的 一 
个 解 ， 其 中 /[ 尽 可 能 地 小 .这 个 解 给 出 一 个 关于 nn 的 递归 式 ， 它 可 以 用 

来 计算 任何 正常 项 tn, 多 对 求 和 的 和 式 ， 只 要 tln, OA PR eS KS 
TTE. 当然 ，n 和 的 角色 可 以 颠倒 过 来 ， 因 为 “5.143〉 中 关于 正常 
项 的 定义 是 关于 nn 和 对称 的 . 


习题 98 一 108 提 供 了 Gosper-Zeilberger 算 法 的 其 他 例子 ， 它 们 描述 了 这 一 
算法 的 多 种 用 途 . Wilf 和 ZeilbergerB 人 将 这 些 结果 加 以 极 大 扩展 ， 使 之 
成 为 处 理 广义 二 项 式 系 数 以 及 多 重 求 和 指标 的 方法 . 





习题 


热身 题 
1 EZD? 对 一 个 知道 二 项 式 系数 的 人 来 说 ， 为 什么 这 个 数 容易 计 
上 


2 OO mC ce re 
3 证 明 六 边 形 性 质 


E (eta) Ce) = (a) ie 
4 ”通过 反 转 上 指标 〈 实 际 上 是 将 负 的 上 指标 改变 为 正 的 值 ) 来 计算 
(E) 
5 ee, cece eee 
earner 
6 ”通过 正确 应 用 对 称 性 来 对 5.2 节 中 问题 6 的 推导 进行 修正 . 
这 是 一 个 搞 错 了 的 恒等式 的 例子 . 
7 当 上 <0 时 ，(5.34) 仍然 为 真 吗 ? 
8 计算 








> (p) Da wn) 


k 





= n JEER PAS Me TA? 提示 : 对 某 个 函数 六， 该 和 式 


等 于 A"f(0). 
9 证 明 (5.58〉 中 的 广义 指数 级 数 服 从 规则 


Elz) = E(tz)/!, +40, 


æ 








这 里 E)E El. 
10 iE 2 (mU — 2) + =) /2 是 超 几何 函数 
11 将 两 个 函数 
J3 .9 ST 
sinz = z— —+- 一 二 
3! 5! T! 
' 1x 23 1x3x2? 1x3x5x2" 
arcsin 2 = 2+ -> + = eee 
2x3 2x4x5 2x4x6x7 


用 超 儿 何 级 数 的 项 表示 出 来 . 


12 下 面 £ 的 函数 中 ， 哪 些 是 5.7 节 中 所 定义 的 超 几 何 项 ? 说 明 是 或 者 非 
的 理由 . 
anë. 


bk”. 


C (k! Se (k 十 1)!) /2 


wa eee 
e ) 
FUA)T(K), Ep cA 了 是 超 几 何 项 . 


GH EMT 并 不 一 定 有 (5.120) 中 那样 的 关系 . ) 
gtlk)+T(k), Eh Al TELAT. 














hink), FEP 是 超 几何 项 . 

jat(k) + bt(k+1)+ct(k+2), Ep HJA. 
j [A /2| . 

k klk > 0]. 


基础 题 


13 ” 找 出 习题 4.55 的 超 阶乘 函数 la emeas 
TT" zk R, = : k , 

Qn = M yy eager = Leo kiaz. 

14 在 范 德 蒙 德 卷 积 (5.22) 中 用 反 转 上 指标 的 方法 证 明 恒 等 式 
(5.25) . 然后 指出 ， 另 一 个 反 转 得 到 (5.26). 


n 4 a\k 
(=i) 加 
15 的 等 于 多 少 ? 提示 : 见 (5.29) . 


16 计算 和 式 
2a 2b Ic í 
(2) (2) ENES 
k 
其 中 a. b,c 为 非 负 整数 . 


17 ho Oe ee hee, 
18” 找 出 乘积 


与 (5.35〉 类 似 的 男 一 种 形式 . 


19 WEH: (5.58) 中 的 广义 二 项 级 数 服 从 规则 
Bi(z) = By(-z)! 


20 Æ (5.76) HA FERREE m HAA 








ak „k 

a a4,°** ,Um a Lm ps 
G l 1 之 一 r 
了 1 ,On k>0 ae: k! 


定义 广义 降 噪 几何 级 数 (bloopergeometric series) .解释 GG FF 有 何 关 


ZIN e 


21 证 明 : 当 z=m 是 正 整数 时 ，“(5.83) 的 极限 是 1/m™I， 以 此 来 证 明 
欧 拉 对 阶乘 的 定义 与 通 第 的 定义 一 致 . 


22 利用 (5.83) 证 明 阶 乘 加 倍 公 式 (factorial duplication formula) : 


=) 
rit c—— jf! = (27)! | —- Jt/2™. 
2 | 2) 


fn 





9 E Vv 
顺便 指 册 有、 “ 


23 =n,1;;1) 的 值 是 什么 ? 





24 用 超 几 何 级 数 求 De B is o le 








25 证 明 
\ a1,82,°°* ,dm = ai + 1.a2. , Am Pa Vee a1,82,°°* dm a 
tay bi) F Perai nle) a ,bn z) ar (e ,bn | 
求 超 几何 级 数 
F al;Q2;03 , am| F al 十 1 a2.43.*-- dm 
bi. .bn ; bi. ` Da ig ; 以 及 











F a1, a2 + 1l, a3, ++- ,dm A 
bi. .bn 


之 间 的 类 似 关 系 . 


26 将 公式 





F fa e a = —14G(z) 
中 的 函数 G13) 表示 成 一 个 超 几 何 级 数 的 倍数 . 
27 证 明 


a1. a TA ee , Am. An gl 2a1,°°* , 2am, 
ety bn m eae rene at (Geek 
28 应 用 普法 夫 的 反射 定律 (5.101) 两 次 ， 证 明 欧 拉 恒 等 式 ; 


F 的 z) _(1— 2) br (‘ —a,c—b z) 
C G 


29 证 明 : 合流 超 几 何 级 数 满足 


al YY. b—a 
(jel 


30 “什么 样 的 超 几 何 级 数 F 满 足 F (e) + F(2) = 1/0 -— 2)? 
31 证 明 : 如果 f(A) 是 任何 一 个 可 用 超 几何 项 求 和 的 函数 ， 那 么 /本身 
就 是 一 个 超 几何 项 例如， 和 如果 


> F(R)k = CF (At, +++ An Bp , Bus Zk+ ， 那 么 就 存在 常数 
ai ,am;b1,… ,bn 和 z， 使 得 f(k) 是 (5.115) 的 倍数 . 























32 用 Gosper 方 法 求 ` kok. 
33 ”利用 Gosper 方 法 求 >》 dk/(k? — 1). 
34 “证明 ， 部 分 超 几何 和 式 总 可 以 表示 成 通常 的 超 几何 级 数 的 极限 : 





X F al, *** dm 
izi bı. Poe Si bn 








l —C,a1,°°* .a 
z = lim F rA 
k = 一 = c. by. a Des 


这 里 c 是 一 个 非 负 整数 ( 见 (5.115) ) . 利用 这 个 思想 来 计算 
n \ 大 

ae 4 uy l 

作业 题 


n gk-n 
35 ”如 果 没 有 上 下 文 ， 记 号 dake C: 是 含混 不 清 的 . 在 下 列 情况 
Pit: 


a 将 它 视 为 关于 的 和 式 ; 
b 将 它 视 为 关于 nn 的 和 式 . 


mn 


36 TETN m ae 其 中 汉 和 nn 是 非 负 整 数 . 
证 明 : 是 在 P 进 制 系统 中 将 汉 加 到 n 上 时 所 产生 的 进位 的 个 数 . 提 
示 : 习题 4.24 对 这 个 问题 有 帮助 . 
37 证 明 对 阶乘 需 有 一 个 与 二 项 式 定理 类 似 的 结果 成 立 . 也 就 是 说 ， 证 
明 恒 等 式 
ayes: H ryn, 
对 所 有 的 非 负 整数 "成立 . 
38 WEH: 所 有 的 非 负 整数 ”都 可 以 用 唯一 的 方式 表示 成 





a 9 ( 
n= + ‘ + ` 
( ( 3/， 其 中 和 cy bM c 是 满足 0< a <b < c 的 整数 . 
(这 称 为 组 合 数 系 (combinatorial number system) . ) 


39 证 明 : Mery =ar + by, WARNA n > OMA 
n D9 1 
gry” = ` a 3 i ‘) (az hn - Kk 4 a” -k pryk) 


k=1 


对 更 加 一 般 的 乘积 2"V 求 一 个 类 似 的 公式 ，〔 例 如 ， 当 7 了 = 1/(> 一 9 以 
及 y=1/(z 一 时， 这些 公式 给 出 有 用 的 部 分 分 式 展开 ) 


40 RH 


3 (—1)™ ( 
j=l Zr 


的 封闭 形式 . 


(7 十 rk om i | 
1 me , wey min 20 


oe ae l L, (p) Avent 1 +h 
4 当 n 是 一 个 非 负 整 数 时 ， 计 算 


42 aa (0 (:) )o 并 利用 它 在 0< m < nn 时 将 和 式 


m 9:/ 人 
/表示 成 封闭 形式 . 





r k 
43 证 明 三 重 二 项 恒等式 (5.28). 提示 : 首先 用 人 8 
r+k 


代替 (" +n 
44 给 定 整数 普 > a > 0 以 及 > 2 > 0， 利 用 恒等式 〈5.32) 求 出 二 重 和 


式 
(TY + 3 (o) 后 (" +n—j- ‘) 
a Aa AUN mai 


以 及 


Eo) G) ) O/C) 
的 封闭 形式 . 


2k —k 
4 
45 RH done 四 的 封闭 形式 . 


46 当 n 是 下 整数 时 ， 将 下 列 和 式 计算 成 封闭 形式 : 
3 2k —-1\ f4n—2k—1 jay 
k 2n 一 大 (2k — 1)(4n — 2k — 1) 


k 





提示 : 生成 函数 再 次 获得 成 功 . 


47 和 式 
y & + 7 (" — rk — `) 
k n—k 
k 


是 关于 r 和 s 的 一 个 多 项 式 . 证 明 它 与 s 无 关 . 


n n 十 ") gk = gn 
48 恒等式 > ( n 可 以 和 公式 
D (" + ") ee i ee) hee 
k20 n 


组 合 起 来 得 到 


D n+ k D-K _ gn 
n ~ oe 


k>n 
后 面 这 个 恒等式 的 超 儿 何 形式 是 什么 ? 
49 利用 超 几何 方法 计算 


kIT I 二 nn 一 大 y 
2D C n—k lo; 


50 HERA AERA 2" TY RBI OR UE BAEK SN EB 








(5.101) . 
51 (5.104) 的 推导 过 程 表 明 


l —1/2 
lm. ,oF (—m, —2m — 1+ ¢: —2m-+.;2) = i/( j ) l 
m 


在 这 个 习题 里 我 们 将 看 到 ， 对 于 退化 的 超 几 何 级 数 
=m, 一 2m 一 1; 一 2m;2)， 稍 微 不 同 的 极限 过 程 会 导致 完全 不 同 的 答 


a 用 普法 夫 反 射 定 律 证 明 对 所 有 整数 闪 > 0 有 恒等式 
F(a, —2m — 1: 2a; 2) = 0, 
由 此 证 明 lim.oF(—m + €,-2m — 1; —2m + 2g; 2) = 0. 


b lim: of (—m + 6, —2m 一 二 一 277 + £; 2) 等 于 什么 ? 





52 证明: 如果 NN 是 非 负 整数 ， 则 有 


a en ate gee eo 
_l 

53 ”如 果 我 们 在 高 斯 恒等式 (5.110) pE’ 2 以 及 z = 1， 左 边 就 化 

为 -1， 而 右边 就 变 成 HZ 这 并 不 能 证 明 -1=+1? 

54 WHH (5.112) 的 右边 是 如 何 得 到 的 . 


on a ees > 0 超 儿 何 项 长 一 下 (al „am; bi, ni >) Fil 
(Ar , Am; DB BN; Z Hs eer) ))， 证 明 


2 oe -n= M-N. 
3 的 
56 利用 Gosper 方 法 对 
大 十 1| | 大 十 2 
Sia 


2 用 是 二 个 他， 


57 ”给 定 n 和 :， 利 用 Gosper 方 法 求 一 个 常数 9， 使 得 








ok 
Vie eae es 








是 可 以 用 超 几 何 项 求 和 的 . 
58 WR mM nÆ E O Sm snip, i 


2 k l 
Tmn = > (*) n—k 


O<k<n 





A Imag tm-1.n-! 之 间 的 一 个 关系 ， 然 后 应 用 求 和 因子 法 来 求解 递归 
I\. 


考试 题 
59 4“ ml nÆ IER, RH 


2 Ea ) 
的 封闭 形式 . 


60 ” 当 汉 和 nn 两 者 都 很 大 时 ， 利 用 斯 特 林 近似 (4.23) PETR | ) 
当 m =n 时 ， 你 的 公式 转化 成 了 什么 ? 
61 WH: 当 P 为 素数 时 ， 对 所 有 的 非 负 整 数 区 和 nn 有 
m\ _ |n/p| n mod p ETE, 
(2) 和 a (" mod r) \ ip). 


! nod p? 
62 (kit PETRA mM næ ERA, Prat i 的 值 . 提 
示 : 你 或 许 希 望 应 用 范 德 蒙 德 卷 积 的 如 下 推广 : 


> Bd 72 ee rm = Fi T TIT- -F Trn 
kı ko Kii E n ` 
ky +ko+---+k,, =n 


63 ”给 定 整 数 7>0， 求 出 


的 封闭 形式 . 





- 网 J|: 一 :| 
64 ARH n>0, wea E 5 
65 证 明 


F*Kk+1)l=n. 
ae (k +1)! 
66 ”计算 作为 mi RŽ “Harry — EMR” 
e A N S A E 
2 ( = [vk =) (2) 2) HA m > 0. 
(对 J 与 上 两 者 求 和 . ) 


67 求 出 
‘ 2n 一 大 
人) aeo 
的 封闭 形式 . 
68 求 出 


n ns . 
z a min(k,n — k) 
k \ , Hn > 0 


的 封闭 形式 . 


69 求 出 作为 mw 和 nn 的 函数 


ki + +km =n 
的 封闭 形式 . 
70 eH 
n 2k —] i 
2 的 (a) ( 2 ) , BH n> 0 
的 封闭 形式 . 
71 设 


(z) = a,z* / 
FLA mA nÆ REM, Mi “ee 2 0“” 是 序列 (a0;41,42,…”) 的 生 
成 函数 . 
a 将 生成 函数 O nzo So" 用 4(z) 表 示 出 . 
b 利用 这 一 技术 求解 5.2 节 中 的 问题 7. 
72 证明: WRM m, nfi kE H n>, 


mjn 2k—v(k) 
n (k) 
k 


是 一 个 整数 ， 其 中 vk) kA ER NL. 
73 ”利用 成 套 方 法 求解 递归 式 


Xo =Q, Xi = B, 
Xn = (n—1)(Xp_-14+ Xpn_-2), n> 1. 


提示 : n! 和 这 两 者 者 满足 此 递归 式 . 


74 ”这 个 问题 涉及 帕斯卡 三 角形 的 一 种 非 正 常 形式 ， 其 边 上 的 数 由 
1,2,3,4,…. 组 成 ， 而 不 是 全 由 1 组 成 ， 尽 管 里 面 的 数 仍 然 满 足 加 法 公式 : 


1 
2 2 
3 4 3 
4 7 7 4 
5 11 14 11 5 


如 果 () ee n 行 中 的 第 个 数 OL <k <n) ， 我 们 就 有 
")) E a Axtl<k<n® 


(( 
7 (@ )) (G : )) a) ae 


以 及 量 [273j 和 | 273 芝 间 的 关系 . 
76 at n.k > 0 求解 如 下 的 递归 式 ， 
Ono =l; QO.k = [k = 0] ; 


: - À n _ 
Qn,k = Qn-1,k + Qn-1,k-1 + C) > n,k >0. 


77 WR m>1, A 


x AL) 


O<k, n 1<j<m 
的 值 是 什么 ? 
78 假设 只 是 一 个 正 整数 ， 求 出 
(2k +1) mod (2m +1) 


k=0 
的 封闭 形式 . 


79 


me A a res errer 
提示 : 考虑 这 个 数 的 和 式 . 


p eg. (0) Go 


L(n) = lem(1, 2,--- n). 


n 
Camara DnD, See 


< (en/k) +f 


~ 


80 
容易 知道 . 


81 mRo<-e<18 0<r<l, JWR lm, n EE m < nhiem 
数 ， 证 明 不 等 式 
TE l WA OY. k 
(—1) El) Ce > 0. 


提示 : 考虑 关于 取 导 数 . 
附加 题 




















82 证 明 由 斯 卡 三 角形 有 一 个 比 在 正文 中 提 及 的 更 加 惊人 的 六 边 形 性 
i: MRO<k<n, WMA 


an ES) (ea ee 


例如 ， gcd(56,36,210) = gcd(28, 120, 126) = 2. 





83 证 明 惊 人 的 五 参数 二 重 和 式 恒 等 式 (5.32) . 


84 证 明 : 第 二 对 卷 积 公式 (5.61) 可 由 第 一 对 公式 (5.60) 得 出 . 提 
示 : 关于 :微分 . 


85 证 明 


ET ERRET ED, eae Pe 
eee jin > ( 1 - m = (—1)”n!— ; 
n n 
m=1 1<k) <k2<---<kms 


m&n 


(左边 是 2" 一 1 项 之 和 . ) 提示 : 更 多 的 结论 为 真 . 
86 a: ,a 是非 负 整 数 ，Clal,…… ,an ) 是 在 把 n(n — 1]) 个 因子 














We 


a 证明 C(Q1,… ,an) 等 于 (5.31) 的 左边 . 
b 证 明 : 如 果 Aa. ERAN, BABU 


n 








c 用 f(0) 乘 以 原来 的 n(n -个 因子 的 乘积 ， 由 此 推出 Cla ,an) 等 
F 


C(ai —1,a9,--- an) + C(ai, ao —1,--- an) +---+ C(ai, az, an —1). 


〈 这 个 递归 式 定 义 了 多 项 式 系数 ， 所 以 Ca an) MEET (5.31) 
的 右边 . ) 


87 E mÆ -NERA HSS 


y (" 一 _mk 
k y 


k<n/m 


em/m 证 明 


> / yni 27+1._ 72 274+1_\1/m\n+1 
B_m({z™) (S f 2Bi41/m(¢ 7 z) ial ts 


~ (14 m)B_m(z™) —m — (m+ 1)Bryi/m(C2t!z)-! — 1 


Os jm 


CE m = 1 的 特殊 情形 下 ， 这 转化 为 (5.74) . ) 
88” 证 明 : 对 所 有 大 > 1， (5.47) 中 sk 的 系数 等 于 


ro eee \k-1dt 
o f IE 
Jo t 





Wat [|< 1/(# — 1) 
89 证明: wR il< bla ls |e +4), 则 (5.19) 有 一 个 无 限 的 对 应 形 


让 
> 国 i r) DD 全 (—2)¥(a + yy" 
k>m : k>m ; » mM 是 整数 。 


将 这 个 恒等式 关于 y 微 分 mn" 次， 并 将 它 用 超 几 何 的 项 表示 出 来 ， 你 得 到 
HARK? 


90 ”5.2 市 中 的 问题 1 在 r 和 s 是 满足 s>7>0 的 整数 时 考虑 了 





a 


91 通过 证 明 它 的 两 边 满足 同样 的 微分 方程 来 证 明 Whipple 恒 等 式 
La, la + L l+a—b-—c| 一 4z ia a, b,c 
p? EE EN eT, a) RAR a: ay 
92 ”证明 克 劳 森 乘 积 恒 等 式 
a.b 2a.a+b,2b 
heen :) = ee a 
1 1 Ne S 1 
+a, 3 +b 3—4,3 b|, Hae hehe a+b 
ee Dr rm i eae 
当 这 些 公 式 两 边 2" 的 系数 相等 时 会 得 到 什么 恒等式 ? 
93 证明: 不 定 的 和 式 


(I veo Jro) a 


j=1 











l 




















2). 





对 给 定 的 任何 函数 1 和 任何 常数 & A OA — 4 EE id FBZ ZK 


a —a ok. 

94 RE 
95 癌 〈5.118) 中 添加 什么 样 的 条 件 会 使 得 〈5.117) 中 的 多 项 式 忆 4 
、 工 唯一 确定 ? 
96 证 明 : 给 定 一 个 超 几 何 项 )， 如 果 Gosper 算 法 没有 发 现 (5.120) 
的 解 ， 那 么 更 一 般 的 方程 

tik) = (Bk +1) + <*> + Tah t1) — (Tilk) + -+ Tn (k)) 
也 没有 解 ， 其 中 五 (有 ,… Tmk) EBSA. 


k 


的 求 所 有 的 复数 wa La 十 产 二 0 是 可 以 用 超 几 何 项 求 和 


二 i ED 
98 HFA Dun 的 | Gosper-Zeilberger 方 法 给 出 什么 样 的 递归 
式 ? 


99 假设 "是 一 个 非 负 整 数 , 当 

t((n,k) =(n+at+b+ct+ky)'/(n+k)"e+k)"(b—k)'a 一 ke) Ve lEpp ， 利用 
Gosper-Zeilberger 方 法 求 出 2 (Cn, Ee set Pa FES 

100 RHM 





3 (") 
的 递归 关系 ， 并 用 这 个 递归 关系 求 出 5 的 男 一 个 公式 . 
101 求 由 下 列 和 式 所 满足 的 递归 关系 


E E m n 3 
mnt) 一 > (7) (x) zE. 
a k i ' 


102 ”利用 Gosper-Zeilberger 程 序 来 推广 “无 用 的 ”恒等式 (5.113) : Ka 
~ OAL :的 附加 的 值 ， 使 得 


DEE) 


有 简单 的 封闭 形式 . 
最 好 用 计算 机 代数 解 这 个 习题 (以 及 下 面 几 题 ). 





103 i (nk) IER (5.143) . 当 将 Gosper 和 Zeilberger 的 方法 应 用 
于 t(n,k) = So(n)t(n,k) +--+ + B(njttn +l kp, Pin, k), a(n, k) PLR 
"(nh) 关 于 变量 的 次 数 是 什么 ? (忽略 罕见 的 例外 情形 .) 


104 ”利用 Gosper-Zeilberger 方 法 来 验证 值得 关注 的 恒等式 


2-1 r—s—k — 2k 
k wk — E r—2n+1 


说 明 为 什么 对 这 个 和 式 没 有 找到 最 简单 的 递归 式 . 
105 证明: WER w= eet, RRA 


3 3n 7 im _ 4n 
kim] ~ ~ Ann. 2n È eer 
k+l+m=3n ; 整数 n = 0. 


106 通过 设 tr. J KERRAT ARERR, ATH EE BB 
T(r, j k)i U(r, j k), 44 


t(r+1,j,k)—t(r, j,k) = T(r, j+1,k)—-T(r,j,k)+U(r,j,k+1)—U(r, j,k), 
由 此 来 证 明 惊 人 的 恒等式 (5.32). 
107 EHH 1/(nk + 1) REEK. 


108 证 明 : (5.141) 中 的 Apkry 数 Anje H 


m\* (m 2m+n—j—k 
Ann = T (" ) ( k f 6 Im ) 
JK 


a nae 4 实际 上 ， 要 证 明 这 个 矩阵 是 对 称 
Js H 


mm 十 nn 一 大 m-+n— 2k a m n m+k n-+k 
eg OET) 


109 证 明 : 对 所 有 系数 PARA > 0, ApéryBl (5.141) 满足 


An 三 Ajn/p|An mod p (mod p). 





研究 题 


—1)" (mod (2n + 1)) 
? 


110 A 


2n 


111 eee eens 根据 习题 36， 


2n 


不 整除 、” J 奇 素数 是 在 "的 P 进 制 表 示 中 所 有 数字 都 不 超过 

(一 了 /2 的 那些 奇 素数 ， 计 算 机 实验 已 经 表明 ， 除 了 4(3160) = 13 之 外 ， 
对 1 三 n <10I000 有 qz) < 11. 

a 对 所 有 > 3160 是 否 有 4(7) < 11? 

b 是 否 对 无 穷 多 个 n 有 4(7) = 11? 


对 于 解 出 a 或 者 b 的 人 提供 7 x 11 x 13 美 元 奖金 . 











2n 


112 对 除了 n= 64 以 及 n= 256 之 外 所 有 的 > 4, ( n 人 
9 整除 吗 ? 

113 如果 tin + 1, k)/t(n, 上 和 i(n,k + 1) /t(n, k) n 和 上 的 有 理 函 数 ， 且 存 
在 非 零 的 线性 差分 算 子 HIN. K.n ), 使 得 H(N, K,n)t(n,k) = 0, 由 此 是 
否 能 推出 tlin, 局 是 一 个 正常 项 ? 


114 设 m 是 一 个 正 整 数 ， 并 用 递归 式 


n\ (n+k\™ n n+k\ (m) 
© (i) () EG) Ce) 


定义 序列 Cn SE" 是 整数 吗 ? 


6 特殊 的 数 SPECIAL 
NUMBERS 


数学 中 经 第 出 现 某 些 数列 ， 我 们 马上 就 会 认识 它们 并 赋予 它们 特殊 的 名 
称 . 例如 ， 每 个 学 过 算术 的 人 都 知道 平方 数 数列 和 93,10,… 我 们 在 第 
1 章 里 遇 到 了 三 角 数 (1,3,6,10,…)， 在 第 4 章 研究 了 素数 (2,3,5,7,…-)， 在 
第 5 章 简略 地 讨论 了 卡 塔 兰 数 (1,2,5,14,…). 








本 章 我 们 要 研究 其 他 几 个 重要 的 数列 .首先 要 讨论 的 是 斯 特 林 数 (i | 和 





站， 以 及 欧 拉 数 \/ ， 这 些 数 构成 了 与 帕斯卡 三 角形 中 二 项 式 系数 \ 
类 似 的 三 角 型 系数 . 此 后 我 们 要 仔细 研究 调和 数 Hn 以 及 伯 努 利 数 Bn, 
这 些 数 与 其 他 数列 不 同 ， 因 为 它们 是 分 数 ， 而 不 是 整数 ， 最后， 我 们 要 
审视 令 人 着 迷 的 辈 波 那 契 数 亚 及 其 东 些 重要 推广 . 


6.1 斯 特 林 数 STIRLING NUMBERS 


我 们 首先 研究 与 二 项 式 系 数 密切 相关 的 斯 特 林 数 ， 它 们 因 和 詹姆斯 :斯 特 
林 (1692—1770) 而 得 名 . 这 些 数 有 两 种 风格 ， 习 惯 上 使 用 朴实 无 华 的 
名 称 :“ 第 一 类 斯 特 林 数 ?和 ?第 二 类 斯 特 林 数 ”尽管 它们 有 值得 一 提 的 
历史 和 众多 的 应 用 ， 但 是 仍然 缺少 标准 的 记号 . 仿照 Jovan Karamata 的 
做 法 ， et eres eee ee 这 
些 符 号 明显 要 比 人 们 尝试 使 用 的 许多 其 他 记号 更 加 方便 适用 . 


“用 这 个 记号 ， 公 式 变 得 更 加 对 称 . ” 
[199] 








—J. Karamata 
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n 
17,6,1* 的 问题 有 可 能 与 tj 有关， 涉及 = 6,11;6,1* 的 问题 有 可 能 与 


人 
是 当 n = 4 时 出 现 的 标志 性 序列 . 


表 6-1 关于 子 集 的 斯 特 林 三 角形 
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第 二 类 斯 特 林 数 要 比 其 他 各 类 数 出 现 得 更 为 频繁 ， 所 以 我 们 首先 考虑 第 
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二 类 斯 特 林 数 .符号 E RRENA ER BE RR IEE 
子 集 的 方法 数 . 例如 ， 将 一 个 有 4 个 元 素 的 集合 分 成 两 部 分 有 7 种 方法 : 


《斯 特 林 在 他 自己 的 书 B43 中 也 首先 对 此 进行 了 考虑 ) 














3 2 
,2}U {3,4}, {1,3}U {2,4}, {1,4} U {2,3}: (6.1) 


4 7 n 
从 而 {2 “注意 ， 花 括号 用 来 表示 集合 ， E i 这 种 记 
人 t AY EIE nT Ek”: 
我 们 来 观察 小 的 大 恰 有 一 种 方法 将 n 个 元 素 分 成 一 个 单独 的 非 空子 集 ， 


n 0) 
Sema noow US Bw", Bye HES 


H py 
FET. 


k = 0 的 情形 有 一 后 微妙 .如 果 我 们 认可 只 有 一 种 方法 把 一 个 空 集 分 成 





0 

A 
零 个 非 空 的 部 分 ， 那 么 事情 束 能 圆满 地 解决 ， 从 而 tof 但 E> m= 

AA | 
非 空 集合 至 少 需要 分 成 一 个 部 分 ， 故 对 所 有 n> 0 VP 

| a 

k= 2 时 会 怎样 呢 ? FHA |? 如 果 一 个 有 n = 0 个 元 素 的 集合 被 分 
成 两 个 非 空 的 部 分 ， 其 中 一 部 分 包含 最 后 一 个 元 素 以 及 前 n 一 1 个 元 素 
的 某 个 子 集 . 有 2"! 种 方式 选择 那个 子 集 ， 因 为 前 n 一 1 个 元 素 中 的 每 一 
个 要 么 在 它 当 中 ， 要 么 在 它 之 外 . 但 是 我 们 不 能 把 那些 元 素 全 部 放 入 其 
中 ， 因 为 我 们 想 要 划分 出 两 个 非 空 的 部 分 ， 于 是 我 们 减 去 1: 


{3} 0 p 整数 n > 0. (6.2) 


! 


e ey a 
eee 种 方式 相 吻合 . ) 


E 
: 给 定 一 个 有 n> 0 个 元 素 的 集合 ， 要 把 它 分 成 上 个 非 空 的 部 分 ， 我 们 或 
n=] 

者 将 最 后 的 元 素 单 独 放 入 一 类 〈 用 E- ast), RAEE Sat 

n—1l 
n 一 1 个 元 素 的 某 个 非 空子 集 放 在 一 起 ， 在 后 一 种 情形 下 ， 有 E 

ry 

种 可 能 性 ， 因 为 把 前 n 一 1 个 元 素 分 成 个 非 空 部 分 的 【 /种 方式 的 
每 一 种 都 给 出 上 个子 集 ， 它 们 都 能 与 第 个 元 素 合 并 在 一 起 ， 从 而 


r T ee 区 


这 是 生成 表 6-1 的 法 则 .去掉 因子 上 惑 会 转化 成 加 法 公式 (5.8), EE 
成 了 帕斯卡 三 角形 . 


表 6-2 关于 轮换 的 斯 特 林 三 角形 











eh 40320 |109584 |118124 |67284 |22449 |4536 


现在 ， 来 讨论 第 一 类 斯 特 林 数 . 这 些 数 与 第 二 类 斯 特 林 数 有 点 像 ， 但 是 
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计算 的 是 将 n 个 元 素 排 成 k 个 轮换 (cycle》 ， 而 不 是 人 个 子 集 的 方法 


n 


数 ， 我 们 将 ERRE" mn 轮 换 k”. 
轮换 是 环形 排列 ， 如 同 在 第 4 章 里 考虑 过 的 项 链 . 轮换 


A 
CN 
D B 
Sez 
可 以 更 紧凑 地 写成 44 B.C DP， 我 们 把 它 理解 为 
[4, B,C, D] = [B,C, D, A] = [C, D, A, B] = [D, A, B,C}. 


一 个 轮换 是 “环绕 "的 ， 因 为 它 的 终点 与 起 点 相连 接 . 另 一 方面 ， 轮 换 
[4, B,C, D] 5th |A, B, D, Cla |D, C, B, 4 是 不 一 样 的 . 

有 11 种 不 同 的 方式 对 4 个 元 素 做 出 两 个 轮换 : 

(1,2, 3][4], [1,2, 
(1,3, 2][4], [1, 4, 2][3 | 

(1, 2][3, 4], [1,3][2,4], [1,4][2, 3]: (6.4) 








“有 69 种 方式 构造 部 落 民歌 ， 而 其 中 每 一 种 单独 的 方式 都 是 正确 的 . ” 
— Rudyard Kipling 








fj- 


单个 元 素 轮换 “〈 也 就 是 只 有 一 个 元 素 的 轮换 ) 本 质 上 与 单元 素 集 ( 仪 有 
一 个 元 素 的 集合 ) 是 相同 的 . 类 似 地 ，2 轮 换 与 2 集合 相同 ， 因 为 有 
A,B) = [B.A], pean i4 B} = 1B. AS 但 是 有 两 个 不 同 的 3 轮换 A B,C] 和 
4. C 〇 本 注意 ， 通 过 对 每 一 个 3 元 素 集 合 做 出 两 个 轮换 的 方法 ， 可 以 从 
(6.1) 中 的 7 对 集合 得 出 6.4) 中 的 11 对 轮换 . 


一 般 来 说 ， 只 要 只 > 0, n/n = (n 一 1 个 不 同 的 n 轮换 可 以 从 任何 一 个 
有 nn 个 元 素 的 集合 得 出 . (有 nn! 个 排列 ， 每 一 个 nn 轮换 与 它们 中 的 n 个 
相对 应 ， 因 为 其 中 的 任何 一 个 元 素 都 可 以 排列 在 首位 . ) 于 是 我 们 就 有 





n \ 
=(n—1)! 
k  , RAE n > 0. (6.5) 


n = 
这 要 比 我 们 对 斯 特 林子 集 数 所 得 到 的 值 | ' 大 得 多 . 事实 上 容易 看 
出 ， 轮 换 数 必定 至 少 与 子 集 数 一 样 大 ， 


n| jJn 
5 a HEH n, k > 0, (6.6) 


因为 分 成 非 空 子 集 的 每 个 划分 至 少 引出 轮换 的 一 种 安排 . 


当 所 有 的 轮换 都 必定 是 单元 素 或 者 双 元 素 时 ，《〈6.6) 中 的 等 号 成立， 
T 4k = mn 和 上 = 了 一 ] 时 这 就 会 发 
， 因 上 








事实 上 ， 容 易 看 出 


J-e eO e 


(将 nn 个 元 素 放 进 n — 1 个 轮换 或 者 子 集 的 方法 数 ， 是 在 同一 个 轮换 或 者 
ial) eer ee eee 

子 集中 选取 两 个 元 素 的 方法 数 ，) 三 角形 数 \? 明显 地 出 

现在 表 6-1 和 表 6-2 之 中 . 


n n 


可 以 通过 修改 用 于 t eee ee qi aT JU DUE kT 
n — 1 
轮换 的 每 一 种 安排 ， 要 么 将 最 后 的 元 素 放 进 它 自身 的 轮换 中 A lE! 
n— |] 
种 方式 ) ， 要 么 把 最 后 的 元 素 放 进 前 n 一 1 个 元 素 分 成 的 | “ J 个 轮换 
中 的 一 个 .在 后 一 种 情形 ， 有 n 一 1 种 不 同 的 方式 这 样 做 .这 要 动 一 
点 脑筋 .不 过 ， 验 证 恰 有 ;7 种 方式 把 一 个 新 元 素 放 进 7 轮换 中 以 便 做 成 
一 个 由 二 1 轮换 是 很 容易 的 . 例如 ， 当 7 二 3， 放 入 一 个 新 的 元 素 D 
时 ， 轮 换 lA. B. CJE 


[A, B,C, D]，[4, B,D,O] 或 者 [4, D, B,C], 


且 没 有 其 他 的 可 能 性 . 对 所 有 的 了 求 和 就 给 出 交 - 1 种 方式 把 第 "个 元 素 
帮 进 n 一 1 个 元 素 分 解 所 得 的 轮换 中 . ) 这 样 一 来 ， 所 要 求 的 递归 式 就 
KE 


n | 、|n 一 1 n — 1l 
= (n— l1) + \ 
4 人 (6.8) 


类 似 地 ， 这 是 生成 表 6-2 的 加 法 公式 . 


比较 (6.8) 和 (6.3) 可 知 ， 在 斯 特 林 轮换 数 的 情形 中 ， 右 边 的 第 一 项 
是 乘 以 它 上 面 的 指标 n 一 1， 而 在 斯 特 林 子 集 数 的 情形 中 则 是 乘 以 下 面 
有 n ğ n 

dete k TÆ AIANEI, RITTAA Fag UJ ire 
的 项 来 完成 < 吸收 ”. 
每 一 个 排列 都 与 一 个 轮换 的 集合 等 价 ， 例 如 将 123456789 变 成 384729156 
的 排列 .我 们 可 以 很 方便 地 将 它们 表示 成 两 行 

123456789 

384729156. 
这 表明 1 变 成 3，2 变 成 8， 等 等 . 由 于 1 变 成 3，3 变 成 4，4 变 成 7，7 又 变 
成 元 素 1， 这 就 是 轮换 由 3,4 中 这 个 排列 中 的 另 一 个 轮换 是 忆 3 5 相 还 有 
一 个 是 j6;9. 于 是 排列 384729156 等 价 于 轮换 安排 


(1, 3, 4, 7][2, 8, 5][6, 9}. 








如 果 我 们 有 {1,2,… REARS mT "mn， 那 么 每 一 个 元 素 在 唯一 
的 轮换 中 . 因为 如 果 从 mo = MFP RR, IME M = Tmo M= im, 我们 








最 后 必定 回 到 me = mo 《这些 数 必 定 会 或 迟 或 早 重复 ， 且 重复 出 现 的 第 
一 个 数 必 定 是 mo， 因为 我 们 知道 其 他 诸 数 mi m AE — FY 

导 . ) 这 样 一 来 ， 每 一 个 排列 就 定义 了 一 个 轮换 安排 . 反之 ， 如 打 将 这 
一 构造 反 转 过 来 ， 那 么 每 个 轮换 安排 显然 也 定义 一 个 排列 ， 这 个 一 一 对 
应 表明 : 排列 和 轮换 安排 本 质 上 相同 . 





人 
oa Lee 
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n 
=n! 
X fa , Been > 0. (6.9) 


Gli, 6+11+64+1=24=41. 
斯 特 林 数 很 有 用 ， 因 为 递归 关系 (6.3) 和 (6.8) 出 现在 各 种 各 样 的 问 


题 中 . 例如， 如 果 我 们 想 要 用 下 降 晕 oc RN A ee", ABA ZS RL 
几 种 情形 是 
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Se eet 


+ 37° 十 yh 





7 
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了 
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A 
2 
3 3 
和 1 


= 6T? + 772 4 rh 


这 些 系数 看 起 来 很 像 表 6-1 中 的 数 ， 左 右 两 边 做 了 反射 ， 于 是 我 们 确信 
一 般 的 公式 是 


n n| k 
| > te , 整数 n> 0. (6.10) 
4k<OAN 之 0 时 ， 最 好 还 是 定义 
ey 
为 了 确信 ， 用 归纳 法 做 简单 的 证 明 就 能 获得 这 个 公式 : 我 们 有 
T- IË = rët krt, 因为 rH = zkt(z k), AT x. ot EE 

















换 句 话说 ， 斯 特 林子 集 数 是 产生 通 间 央 的 阶乘 蝴 的 系数 ， 
re glee re etal lee aceon ra nee 


0 0 
到 人 


T! 一 ri. 


Pan pa 

T? — T? + 3r? +2r!. 

r — qÍ + 6r? + 11r? + 6r'. 
我 们 有 (w+ m= 1) eh hs (n 1)", EAKATE RURA H EA 
表明 有 


元 n k 
T = T 
aH , BK n > 0 (6.11) 


的 归纳 法 证 明 .〈 令 rz = 1 会 再 次 给 出 (6.9) .) 
但 是 等 一 等 .这 个 等 式 包含 上 升 的 阶乘 军 z"， 而 (6.10〉 则 包含 下 降 的 


MFR x 如 果 我 们 想 变 用 通常 蝇 来 表示 韦 ， 或 者 想 要 用 上 升 宏 来 表示 
MAMA? AA, 我 们 只 需 外 加 一 些 负 号 就 得 到 


z4 = r(x + 1)(x + 2)(x + 3) = zf + 6r? + 11r? + 6r, 
不 过 带 有 交错 的 符号 ， 如 果 我 们 取 z 的 相反 值 ， 习 题 2.17 中 的 一 般 恒 等 
式 


c= = (—1)"(—xr)” (6.14) 





就 把 〈6.10) 转变 成 (6.12) ， 而 把 (6.11) 转变 成 (6.13) . 
表 6-3 ”基本 的 斯 特 林 数 恒等式 〈 整 数 m=0) 


在 知之 间 转 换 : 





| 
| =[n>0], ?Din>o 
| 
| 











附加 的 斯 特 林 数 恒等式 整数 m,n > 0) 


fei} Z(t Hf (6.15) 

peloh H (6.16) 

Pze eo (6.17) 

n" (-1)" je Mee er (6.18) 
-下 mit” bey Peon. ae 
a > (6.20) 

pe >> (6.21) 

te PEELE | (6.22) 

| | a (6.23) 
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$ > 
© 
ey | 
3 

> 
= 
LU 








n)\_ n+l|lk 
(> ee 同 ， es (6.24) 
ba n>m= | rhen. (6.25) 
i m-—n)\(m+n)\|m+k 
ae tn m = he teea k | (6.26) 
k||mJ ” f 
这 是 (6.9 ) 的 推广 . | n Soles m+n a ie 
n-m| S\mtk)\ntk k 
n |(l+m k) (n—-k\(n 
tres I -Zf H M i ; (6.28) 
n l+m k\fn-kl(n 
eal I )-z{F] m ý ; (6.29) 





我 们 能 记 起 什么 时 候 将 因子 (-D” 添加 到 像 (6.12) 这 样 的 公式 中 ， 
为 当 z 很 大 时 对 于 只 有 一 个 自然 的 排序 : 


>a" >, 所 有 7T>n>1. (6.30) 





斯 特 林 数 4 和 re EGE, MASHK RR IPD E , 
需要 使 用 负 号 . 


我 们 可 以 将 (6.11) 代入 〈6.12) ， 并 得 到 一 个 二 重 和 式 


n n ; \n—-k_k i n k / \n—k m 
Lap = ti [a] oe 


这 对 所 有 z 成 立 ， 所 以 右边 7 7 IT 的 系数 必须 全 都 
是 零 且 必 定 有 恒等式 


n k \n—k 
>. (—1) = (n= fh] | 
k k m ; 整数 m.n = 0. (6.31) 


像 二 项 式 系数 那样 ， 斯 特 林 数 满足 许多 惊人 的 恒等式 . 但 是 这 些 恒等式 
并 不 像 第 5 章 里 的 恒等式 那样 用 途 广泛 ， 因 此 并 不 经 名 应 用 .因而 对 我 
们 来 说 ， 最 好 惑 是 只 列举 其 中 最 简单 者 ， 以 备 将 来 遇 到 一 个 难 哺 的 斯 特 
林 问 题 需要 打 攻 坚 战 时 作为 参考 . 表 6-3 和 表 6-4 包 含 了 最 常用 到 的 公 
式 ， 我 们 已 经 推导 出 来 的 主要 恒等式 都 已 经 重复 列举 在 那里 了 . 


在 第 5 章 研究 二 项 式 系 数 时 ， 我 们 发 现 以 菜 种 方式 使 得 恒等式 


























(i) _ (’ 一 J {r l (C) 
k e kE- 1/ 无 需 任何 限制 条 件 就 成 立 ， 对 负 的 nX E 

是 有 好 处 的 .用 此 恒等式 将 \*/ 推 广 到 组 合意 义 之 外 ， 我 们 发 现在 表 
5-2 中 ) ， 当 将 它 同 上 推广 时 ， 帕 斯 卡 三 角形 本 质 上 以 旋转 的 形式 重新 


产生 出 它 自 己 . 让 我 们 来 对 斯 特 林 三 角形 试 做 同样 的 事情 : 如 果 我 们 决 
ELEZE HIÉ VIN 


HAARE nA ABRIL, RRETA? 如 采 做 出 进一步 的 合理 假设 


u= lel = to} 











‘| = [n = 0], (6.32) 


表 6-5 ” 按 纵 向 排列 的 斯 特 林 三 角形 


Dha- 





事实 上 ， 这 里 出 现 了 一 个 有 尺 人 美感 的 模式 : 关于 轮换 的 斯 特 林 三 角形 
出 现在 关于 子 集 的 斯 特 林 三 角形 的 上 方 ， 反 之 亦 然 〈 见 表 6-5) ! 这 两 
类 斯 特 林 数 由 极其 简单 的 法 则 联系 在 一 起 2?0， ?1 


n —k T 
H = caf s 是 整数 . (6.33) 
RASH”, CALG min 和 max, Ah rA c™ AR gcd 和 
、|n 一 1 n— I 
= {n — l) 一 
ma 之 间 的 关系 : 容易 检验 ， TNL i ae 


ne dirs e JEU ERNER at 





6.2 ” 欧 拉 数 EULERIAN NUMBERS 
一 种 值 的 三 角形 有 时 也 会 突然 出 来 ， 这 类 数 出 自 欧 拉 [04，813; 110， 








zæ, ga NA 来 记 它 的 元 素 ， 此 情形 下 的 尖 括 号 使 人 联想 到 “小 


PARER TPAS, 4 是 世 ,2,… nA kF Cascent) 的 排列 
TIT: mAAR, EMEA, ERE kA A T S Ti (小 心 : 这 个 


pe Late) 标准 . 但 是 我 们 会 看 到 它 有 很 好 的 
意义 . ) 


n n 
(高 德 纳 [209， 第 1 版 ] 用 ¢ ag 1) RE C, 


例如 ， (1.2.3.4 11 SHEA AES: 


1324, 1423, 2314, 2413, 3412; 
1243, 1342, 2341; 2134, 3124, 4123. 


CAT SAL T S Tm > Tm < uH, BITA SAL 


: = 11. 


T1 < T2 < T3 > T4 以 及 T1 > T2 < T3 < T4 的 排列 . ) 故而 2 
表 6- 6 欧 拉 三 角形 





Pee PL 
Nd ac 
rte ele fe PL 
ee 








表 6-6 列 出 了 较 小 的 欧 拉 数 ， 注 意 ， 这 一 次 它 的 标志 性 序列 是 1,11,11,1. 
当 n > 0 时 ， 其 中 至 多 有 nn 一 1 个 升 高 ， 所 以 在 这 个 三 角形 的 对 角 线 上 有 


> = [n = 0]. 


欧 拉 三 角形 与 由 斯 卡 三 角形 相似 ， 都 是 左右 对 称 的 . 但 是 在 这 种 情形 ， 
对 称 性 规律 棚 有 不 同 : 


n n 
(7) E (, —l]- x) Hea n > 0. (6.34) 


HIIT TAT — 1 -NAR LYE RIN? T mt 有 个 


Thiet. 





ac os See R 
， 那 么 全,… ,一 中 的 每 一 个 排列 P= pt Pn BSH 12. HY n 
个 排列 ， 假 设 我 们 将 n 放 在 位 置 j， 就 得 到 一 个 排列 


T= pi PANDA pn-1. 如 果 j = 1 或 者 Pj-1 < Pj，" 中 升 高 的 个 数 就 与 P 
中 升 高 的 个 数 一 样 ， 如 果 Pj-1 > ni 或 者 了 = n， 那 么 它 要 比 p 中 的 个 数 大 


1) 4 —] 


1， 于 是 ，4 有 个 升 高 ， 这 其 中 有 & /各 方式 从 有 大 个 升 高 的 
. n—]l 
Hm =2] Sk = 1 2 1) 
排列 p 得 到 ， 加 上 有 一 1/ 种 方式 从 有 太一 1 个 升 


高 的 排列 ?得 到 . 所 求 的 递归 式 是 


(i) wean? My uaa as (6.35) 
我 们 再 次 用 

W OO e (6.36) 
at Soa 


欧 拉 数 有 用 ， 主 要 是 因为 它 在 通常 需 与 连续 的 二 项 式 系数 之 间 提 供 了 一 
个 不 同 寻 第 的 联系 : 


n rt+k 
T = y 
(i) ( n ) 整数 nn 之 0. (6.37) 


(这 也 称 为 Worpitzky 恒 等 式 8781.) 例如 ， 我 们 有 














(西方 学 者 最 近 才 知 i Re ae 写 的 意义 重大 的 中 文书 [249; 265， 第 320-325 
页 ]， 它 出 版 于 1867 年 ， 这 是 公式 (6.37) 己 知 的 首次 亮相 . ) 























wt f (6.37) T A EAR 我 们 有 
=) GCE )-G) T yaa 


2 ao 2 ] 2 n 2 3 n+l 
: i en g ((;) = @ — o = (A hi (3) Sa ( 2 )) 
n+] n+2 ] an fy , es 
到 3 )+( 3 ) = 50+ tym ((n=1) + (a+ 2). 


欧 拉 递归 式 (6.35) 要 比 斯 特 林 递 归 式 〈6.3) 和 (6.8) 更 复杂 ， 所 以 


n 


我 们 并 不 指望 数 \“/ 能 满足 许多 简单 的 性 质 ， 不 过 ， 还 是 有 几 个 这 样 的 


性 质 : 
n ” n+1\, ss k wee 
( ae Jim+1—6 (一 1) ， (6.38) 
m k 


k=0 


yet n k iis 
m! ia 一 2 B (, a m) 、 (6.39) 
n n n—k ee ats 
一 ` : peed) kl. (6.40) 
k 


如 果 用 2" RKR (6.39) 并 对 moka, WE 

a mz" ”一 h (z+ r 
Da P 2 k H z- IRE > 并 让 :* 的 系数 相等 ， 
maA T (6.40) . 于 是 ， 这 些 恒 等 式 中 的 后 两 个 本 质 上 是 等 价 的 . 第 
一 个 恒等式 (6.38) 在 mm 很 小 时 给 出 特殊 的 值 : 


n n n l n+l 
三 a) a = 3" — (n+ 1)2” + : 
人 1. (7) 2 n— l, C) 3 (n+ 1) ( 2 ) 


我 们 不 需要 过 多 关注 这 里 的 欧 拉 数 ， 通 常 知道 这 些 数 存 在 ， 并 且 有 一 组 
基本 恒等式 在 需要 时 可 以 参考 就 足够 了 . 然而 ， 在 结束 这 个 话题 之 前 ， 
我 们 应 该 注意 表 6-7 中 另 一 种 系数 的 三 角 类 型 . 我 们 称 之 为 “一 阶 欧 拉 








moe 因为 它们 满足 一 个 与 〈6.35) 类 似 的 递归 式 ， 不 过 在 一 
地 方 用 2 一 1 代替 了 m: 


ORG 


‘ia 
a 
Fr 


i 
cho ee PT A a 
ee eh 
i ee 
oe ee eee 
a I oe a 





这 些 数 有 一 个 奇特 的 组 合 解 释 ， 它 是 由 Gessel 和 Stanleyt147 首 先 注意 到 


的 ， 如 果 构 造 的 多 重 集 {1,1,2,2,… 2 具有 如 下 性 质 的 排列 ， 对 





1 < m < n，m 的 两 次 出 现 之 间 的 所 有 数 都 大 于 m， 那 么 \\*/ /就 是 有 
ae oe eae a ae 
Al: 


113322, 133221, 221331, 221133, 223311, 233211, 331122, 331221. 


3 
= 6. 
ech) 多 重 集 (L122; ;n,n 总 共有 
9 \2 
> 《的 ) = (2n —1)(2n —3)-+-(1) = (6.42) 
k w = 


个 符合 要 求 的 排列 ， 因 为 n 的 两 次 出 现 必 定 是 前 后 相连 的 ， 且 在 对 于 

n 一 1 的 一 个 排列 ! 之 间 有 2n 一 1 个 位 置 可 将 它们 插入 . 例如 当 n = 3 时 ， 

排列 1221 有 五 个 插入 点 ， 得 到 331221，133221，123321，122331 以 及 

re 0 4 
来 予以 证 明 . 








 : 指 的 是 集合 {11 2 2 nan n 1} 的 菜 个 排列 


和 
法 就 


l i a 7 2 (ip) 4 i T ‘) HEH n > 0; (6.43) 
ae pees (6.44) 


例如 ， 


) 

| 人 

(2) C2} C2) a0): [Ot 
CHE (6.7) 中 我 们 已 经 遇 到 了 ， -1 的 情形 ，) 只 要 是 整数 且 ARSE 


整数 ， 这 些 恒等式 就 成 立 . 由 于 右边 是 zx 的 多 项 式 ， 我 们 可 以 利用 
(6.43) 和 “6.44) 来 对 z 的 任意 实数 〈 或 复数 ) 值 定义 斯 特 林 数 





T 
1 一 nj 和 LT 一 7 i 








如 果 n > 0, 那么 当 ea ts = l- 以 及 oe n 时 多 项 式 1 n ha |， 一 
是 零 ， 于 是 它们 可 以 被 (7 一 0, (7 一),… , (7 一 n) 整 除 ， 看 看 这 些 已 知 的 
因子 被 除 挤 之 后 还 剩 下 什么 ， 这 很 有 意思 . 我 们 用 规则 


ma) = | | C-D E-n) (6.45) 


来 定义 斯 特 林 多 项 式 〈Stirling polynomial) . (nlr) ARAE n — 1.) 
前 几 个 斯 特 林 多 项 式 是 


那么 1/ 工 是 多 项 式 吗 ? RH 














它们 可 以 通过 二 阶 欧 拉 数 来 计算 . 例如 ， 
os(tT) = ((x — 4)(x — 5) + 8(x — 4)(x + 1) + 6(x + 2)(x + 1))/6!. 


我 们 已 明确 知道 这 些 多 项 式 满 足 两 个 非常 漂亮 的 恒等式 : 








a T 
Ze poas mm P awe ic > \ 
(= = i ) =] yon (TZ) (6.46) 


1 Ly | | 
(Zin i= -) = a> on(T +n). (6.47) 
而 一 般 来 说 ， 如 果 Sil 引 是 满足 


In (1— 28:(2)"  ) = —284(2)' (6.48) 





NR, ALA 


Si(z)z = » on(z + tn)z”. (6.49) 
n 


这 样 一 来 ， 我 们 就 能 得 到 关于 斯 特 林 数 的 一 般 卷 积 公 式 ， 如 同 我 们 在 表 
5-6 中 对 二 项 式 系数 所 做 的 ， 其 结果 在 表 6-8 中 . 当 斯 特 林 数 的 一 个 和 式 
不 适合 表 6-3 或 者 表 6-4 中 的 恒等式 时 ， 表 6-8 可 能 正 是 机 关 所 在 . (本 章 
在 方程 (6.100)〉 的 后 面 有 一 个 例子 . 习题 7.19 讨 论 了 以 (6.46) 和 
(6.49) 这 样 的 恒等式 为 基础 的 卷 积 的 一 般 性 原理 . ) 


表 6-8 斯 特 林 卷 积 公 式 














rsa (r+ tho, (S +H(n—h) = (r+ s)o,(r-+s+tn) (6.50) 
k=0 
sy ko, (r + tho, (S +(n—h) =no,(r +s +n) (6.51) 
k=0 
teema E a p (6.52) 
mo ity tee j 





| Opn (n) (6.53) 
m| a-D! "™ 2 


6.3 调和 数 HARMONIC NUMBERS 
现在 是 更 仔细 探讨 调和 数 的 时 候 了 ， 我 们 最 早 是 在 第 2 章 遇 到 它 的 : 














n KiF, ewe n > 0. (6.54) 


这 些 数 在 算法 分 析 中 出 现 得 如 此 频繁 ， 以 至 于 计算 机 科学 家 们 需要 给 他 
们 一 个 特殊 的 符号 .我们 用 本 :做 记号 ， 其 中 的 “8H* 表 示 “ 调 和 
的 ”(harmonic) ， 因 为 波长 为 1/7 的 乐音 称 为 波长 为 1 的 乐音 的 第 n 个 泛 
音 (harmonic) . 前 面 几 个 值 如 下 所 示 : 


11 137 3€ 76 
60 140 280 


13 
0 
习题 21 指 出 : Án > 1 时 ， 了 本 永远 不 是 整数 . 


这 里 是 一 个 纸牌 游戏 ， 它 基于 R. T. Sharpb25] 的 一 个 想法 ， 描 述 了 调和 
数 在 简单 情况 下 是 怎样 自然 出 现 的 . 给 定 nik hel KRT, 我 们 希望 
在 果子 的 边缘 上 将 牌 把 起 以 产生 出 最 大 可 能 的 葵 空 部 分 ， 它 服从 重力 原 
E, 

















r 第 1 张 牌 
cc POE 






第 n 张 牌 
er 





这 一 定 是 6-9 号 桌子 (table) . 


为 了 更 明确 一 些 ， 我 们 假设 第 k 张 牌 放 在 第 大 + Wok hi Ek Cl sk <n 


) ; 还 要 求 每 张 牌 的 右边 缘 与 梨子 的 边缘 平行 ， PRERNA E 通 过 旋转 
牌 使 得 它们 的 角 辐 前 多 伸 出 一 点 儿 来 增加 巧 空 部 分 . 为 使 得 答案 更 简 
单 ， 我 们 假设 每 张 牌 的 长 度 是 2 个 单位 . 


用 一 张 牌 ， 当 它 的 重心 恰好 在 蝎子 的 边缘 上 时 ， 我 们 得 到 最 大 的 伸 出 长 
a E E 


HIK, MER, 5 EI — SRY Bb ta ef Ze os — SKE, 
且 两 张 牌 的 联合 重心 正好 在 果子 边缘 上 时 ， 我 们 得 到 最 大 的 伸 出 长 度 . 
两 张 牌 的 联合 重心 在 它们 的 公共 部 分 的 中 点 处 ， 故 而 能 得 到 另外 半 个 单 
位 长 的 伸 出 长 度 . 


这 个 模式 提示 了 一 般 性 的 方法 ， 我 们 应 该 这 样 来 放置 牌 : EEH kak 
牌 的 重心 恰好 在 第 不 + ] 张 牌 的 边缘 之 上 《〈 它 文 撑 那 上 面 上 张 牌 ) © BF 
可 以 视 为 第 + ] 张 牌 . 为 了 用 代数 的 方法 表达 这 个 条 件 ， 我 们 可 以 让 
丰 表 示 从 最 上 面 那 张 牌 的 最 边缘 处 到 从 上 面 数 起 的 第 上 张 牌 对 应 的 边缘 
处 的 距离 . 这 样 有 = 0， 且 我 们 想 要 使 必 +1! 是 前 Xi 张 牌 的 重心 : 








(di 十 1) 二 (do 十 1) 十 :十 (不 十 1 二 ) 





dk41 = = P , Lek sn. (6.55) 
重量 分 别 为 Wi,… WeA BoP AEDES Pl,… ;Pk 处 的 个 物体 的 重 
aa. ) 我 们 可 以 将 这 个 递归 
式 重新 改写 成 两 个 等 价 的 形式 ; 
Kdk+1l = K+) +---+de-1+ ck, k > 0; 
(大 一 l)dk =k— l+ di ps Se dy}. ee I: 


这 两 个 方程 相 减 就 给 出 
kdk41 一 (大 一 1 ) dx. =l+d, k21, 


ee a 
牌 将 偶 离 第 四 张 牌 三 分 之 一 个 单位 长 度 ， . 一般 公 式 


dik41 = Hy (6.56) 


由 归纳 法 得 出 ， 又 如 果 我 们 取 上 =n， 就 得 到 dn+1 = Hn 是 n 张 牌 按 所 描 


述 摆 放 时 总 的 伸 出 长 度 . 


控制 住 牌 ， 不 将 每 张 牌 都 推 到 最 大 可 能 的 位 置 ， 而 是 为 后 一 次 推进 
将 “重力 势能 ”储存 起 来 ， 我 们 能 人 否 得 到 更 大 的 伸 出 长 度 呢 ? 不 会 ， 任 何 
一 种 达到 民 好 平衡 状态 的 牌 的 放置 都 满足 


(1+d)+(1+dđd)+---+(1+d;) 
dk+1 S - a t - aM l<okecn. 
k 


此 外 ， 由 = Ope USSR dist < He. 


注意 : 为 了 使 得 最 高 处 的 那 张 牌 完全 伸 出 果子 的 边缘 ， 不 要 用 太 多 的 
h. 我们 需 mt 张 牌 〈2 单 位 长 度 ) 更 长 的 伸 出 长 度 ， 第 一 个 超过 2 的 


调和 数 是 ”!” 王 ， 所 以 我 们 仅 需 要 四 张 牌 . 


eas 我 们 得 到 Ask AHH, (AEC IR EY 
/2 完 2.21 倍 . (我 们 很 快 就 将 学 习 一 个 公式 ， 它 会 告诉 我 们 对 于 很 大 
i 7 如 何不 需 要 把 整 串 的 分 数 相 加 就 能 计算 Hn 的 近似 值 ，) 


任何 试图 想 利 用 52 张 牌 来 达到 这 个 最 大 伸 出 长 度 的 人 可 能 智力 不 健全 ， 当 然 也 可 能 他 真 
是 一 位 娱乐 大 众 的 笑星 . 


一 个 称 为 “橡皮 筋 上 的 肾 虫 > 的 令 人 着 迷 的 问题 展现 出 了 调和 数 的 另外 一 
EETL. 一 只 行动 缓慢 但 坚持 不 懈 的 蠕虫 W 从 一 根 1m 长 的 橡皮 筋 的 一 
个 端点 出 发 ， 每 分 钟 癌 另 一 个 端点 爬行 1cn. 在 每 分 钟 的 结尾 ， 一 位 有 
着 同样 坚持 不 懈 精 神 的 橡皮 筋 保 管 人 民 〈 他 一 生 唯 一 的 目的 就 是 要 挑 败 
W) 把 它 拉 伸 1tm. 于 是 在 爬行 一 分 钟 之 后 ，W 离 起 点 lcm， 而 离 终点 
99cm; 然后 K 把 它 拉 伸 1m. 在 拉 伸 的 过 程 中 ，W 保持 它 相 对 的 位 置 ， 
离 起 点 的 距离 占 1%， 而 离 终 点 的 距离 则 占 99%， 所 以 现在 W 离 起 点 
2cm， 离 终点 198cm. Æ W 叉 和 仆 行 一 分 钟 后 ， 成 绩 是 扑 行 了 3cm， 待 走 
的 路 是 197cm; 但 是 KK 又 拉 伸 了 它 ， 距 离 变 为 4.5cm 和 295.5cm. 如 此 下 
去 ， 这 条 蠕虫 能 够 到 达 终 点 吗 ? 它 一 直 在 移动 ， 但 是 日 标 似乎 更 快 地 离 
它 远 去 . (我 们 假设 K AW 有 无 限 长 的 寿命 ， 橡 皮 筋 有 无 限 的 弹性 ， 
Abe HCI). ) 


度量 单位 使 得 这 个 问题 更 科学 . 


我 们 把 条 些 公式 写 下 来 . 当 K 伸展 橡皮 筋 时 ，W 已 经 爬 过 的 分 数 保持 





















































不 变 . 于 是 第 一 分 钟 它 念 了 1/100， 第 二 分 钟 候 了 1/200， 第 三 分 钟 息 了 
1/300， 等 等 . 在 7" 分钟 之 后 ， 它 爬 过 的 橡皮 筋 的 部 分 是 


] ks. | l A, bei 
ade Sep ke oe | es (6.57) 
100 \1 2 3 n 100 


所 以 ， 如 果 环 能 超过 100， 它 就 能 到 达 终 点 . 


我 们 很 快 就 能 看 到 对 于 很 大 的 "如何 来 估计 Hn， 现在 我 们 通过 考虑 “ 超 
级 蠕虫 在 同样 的 情况 下 如 何 运 动 来 直接 检查 我 们 的 分 析 ， 超 级 蠕虫 与 
W 不 同 ， 它 每 分 钟 可 以 息 行 30cm， 故 而 根据 刚刚 给 出 的 讨论 ， 在 分 
钟 之 后 ， 它 息 过 带子 长 度 的 17,/2. 如 果 我 们 的 推理 是 正确 的 ， 由 于 

由 > 2， 那 么 超级 蠕虫 就 应 该 在 n 达 到 4 之 前 就 结束 代行 ， 是 的 ， 简 单 的 


计算 表明 ， 在 谍 行 三 分 钟 之 后 超级 蚂 虫 仅 剩 下 ”3"" 要 走 ， 它 正好 在 三 
分 四 十 秒 后 结束 让 行 . 


一 条 局 平 的 蠕虫 ， 嗯 ? 














调和 数 也 在 斯 特 林 三 角形 中 出 现 . 我 们 尝试 找 出 Limes 闭 形式 ， 
ae n 个 物体 恰好 分 成 两 个 轮换 的 排列 的 个 数 . 递归 式 (6.8) 告诉 
AT, 


=n 四 +(n—1)!, n> 0. 


Fae VAT ee 2 AA FTI PR I ET BR : 


l ijn +1 
一 = A, 
展开 此 递归 式 可 知 “al 2 | ， 从 而 


4+ ] ve 
C = nt (6.58) 


在 第 2 章 里 ， 我 们 证 明了 调和 级 数 l ERA KARE n> oo 
1, 变 得 任意 地 大 ， 但 是 证 明 是 间接 的 ， 我 们 发 现 ， 某 种 无 限 和 “(2.58) 


在 将 它 重新 排序 时 给 出 了 不 同 的 答案 ， 因 此 21* 可 能 不 是 有 界 的 . 
H, -这 一 事实 似乎 与 我 们 的 直觉 相反 ， 因 为 它 还 意 指 足 够 多 的 一 押 
牌 将 会 超出 桌子 一 英里 甚至 更 多 ， 而 且 晴 虫 W 最 终 将 会 到 达 橡 皮 筋 的 
终点 ， 于 是 ， 我 们 来 仔细 研究 一 下 很 大 时 Halt K/h. 


看 出 Hn > % 的 最 简 蛙 的 方法 大 概 是 按照 2 的 虹 将 它 的 项 分 组 .我 们 放 
一 项 在 第 一 组 里 ， 放 两 项 在 第 二 组 里 ， 放 四 项 在 第 三 组 里 ， 放 八 项 在 第 
四 组 里 ， 以 此 类 推 : 












































le dl ieee — hse hee DR rl a 
Le S253 dO ae Be LEQ 2 3 as LS 
oa -一 一 
第 一 组 名 二 组 第 三 组 第 四 组 
1 1 T E T SEF 
AAA — a Soe Wa, ON yp 22 ah SS 4L X — = 
FRAP ATPASE A 2R y TRA AEE 4 2 与 2 
1 


L 第 三 组 中 的 四 项 都 在 3 与 IZM, 故而 它们 的 和 在 2 与 1 之 间 . 事 
实 上 ， 第 k 组 中 25 项 的 每 一 项 都 在 2 “与 2 之 间 ， 从 而 单独 每 一 组 中 


各 项 之 和 都 在 2 与 1 之 间 . 








] 


一 分 组 方法 告诉 我 们 ， 如 果 nn 在 第 组 中 ， 我 们 必定 有 
1, <b BIE MENGE TEH 300, AREA 


lign| +1 


2 


现在 我 们 在 相差 一 个 因子 2 的 范围 内 知道 Hn 的 大 小 .尽管 调和 数 趋 向 于 
无 穷 ， 但 是 它们 也 仪 仅 是 按照 对 数 的 大 小 趋 铝 于 无 穷 ， 也 即 它们 趋同 于 
无 穷 是 相当 缓慢 的 . 


它们 这 么 慢 ， 我 们 应 该 把 它们 称 为 蠕虫 数 . 


mot 
> 


以 及 





< Hn <S [len] +1. (6.59) 








多 做 一 点 工作 并 应 用 一 点 点 微 积 分 即 可 得 到 更 好 的 界 . 在 第 2 章 里 我 们 
了 解 到 ， Hn 是 连续 函数 hn 的 离 获 模拟 ， 目 然 对 数 定义 为 一 条 曲线 下 方 





所 围 成 的 面积 ， 这 就 提供 出 一 种 几何 对 照 : 
Ax) 
fx)=1/x 
OA 22 -3 i ; . n ntl 2 
a Í dr/r = lnn 
这 条 曲线 下 方 夹 在 1 与 n 之 间 的 面积 是 ， 它 小 于 那 nie 
形 的 面积 ona VES Hoy inn < 成， 这 是 比 我 们 在 6.59) 中 得 到 


的 更 好 的 结果 . 将 矩形 取得 稍微 不 同一 点 ， 我 们 就 得 到 一 个 类 似 的 上 
F`: 



































flx)=1/x 
0 1 PAT E SC as x 
“我 现在 还 看 到 一 种 方法 ， 它 告 次 我 们 怎样 用 对 数 《 按 照 基本 相同 的 方式 〉 求 出 调和 级 数 
的 各 项 之 和 ， 但 是 为 求 出 那些 规则 所 需要 做 的 计算 会 更 加 困难 ，， 





一 牛顿 Pa0 


一 次 那 2 个 矩形 的 面积 Hn 小 于 第 一 个 矩形 的 面积 加 上 曲线 下 方 的 面 
中。 我 们 就 证 明了 


lan < A,<Inn+1, n>1. (6.60) 
我 们 现在 知道 Hn 的 误差 至 多 为 1 的 值 . 


当 我 们 求 倒数 的 平方 和 ， 而 不 是 直接 求 倒数 之 和 时 ， 就 会 出 现 “二 阶 ” 调 
和 数 Hy”: 





HA a ea a Ske ok got - 
ġ 9 n“ ke 
k=1 
类 似 地 ， 通 过 求 CREA, RATE AE rR BL: 


HC ) > = (6.61) 


如 果 7 > 1， 这 些 数 当 一 oo 时 趋向 于 一 个 极限 ， 在 习题 2.31 中 我 们 注意 
到 ， 这 个 极限 习惯 上 称 为 歼 曼 :函数 : 


l STUE 
(6.62) 


欧 拉 [器 曾 发 现 了 一 个 简洁 的 方法 ， 利 用 广义 调和 数 来 近似 通常 的 调和 
He An) 我们 来 考虑 无 穷 级 数 


1 l 1 , ; 
7 - poss (6.63) 





X k> ites. 它 的 左边 是 Ink —In(k—1), Pe MRE PI 





= 
2 <n 求 和 ， 那 么 左边 的 和 就 缩减 了 ， 且 得 到 
afa 1 1 1 
lnn — Ìn 1 = > G rv a ) 
k=2 
4) l (2) \ (3) \ l 1 (4) \ 
= (Hn —1) + sta” — 1) + stan —1)+-(AR” 一 二 十 








重新 排序 ， 我 们 就 对 Hn 与 hn 之 间 的 差 得 到 一 个 表达 式 


TsO» frye. Depa caw: baile a 
H, — lnn = 1- ~(H — 1) — -(H® —1) - -(A4 一 1) 一 
2 3 4 


=n — cc 时， 右边 趋同 于 极限 值 


、 
bea he ene ee 





a 


现在 知道 这 个 值 是 欧 拉 单数 ， 习 惯 上 用 斋 腾 字母 7 来 表示 . 事实 上 ， 
外 一 1 大 约 等 于 112 ， 所 以 这 个 无 穷 级 数 收 敛 得 比较 快 ， 我 们 可 以 计算 
出 其 十 进 制 值 为 








y = 0.577 215 664 9---. (6.64) 
“因此 我 们 发 现 这 个 量 有 常数 值 C， 确 实 c = 0.977 218. 
一 一 欧 拉 1103), 





欧 拉 的 讨论 确立 了 极限 关系 


lim (H, — lnn) = y, (6.65) 
noo 


于 是 AAbTE (6.60) 的 两 个 端点 值 之 间 大 约 58% 的 位 置 . 我 们 逐渐 回归 
到 它 的 值 . 
如 同 我 们 会 在 第 9 章 看 到 的 那样 ， 有 可 能 做 进一步 的 改进 . 例如 我 们 将 
证 明 
j! l En 
2n 12n2 120n4° 
Se eer ne ere 
和 数 是 





0<en<l1. (6.66) 


Hi 000 00 = 14.392 726 722 865 723 631 381 127 5. 
而 这 就 意味 着 一 摆 100 万 张 牌 束 能 延伸 超出 果子 边缘 7 张 牌 的 长 度 . 
关于 橡 诺 筋 上 的 蠕虫 ，《〈6.66) 又 会 告诉 我 们 什么 呢 ? 由 于 Hn 是 无 界 


的 ， 蜂 忠 肯 定 会 到 达 终 点 ， 此 时 环 第 一 次 超过 100. 对 An EW 
明 ， 当 nn 近似 等 于 





100-7 ~ 99.423 
e =e 


时 这 就 会 发 生 ， 事 实 上 ， 习 题 9.49 证 明了 ， "的 关键 值 是 [|* A 

e | 我 们 可 以 想象 W 在 经 过 大 约 2.87 x 105 个 世纪 的 漫长 疏 行 后 最 
终 冲 过 终点 线 时 获得 完胜 的 情景 ， 尽 管 这 会 使 得 K IER. (这 根 
橡皮 筋 将 会 被 伸 长 到 超过 107 光 年 的 长 度 ， 它 的 分 子 也 将 被 大 大 分 离开 





5 


是 的 ， 它 们 实际 上 不 可 能 走 这 么 长 . 当 婆 罗 质 摩 塔 被 完全 移动 成 功 之 时 ， 世 界 早 就 已 经 毁 
灭 . 











6.4 调和 求 和 法 HARMONIC SUMMATION 
现在 ， 我 们 观察 某 些 包含 调和 数 的 和 式 ， 首 先 回顾 在 第 2 章 学 过 的 几 个 








思想 . 在 (2.36) 和 (2.57) 中 ， 我 们 证 明了 
HA, = nHn— n, (6.67) 
O<k<n 
n(n — 1) n(n — 1) ere 
kH, = H, 一 (6.68) 
2 4 
O<k<n 





让 我 们 大 胆 着 手 处 理 一 个 更 加 一 般 的 和 式 ， 它 包含 这 两 个 作为 其 特例 : 
当 mm 是 一 个 非 负 整 数 时 ， 


的 值 是 什么 ? 


第 2 章 里 对 〈6.67) 和 “6.68) 颇 为 有 效 的 方法 称 为 分 部 求 和 法 
(summation by parts) .我 们 把 求 和 项 写成 WAJAwA 的 形式 ， 并 应 用 一 
般 的 恒等式 


b 
y u(r)Av(rjdr = ulr)u(r) 
a 


b 


: b 
— v(x + 1)Au(z)ðr. (6.69) 
a a 
k 
DNA 
O<k<n m 


E ETTE 





记得 吗 ? 现 在 我 们 所 面 对 的 和 式 
我 们 可 以 令 

] e 
k+1’ 


eo k ay Etl k o fk 
v(k) = (, pa 1) , Av(k) = & 4 |) é + i 7 的 


( 换 一 句 话说 ， 调 和 数 有 一 个 简单 的 人， 而 二 项 式 系数 有 一 个 简单 的 
入 “， 故 而 我 们 进展 顺利 . ) 将 它们 代入 《6.69) 即 得 


u(k) = Ay. Au(k) = As H; = 





E Y T n 
p> & A, = > ( ) 万 -67 = ( . 


n r+] ÒT 
m+ 1 Hz ep G + | 








r+l1 
n k+1 1 
= (a11) E (me) 


m+1})k41° 
O<k<n 
剩 下 的 和 式 很 容易 ， 因 为 我 们 利用 原先 储备 的 知识 ， 即 等 式 〈5.5) 
k+1 
> | 


l k l n 1 
ee k+1 = >», (*) m+ 1 z ( ) 
O<k<n O<k<n 


m+1}/m+-4+1 
来 吸收 + 1) ， 这 样 就 得 到 所 要 寻求 的 答案 


1 
Se (Ha) 
m m+ 1 
O<k<n 











EST (6.70) 
( 当 mm==0 以 及 m= 1 时 ， 这 完全 可 以 用 (6.67) A (6.68) 来 检验 . ) 
下 一 个 做 为 范例 的 和 式 用 除法 代 蔡 乘法 我 们 尝试 计算 


如 末 根 据 定义 将 Hi 展开， 就 得 到 一 个 二 重 和 式 


l 
ie 2 


<j Skan * 


现在 可 以 借助 于 第 2 草 的 妃 外 一 个 方法 . 等 式 〈2.33) 告诉 我 们 


(6.71) 


很 明显 ， 如 果 我 们 早先 就 笃 试 用 分 部 求 和 法 (见习 题 26， ， 就 能 用 另 一 
种 方法 得 到 这 个 答案 了 . 


现在 ,我 们 尝试 处 理 另 一 个 更 加 困难 的 问题 S35， 它 不 能 用 分 部 求 和 法 





i _4\k-1 
- ) ak 
kgl S` i , Xn l. 


(这 个 和 式 也 并 没有 明显 提 到 调和 数 ， 但 是 谁 义 知道 它 会 在 什么 时 候 冒 
出 来 呢 ? ) 

《不 要 泄露 答案 和 任何 东西 . ) 
我 们 将 用 两 种 方法 来 解 这 个 问题 : 一 种 是 强行 靠 党 复 计 算得 出 解答 ， 忆 


一 种 是 靠 更 多 的 聪明 或 者 运气 获得 解答 . 首先 是 强力 计算 法 . 我 们 用 二 
项 式 定理 展开 (n 一 K)"， 使 得 分 母 中 难以 处 理 的 上 能 和 分 子 组 合 起 来 : 





























\ 天 一 1 


n\ (—1) n e 
RWE ROW 
J 


k21 


gareg (Jeane 


这 并 不 像 看 起 来 那么 混乱 无 序 ， 因 为 内 和 中 的 如是 关于 的 多 项 式 ， 
而 恒等式 (5.40〉 告 诉 我 们 ;我们 是 在 直接 取 这 个 多 项 式 的 n 阶 差分 . 
ICAEN EH T, 不 过 为 了 使 之 严格 为 真 ， 即 在 能 确认 公式 是 一 个 
多 项 式 的 n 阶 差分 之 前 ， 我 们 还 需 做 一 些 工 作 . 首先 我 们 必须 理 清 儿 件 
事情 . 一 件 事 是 当 7= 0 时 局 -不 是 多 项 式 ， 故 而 我 们 需要 将 这 一 项 剥离 
开 来 单独 处 理 . 男 一 件 事 是 在 n 阶 差分 公式 中 失去 了 k= 0 这 一 项 ， 当 
7 = 1 时 ， 这 一 项 不 等 于 零 ， 所 以 我 们 最 好 保留 它 〈 并 再 次 把 它 减 挥 ) . 
其 结果 就 是 




















Up > (") (-1) tn Y (7) (—1)* ki! 
mae 


k>0 


E n 7—1 nn— 了 n 7 一 1 
ue (一 1) n (o) 0 

n n n i yk; 一 1 
C) n 3 R (—1) k. 


W, MERET CEER PREHEN ES: 它 就 是 








次 数 小 于 aN BAH mB E a UC XFER Bite oo eB ce 
零 . 第 二 行 除了 7 = ] 之 外 者 是 零 ， 而 当 7 = 1 时 它 等 于 2 所 以 第 三 行 
古 余下 来 仅 有 的 困难 ， 我 们 已 经 将 原来 的 问题 转化 为-- 个 简单 得 多 的 和 


式 : 











wm, = ()i-G)a-3 
而 U3 = 27(73—1), Ss ZAK. 
wee ee ee 


得 到 一 个 关于 ThA. H Tn eS A Te AS. 还 有 一 个 更 有 启发 性 的 
方法 : 在 (5.41) 中 有 过 一 个 类 似 的 公式 ， 即 


y n (—1) | n! 
k} atk  x(x4+1)---(r4+n) 


k 





如 果 我 们 减 去 上 = OWT, FOr =0, MEE —Th A, BAR: 





x=0 











"x(a 
(Sesto a Mh. 
人 
x(x+1)---(x+n) -H 2 | 








(BATS (e+ 1) (£ +n) = 2" /7 的 展开 式 (6.11) ， 可 以 把 分 子 


n+l 


中 的 z 除 掉 ， 因 为 | J7 但 是 ， 我 们 从 6.58) 知道 


n+1 alH 


2 | "| AED Tn = ,于 是 就 得 到 答案 





MERG 
(=1 \n 
Un(x,y) = > (i) | | (z+ ky) 
aN k | ROK n > 0, (6.74) 


原来 的 On BEL EARP Un, 一 而 自然 获得 解决 . 《我 们 受到 鼓 
励 去 考虑 更 为 一 般 性 的 问题 ， 是 因为 以 前 的 推导 把 这 个 给 定 问 题 的 大 多 
数 细 市 都 “抛弃 了 ”， 那 些 细节 由 于 茶 种 原因 必定 是 不 重要 的 ， 因 为 n 阶 
差分 就 已 经 把 它们 抹 掉 了 . ) 

我 们 可 以 稍 加 改变 来 重演 先前 的 推导 ， 并 发 现 Catz; 急 的 值 . 或 者 ， 我 


n— 1 n— 1 
们 也 能 用 (E+ ky)" "C+ 二 代替 (+ ky)", AMN F ) (an) 


i 8 ， 这 导出 递归 式 
Un(x,y) = £Un-1 (2,4) + 2" /n + yr", 
这 很 容易 用 求 和 因子 法 求解 (习题 5) . 
最 容易 的 是 用 另外 一 种 技巧 ， 它 在 第 2 章 里 曾 有 好 的 效果 : 微分 法 . 
y 求 导 带 出 一 个 上 它 和 分 母 中 的 抵消， 这 样 得 到 的 和 式 是 


ð a 
By On y) = > @ {—] \R-li(a 4 ky)?! 


1 
= (o) nr” Ee y 的 (—1)*n(zx 4 ky)" 1 na L 
l k20 i 


(再 次 ， 这 里 次 数 小 于 nn 的 多 项 式 的 n 阶 差分 变 为 零 . ) 


我 们 就 证 明了 : Unle RF % 的 导数 是 nz”!， 它 与 y 无 关 ， 一般 来 说 ， 
MR Fy) =e, WA FY) = AO + cy 这 样 一 来 ， 我 们 就 必定 有 


U,(z,y) = U, (2,0) + na y. 


(6.75) 











剩 下 的 任务 是 要 确定 Catz;0) 但 Untz,0) 恰 好 是 r RMN Th = Hn, R 
们 在 〈6.72) 中 已 经 考虑 过 这 个 和 式 ， 于 是 《6.74) 中 一 般 的 和 式 有 封 
闭 形式 


U(r,Y) = 2" Ay + nr” ly. (6.76) 


Ap al) Ss, LRG Va) peak A Re Un (2, —1) = "(Hn — 1). 


6.5“” 伯 努 利 数 BERNOULLI NUMBERS 


我 们 议事 日 程 上 的 下 一 个 重要 数列 是 以 雅 各 布 ' 们 努 利 〈1654- 一 1705 ) 
人 的 ， 他 在 研究 闷 次 紧 和 的 公式 时 发 现 了 奇妙 的 关系 529. 我 
Vid 

也 一 


n 
Sm(n) = 0” +1" +- --+(n — 1)™ = ) ‘k™ — > Or. (6.77) 
0 


k=0 


(于 是 ， 当 m > 0 时 按照 广义 调和 数 的 符号 有 Sm(n) = Hi .) 伯 努 利 观 
察 了 如 下 一 列 公 式 ， 勾 画 出 了 一 种 模式 : 


S(n)=n 
1 1 
S(n)==n 一 一 7 
Coss 5 
1 1 1 
S,n)==n - =n’ + =n 
Wine 5 F 
1 1 1 
S,(n)=—n - =n + -r 
a 2 4 
1 1 1 
S(n)=—n - >n + -r - —n 
E 2 3 30 
Seon 一 =n + mae = L 
6 2 12 12 
aE S a EE ey 
7 2 2 6 42 
Soe — =n’ + —nf- L + i 
8 2 12 24 12 
1 2 2 1 
Sn)=—n - -n + =n’ - aa, + =n - —n 
9 2 15 9 30 
] ] 
人 St Se pee eas tare 
10 2 10 2 20 
Speen = 10 + on -n +n = ae + ES 
11 2 6 2 66 


你 也 能 看 出 来 吗 ? 在 Sm) 中 iE) AAR ge 1/0 + 1). ny ZR 


-1/2.no-! 的 系数 总 是 .…… 让 我 们 想 想 ， 是 对/12. nm ?的 系数 总 是 零 . 
nm 的 系数 总 是 eye eee 再 想 想 EET ’ HL TE 是 的 ， Ce 


—m(m 一 1)(m 一 2)/720. n” “WARE. 看 起 来 好 像 这 一 模式 连绵 不 


E m n™* 的 系数 总 是 某 个 常数 乘 以 ms 

那 就 是 伯 努 利 凭 经 验 得 到 的 发 现 . (他 没有 给 出 证 明 . 〉 用 现代 的 记 
写 ， 我 们 把 系数 写成 如 下 的 形式 

Sm(n) = (Bonn + A ') Bin” 十 :… 十 ks ') Ban) 


] m m+ 1 | 
一 7 十 1 一 天 
~ m+l > ( k Hen i (6.78) 


k=0 


伯 努 利 数 由 隐 含 的 递归 关系 定义 





m 


>. % H ') B; = [m — 0] 
10 下 7 , Prag m > 0. (6.79) 





有关 有 的 简单 封闭 形式 的 所 有 猜想 都 因 奇怪 分 数 -691/2730 的 出 现 而 
清除 出 局 . ) 


利用 扰动 法 我 们 在 第 2 章 求解 2n) = On 的 方法 ) ， 可 以 用 对 m 的 归 
纳 法 证 明 伯 努 利 公式 (6.78) : 


n—1 


1 
Sma1ln) + n™t! => lee Ty" 


k=0 


n—1m-+1 m+1 


=》 > T w J=5 (e i ‘) Sj(n). (6.80) 


k=0 j= =0 J=0 














a 我 们 希望 证 明 Sm(n) = Sm(n)， 假 设 对 


0<j < my Slin) = 35;(n). 我 们 开始 时 按照 在 第 2 章 里 对 m = 2 所 做 的 那 
BE, JK (680) 的 两 边 减 去 Sxm(m) 然后 利用 C678》 展开 每 一 个 3 
， 并 重新 分 组 ， 使 得 右边 n 的 窜 的 系数 放 在 一 起 并 加 以 化 简 : 


m 1 m 1 
nn -3("; j= 、 fe E Ja 


m /mt+l ifj+l 3 
SeN $7 ncn 
pao: I ld E k 


+1 +1\ B, 
Š ý I’ A nit -=k +(m+1)A 
o<k<j<m\ J k Jj a 
+1 j+1\B 
= w I es n+ (m+1)A 
0<kS<j<m J J -k J +1 


m+1\/ 7+1)B, 
> | 
o<k<j<m\ J k+l1)j+l 


> wale +(m+DA 























otam k +lk m J 
Ml [m+l1 m+1—k 
= < | B_,+(m+l)A 
okm k+l k k< j<&m 7 一 
k+ (m+l +1-k 
= # [ > i |a, tons DA 
0<k<m k+1 k 0S jSm-k J | 
nit! m+l 
o<k<mk +1 k 
yn”! m+l 
= +(m+1)A 
m+l\ m 


= yr! +(m+l)A 5 其 中 A=S (n)-S,(n). 


《这 一 推导 过 程 很 好 地 复习 了 第 5 章 所 述 的 标准 处 理 方法 . ) 于 是 入 =0 
’ AF Sm(n) = = Smin) i 证 明 完 毕 . 


在 第 7 章 里 我 们 将 要 用 生成 函数 来 得 到 (6.78〉 的 一 个 简单 得 多 的 证 
HH. 关键 的 想法 在 于 证 明 伯 努 利 数 是 暴 级 数 


2 (6.81) 


n=O 








这 里 有 一 些 更 加 简明 扼要 的 材料 ， 可 能 你 会 希望 在 第 一 次 阅读 时 暂时 略 过 不 看 . 





一 一 友好 的 助教 


| 从 此 处 开始 略 读 


的 系数 . 现在 我 们 直接 假设 方程 (6.81) 成 立 ， 故 而 可 以 从 中 推导 出 某 
些 令 人 惊讶 的 推论 . 





l- 1 
AN N B z/1! = = 2503 Z, 
如 果 我 们 在 两 边 加 上 2 RRR 2 消 掉 ， 得 到 
z ze“ +1 ef? 4 e772 z wer 
十 一 二 一 —= -—; == —coth 一 . (6.82) 
e* — 1 2 2e*—1 2 e*/* — ¢ < 2 2 


i 是 “ 双 曲 余 切 ” 函 数 ， 在 微 积分 书 中 则 定义 为 "osh 2/sinhz, By 
们 





cosh z = 





sinh z = (6.83) 





aan maU A 2 故而 了 coth 的 每 个 
标号 为 奇数 的 系数 必定 为 夫 


B; = Bs = B7 = Bg = By = Bgu =--- = 0. (6.84) 


此 外 ， (6.82) 给 出 了 coth 的 系数 的 一 个 封闭 形式 ， 
ae = 2,5 n = - Bag Ti (6.85) 


但 是 双 曲 函数 并 没有 太 多 的 用 武之 地 ， 人 们 对 “真实 的 ”三 角 函 数 更 感 兴 
趣 . 我 们 可 以 通过 法 则 


sinz = —isinhiz, cosz = coshiz (6.86) 


将 通常 的 三 角 函 数 用 它们 的 双 曲 函数 来 表示 . 对 应 的 帘 级 数 是 











zcothz 一 5 








| es -5 | wo A 
sin z = — — —+ — — sinhz = — + —+ — 

1! 3! 5! 1! 3! 5! 

_0 me ~4 .0 2 | 
CoS Z = + -. | coshz = 十 十 于 

0)! 2! 4! 0! 2! 4! 


于 是 cot z = cos z/sin z = icoshiz/sinhiz = icothiz， 我 们 就 有 


我 看 出 来 了 ， 我 们 用 虚数 得 到 了 “真实 的 ”函数 . 


zcotz 的 为 一 个 引 人 注 目的 公式 是 由 欧 拉 (习题 73) 


zcot z 


| 
上 一 
| 
NM 
Di 
bo 
> 
Ml x 
| 
w 
to 


我 们 可 以 将 欧 拉 的 公式 按照 2 的 最 展开 ， 这 就 得 到 











te O, > ee <= +::- 
zcotz=1-—2 (= F 74,4 jä pns 
k21 


E 2? 的 系数 与 其 在 为 一 个 公式 (6.87) 中 的 系数 相等 
限 和 式 给 出 一 个 几乎 不 可 思议 的 封闭 形式 ， 


2n— L, 1?” Bo, 
(2n)! , BA n > 0. 





Cc(2n) = HY?) = (= 12 


(6.87) 


发 现 的 : 


(6.88) 


， 就 对 无 穷 多 个 无 


(6.89) 


(6.90) 


(6.91) 


公式 (6.89) 不 仅仅 是 Hs" 的 封闭 形式 ， 它 还 告诉 我 们 Ban 的 近似 大 
小 ， 因 为 Hx 当 n 很 大 时 非常 接近 于 1. 它 告诉 我 们 ， 对 所 有 n> 0 都 有 
(-D" Bo > 0， 于 是 非 零 的 伯 努 利 数 交替 地 改变 符号 . 


， 伯 努 利 数 还 出 现在 正切 函数 的 系数 中 


sin 2 1)” ly In nn’ 
tan z = 一 => (—1) _B», (6.92) 


COS 2 (2n)! 


| 从 此 处 开始 跳 过 . 


它 也 出 现在 其 他 的 三 角 函 数 中 (习题 72) . 公式 (6.92) 引导 出 有 关 伯 
努 利 数 的 另外 一 个 重要 事实 ， 也 即 








n20 


ni (4 — 1) 


2n 


Ton-1 = | Ban 是 一 


一 个 正 整 数 . (6.93) 
例如 ， 我 们 有 





[其 中 诸 数 了 称 为 正切 数 (tangent number) . | 








根据 B.EF. Logan 的 思想 ， 证 明 (6.93) 的 一 种 方法 是 考虑 早 级 数 
sin 2 + T cos Z 2、 a3 an E a N 2 
=T +(1 +r )z + (22° +2r)— + {6r + 82° + 2)— +- 
cos z — ISINz 2 6 
-5 T(x). (6.94) 
— n! 
其 中 了 atz) 是 关于 z 的 多 项 式 ， 置 z = 0 给 出 0) =Th, ERA "个 正切 


数 . 如 果 我 们 对 (6.94) 关于 z 求 导 ， 得 到 


1 i. yn 
x)? =) Tal), 


(cos z — rsinz n>0 




















fia h 这 就 是 tan(z +w), Re, BERDEZ, tanw 的 n 阶 导数 是 
ni{tanw). 


但 是 如 果 关 于 z 求 导 ， 就 得 到 





nī 


1+ pol i | 
< = 2 Tel Gap = Tati (2) 5. 


(cos z — rsinz = a 


《请 答 试 一 做 ， 这 里 抵消 得 很 和 干净. ) 于 是 我 们 有 
Th (I (1 十 区 T (x), Tolir) = 2, (6.95) 
ee, eee 
外 ， 我 们 很 容易 证 明 和 atz) 的 次 数 是 +1， 且 它 的 系数 交 蔡 取 零 和 正 
数 . 这 样 一 来 ， n+ltU) = !2n+l 就 是 一 个 正 整数 ， 恰 如 在 〈6.93) 中 所 
斯 言 的 那样 . 


递归 式 (6.95) 给 我 们 一 种 通过 正切 数 计 算 伯 努 利 数 的 简单 方法 ， 只 用 
到 关于 整数 的 简单 运算 . 相 比 之 下 ， 定 义 它 的 递归 式 〈6.79) 涉及 与 分 
数 有 关 的 困难 的 算术 运算 . 


如 果 我 们 想 要 计算 从 a 到 4 一 1 而 不 是 从 0 到 nn 一 1 的 n 次 曙 之 和 ， 第 2 章 的 
理论 告诉 我 们 


b-1 


b a. 
>. pma ` NOT = S,,(b) — S,,(a). (6.96) 
a 


k=a 


当 我 们 考虑 的 负 值 时 ， 这 个 恒等式 有 一 个 有 趣 的 推论 : 我 们 有 








—1 n—1 


= k™ = (—1)™ X k™, m>0. 


k=—n+1 k=0 


因此 


Sm(0) Hi Sm(—n T 1) = i= (Sin (72) = Sm(0)). 


但 是 $m(0) =- 0， 故 我 们 有 恒等式 
S,(1 —n) = (-1)™"'15,,(n), m> 0. (6.97) 


(“4m s Pu f, Johann Faulhaber 于 1631 年 HL19] 隐 含 地 用 了 (6.97) 求 出 关于 
n(n 十 1)/2 的 多 项 式 Sml) 的 简单 公式 ， 见 参考 文献 [222]，) 


于 是 Smt1) = 0. 如 果 把 多 项 式 Sm(n) 写 成 分 解 的 形式 ， 它 总 有 因子 n 和 
n—l, ie 有 根 0 和 1. 一 般 来 说 ， Sm(n ) 是 一 个 eee met AG 


{mt 1 


] 
项 为 m+1 此 外 ， 我 们 可 以 在 (6.97) 中 取 ” ”3， 由 此 推出 








md 


(Ge a 


1 
A EE E a eee 
我 们 会 发 现 简单 的 分 解 式 


， l 1 ， 
So(n) = an (r — 3) (n — 1). 


我 们 本 来 就 可 以 利用 这 种 推理 导出 SCL, TACT EE 此 外 











Sm(n) = Sm(n)/ (: 一 7 
(6.97) 意味 着 : 含有 剩 下 来 的 因子 的 多 项 式 a7 
是 满足 


Sm(1 —n)= Sm(n). m fe (A H. m > 0. 
由 此 推出 ， Smt 总 可 以 写成 分 解 的 形式 





1 [m/2] 1 1 
peia m 是 奇数 
m k=l 
ac aa eed ( 6.98 ) 
2 m/2 1 1 es aye 
a I] KITE ea ’ m 是 偶数 。 
k=1 





1 
这 里 2， 而 和 Om EER CNES mA. 例如 ， 


Y \ l \ 147 
2 4\2 ] la 1 Fae N a 
S5(m) = n {n — 1) a + 73/4 n—->— yv 3/4 | /6; 
ft a l ， l l 1] ] _\Y S 
S6(n) =ntn—=)}(n—1){n—-=+a 7 一 一 一 位 一 一 十 a n—-~—a@]/f, 
2 2 2 2 2 i 


VOETE E E E 
“=2%3 ( Y V3 + V7 +iy/ V31- V27). 
其 中 


ZN 








如 果 mea AKA, BURA Bm = 0， 于 是 Sm (可 以 被 n? (也 被 
(一 1) 整除 反之， Sml 的 根 似乎 并 不 服从 这 一 简单 的 规则 . 





跳 过 部 分 到 此 结束 . 


我 们 通过 观察 伯 努 利 数 与 斯 特 林 数 的 关系 来 结束 对 伯 努 利 数 的 研究 ， 计 
算 ml) 的 一 种 方法 是 将 通常 肾 改 变 成 下 降 震 ， 因 为 下 降 过 的 和 式 较 为 
容易 . 解决 了 那些 容易 的 和 式 之 后 ， 我 们 就 能 返回 到 通常 蜡 : 


es) 
ste 


m\ 1 \jti-k | 了 十 工大 
一 had 1) wae 
0 


j2 k>0 




















Te, SENS (6.78) FI ERZE, FM we A tas st 
十 =" m+ 
Oe ee ae ow 


j20 


直接 证 明 这 个 关系 式 可 能 会 更 好 一 些 ， 由 此 可 以 用 一 种 新 的 方式 发 现 伯 
努 利 数 . E A T AAIEN (600) A AMLA A EA 
乘 以 m 生 +， 表 6-3 或 者 表 6-4 中 的 恒等式 并 未 给 出 任何 明显 的 提示 . 如果 














| fm) [m t |/= 1/(m-+ 2) 
k==m 十 1， 左 边 的 和 式 正 好 是 【mj [rl ， 所 以 
这 种 情况 容易 解决 .而 如 果 上 = m， 则 左边 的 和 式 就 是 


m m = m| |m+1], cod ] | l 
mo — (m+1) =-(m-— l)— -m = —- 
m — 1 m m m 2 2 2, 此 情 


形 也 非常 容易 . 但 是 如 果 k < m， 左 边 的 和 式 看 起 来 困难 多 了 .如果 伯 
努 利 当初 走 的 是 这 条 路 ， 那 他 有 可 能 不 会 发现 这 些 数 ， 








m+ 1 m m 
TE e ae 
好 和 难以 处 理 的 分 母 抵 消 ， 左 边 就 变 成 


m 十 1| 17 十 1 Cn m J+1], 4 \j4i-k 
DA k | pa Sey ae 
. J20 


jo 


X k< mif, WH (6.31) 知 第 二 个 和 式 是 零 . 这 就 剩 下 第 一 个 和 式 ， 
它 急 需 改 变 记 号 . 我 们 来 重新 命名 变量 ， 使 得 求 和 指标 是 大 ， 而 其 他 的 
参数 是 m 和 n. 这 样 恒等式 (6.99) 就 等 价 于 


/ 天 一 ma 
€ 一 1 l \ 
Se = (2) Brom tlm =n =], m>0 (6.100) 
: k m k n\m 


好 的 ， 我 们 得 到 了 茶 种 看 起 来 更 合适 的 东西 ， 尽 管 表 6-4 对 下 一 步 如 何 
进行 依然 不 能 给 出 任何 明确 的 建议 . 


表 6-8 中 的 卷 积 公式 现在 癌 我 们 伸 出 了 援手 . 我 们 可 以 利用 (6.53) 和 
(6.52) 以 斯 特 林 多 项 式 改 写 求 和 项 : 


n\ | 大 | _;_ qyn-kt n! k! Pe 
6 A Di TEA 一 




















情况 好 转 ，〈6.50) 中 的 卷 积 对 上 = 1 给 出 


n—m 


X on-k(—k)ok-mlk) = 》 on-m-x (2n + (n — m — k)) o4(m + k) 


m— n 7 
= ——On-m(m—n+(n—m)). 
(m){—n) 


公式 (6.100) 现在 得 到 了 验证 ， 且 我 们 发 现 伯 努 利 数 与 斯 特 林 多 项 式 
中 的 常数 项 有 关 : 


| 略 读 部 分 到 此 结束 . 





Bm 


= —mo,,(0). (6.101) 
m! 





6.6 WIZ FIBONACCI NUMBERS 
现在 我 们 要 研究 一 个 最 讨 人 喜欢 的 特殊 数列 ， 斐 波 那 契 数列 (Pr) 





与 调和 数 以 及 但 努 利 数 不 同 ， 获 波 那 娘 数 是 很 简单 的 整数 .它们 由 递归 


za 


Fo = 0, 
fj= 1, (6.102) 
Fn = Phn-1 + Fra, n> | 


定义 . 这 一 规则 的 简单 性 〈“ 它 是 每 个 数 都 依赖 于 前 面 两 个 数 的 最 简单 的 
VAT) AS SEI AL BUEN SZ Ta eB R. 


a F meee EAR RAT DERE A ZAH h 
a oe. 只 雄 蜂 的 家 谱 . 每 只 雄 蜂 (也 称 为 公 蜂 ) 是 由 一 只 上 肉 蜂 

也 称 为 峰 后 ) 无 性 繁殖 出 来 的 ， ， 然 而 每 一 只 \ 肉 蜂 有 两 个 父 奉 ， 一 雄一 
if 树 的 前 面 几 层 如 下 : 


这 个 例子 的 回归 自然 的 特征 令 人 展 惊 .这 本 书 应 该 被 禁止 . 


nih ee 
F 

















公 蜂 有 一 位 祖父 和 一 位 祖母 ， 有 一 位 曾祖 父 和 两 位 曾祖 母 ， 有 两 位 高 祖 





父 和 三 位 高 祖母 *. 一 般 来 说 ， 用 归纳 法 容易 看 出 ， 它 恰好 有 Enhi n 
代 祖 父 和 fan+2 位 n 代 祖母 . 


“为 了 与 后 面 的 一 般 情形 的 定义 相 适 应 ， 这 里 可 以 将 祖父 祖母 改称 为 0 代 祖父 和 0 代 祖 母 ， 将 曾 
祖父 和 曾祖 母 改 称 为 1 代 祖 父 和 1 代 祖 母 ， 将 高 祖父 和 高 祖母 改称 为 2 代 祖父 和 2 代 祖 母 ， 等 等 . 


斐 波 那 契 数 常 在 自然 界 中 发 现 ， 似 乎 是 由 于 与 蜜蜂 树 法 则 相 类 似 的 原 
因 .， 例 如， 一 个 典型 的 同日 葵 有 一 个 很 大 的 伞 盖 ， 它 包含 了 螺旋 般 紧 密 
挤 在 一 起 的 小 花 ， 通 常 朝 一 个 方向 有 34 个 螺旋 ， 而 朝 另 一 个 方向 有 55 
个 ， 较 小 的 伞 盖 则 有 21 个 和 34 个 ， 或 者 13 个 和 21 个 . 一 个 有 89 个 和 144 个 
0 类 似 的 模式 还 在 某 些 种 类 的 松 果 中 出 
现 过 . 














咽 ， 叶 序 学 . 就 是 对 出 租车 的 热爱 3. 





3phyllotaxis 〈 叶 序 学 ) 是 philo〈 爱 ) +taxis (出 租车 ) . 








这 里 有 一 个 不 同 特征 的 例子 :假设 把 两 片 窗 玻璃 背靠背 地 放 在 一 
起 ， 有 多 少 种 方法 an 使 得 光线 在 改变 了 n 次 方 回 之 后 可 以 透 过 来 或 者 被 
反射 回去 ? 前 几 种 情形 如 下 : 





当 n 是 侦 数 时 ， 我 们 有 侦 数 个 反弹 ， 且 光线 从 玻璃 穿 透 过 去 ;而 当 n 是 

奇数 时 ， 光 线 被 反射 并 重新 出 现在 原先 进入 的 同一 侧 . 这 些 on 似乎 就 是 
斐 波 那 契 数 ， 对 上 图 稍 作 凝视 即 可 知道 理由 : HPS 2, 7 次 反弹 的 光线 
或 者 是 做 第 一 次 反弹 离开 对 立 面 并 继续 以 or-1 种 方式 运行 ， 或 者 首先 反 
弹 离 开 中 间 的 面 然 后 再 次 反弹 回来 ， 并 以 an-2z 种 方式 运行 到 结束 . 这样 
我 们 就 有 斐 波 那 契 递归 式 an = an-1 二 an-2. 其 初始 条 件 是 不 同 的 ， 但 也 不 
是 非常 不 同 ， 因 为 我 们 有 a0 = 1= 以 及 a =2= f3， 于 是 每 一 项 都 简 

单 平移 了 两 位 ， 且 有 mm = Fry 


列 奥 纳 多 : 斐 波 那 契 于 1202 年 引入 了 这 些 数 ， 数 学 家 们 则 逐渐 开始 发 现 
有 关 它 们 的 越 来 越 有 意思 的 东西 . 爱德华 ' 户 卡 斯 ， 这 位 在 第 1 章 里 讨论 
河内 塔 智力 问题 的 创立 者 ， 在 19 世 纪 后 半 叶 极其 深入 地 研究 了 斐 波 那 契 


数 〈 事 实 上 正 是 卢 卡 斯 使 得 “ 斐 波 那 契 数 * 这 一 名 称 广为人知 ) ， 他 发 现 
的 一 个 信人 结果 是 ， 用 站 流下 才 的 性质 证 明了 39 伍 的 枯 表 数 2”- 
KE AR BK 


“ 斐 波 那 契 数列 具有 众多 有 趣 的 性 质 .” 
一 一 卢 卡 斯 259] 




















意大利 天 文学 家 G. D. 卡 西 尼 5 于 1680 年 首先 发 表 的 关于 斐 波 那 契 数 的 
-个 最 古老 的 定理 是 恒等式 


FayiFn-1 — F? =(-1)", n>0. (6.103) 


例如 ， 当 n= 6 时 ， 卡 西 尼 的 恒等式 正确 地 断言 了 13 x 5 一 8 等 于 1. 
(约翰 内 斯 : 开 普 勒 在 1608 年 就 已 经 知道 了 这 个 规律 (204 ) 


一 个 包含 了 形 如 Free (对 于 的 较 小 值 ) 的 辈 波 那 问 数 的 多 项 式 公 式 可 
以 变换 成 一 个 只 包含 所 和 fmt1 的 公式 ， 因 为 我 们 可 以 通过 法 则 





Pm 一 Fm4+2 z Fm4 (6.104) 
来 用 更 高 次 的 裴 波 那 契 数 表示 Fm CA m <n 时 ) ， 且 可 以 通过 
Pin = Fm-2 T Lm-1 (6.105) 


来 用 较 低 次 的 斐 波 那 契 数 代替 Fn (244m > n+1 时 ) . 例如， 我 们 可 以 
Æ (6.103) PH Enti — Pop Qt fw-1!， 从 而 得 到 形 如 


F? — Fey fh — F? = (-1)". (6.106) 
的 卡 西 尼 恒等式 . ab, SH n+ 1 来 代替 上 时 ， 卡 西 尼 恒等式 就 变 成 
到 本 一 了 = (-1)"", 


ig (Fost + Fn) Fn = Fnn ==(-1)”* 是 相同 的 ， 而 后 者 与 (6.106) 相 
同 。 因 此 卡 西 尼 (n) 为 真 当 且 仅 当 卡 西 尼 (n + 1) 为 真 ， 于 是 根据 归纳 
法 ,方程 (6.103) 对 所 有 都 成 立 . 


卡 西 尼 恒等式 是 一 个 几何 悖 论 的 基础 ， 这 一 迟 论 则 是 刘易斯 : 卡 罗 尔 最 
喜爱 的 难题 之 一 [5552 53649， 其 想法 是 取 一 个 棋盘 并 将 它 切 成 四 块 ， 























然后 再 将 这 些 雁 片 重新 组 装 成 一 个 定形 : 






































瞬间 惊 变 : 原来 的 8 x 8 = 64 个 单位 正方 形 的 面积 ， 经 过 重新 安排 得 到 
5 x 13 = 65 个 单位 正方 形 ! 类 似 的 构造 是 将 任意 一 个 Fn x 严正 方形 利用 
Pati, Fr, Fn- 2 作为 长 度 分 成 四 块 ， 如 图 示 所 给 长 上 度 分 别 为 13、 
8、5 和 3 那样 .结果 得 到 一 个 Fn- X Pn FB, ARGH (6.103) ， 于 是 就 
多 出 一 个 或 者 少 掉 一 个 单位 正方 形 ， 这 要 根据 n 是 偶数 还 是 奇数 来 决 
定 . 


这 一 悖 论 的 解释 是 因为 .…... 好 吧 ， 魔 术 是 不 该 被 揭 密 的 . 


严格 地 说 ， 除 非 m > 2, AMAA RENAL Ask 66.105) ， 因 为 我 们 
没有 对 取 负 值 的 nn 定义 过 五 :如果 我 们 取消 掉 这 个 边界 条 件 并 利用 
(6.104) 和 (6.105) 对 负 指 标定 义 了 斐 波 那 契 数 ， 那 么 许多 问题 的 处 
理 就 变 得 更 加 容易 . 例如 ， 事 实 表 明 iMi i Fos, FPA Fo 
就 是 6 一 了 1 = 一 1 按 此 方法 我 们 得 到 如 下 的 值 


























A (由 归纳 法 ) 很 快 就 清楚 有 
i (6.107) 


当 我 们 用 这 种 方式 推广 斐 波 那 契 数列 时 ， 卡 西 尼 恒 等 式 (6.103) 对 所 
有 整数 mn 都 成 立 ， 而 不 仅仅 对 m > 0 为 真 . 


FA (6.105) VAR (6.104) 可 以 将 nix 转化 为 Pr fr+1 的 组 合 ， 通 过 这 
一 过 程 引 导出 一 系列 公式 


Fn42 = Fn41 + Pr Pn-1 = Pri — Pn 





了 n+3 = 2Fn+1 a Fh Fn_2 intl™T 2Fn 
Pri = 3Fn41 + 2Fn Fn-3 = 2PFn+l — 3Fn 
Fn+5 = oFnt+l T 3Fn Fn-4 一 —3Pn+l T OF n, 
其 中 另 一 种 模式 变 得 明显 可 见 : 
Prirg = PrPnsi tt Fr_iFn. (6.108) 





这 个 恒等式 容易 用 归纳 法 证 明 ， 它 对 所 有 整数 k 和 n〔 正 的 、 负 的 以 及 
零 ) 都 成 立 . 
如 果 我 们 在 (6.108〉 中 取 上 =n， 就 发 现 有 
Po, = FnEn41 + Pn_ifn, (6.109) 
从 而 fan 是 本 的 倍数 .类似 地 有 


Tan = FonFntl T Pon-1 Fp; 


M o 0 E A sen eee 
大 和 n, 


PE, TAREE SAA Ps CES 1610) 既是 Pai ee Ce 三 的 倍 
数 〈 它 们 分 别 等 于 2 和 5) . 事实 上 ， 甚 至 还 有 更 多 的 结论 为 真 ， 习 题 27 
证 明了 

gcd{ Pinas Fr) = Fycd(m,n): (6.111) 


例如 ， ged( Fi, Fis) = gcd(144, 2584) = 8 = Fe. 


现在 我 们 可 以 来 证 明 (6.110) 的 逆 命 题 了 : WR n > 2 且 fw 是 所 的 倍 
数 ， 那 么 mÆ n 的 倍数 .因为 如 果 EEn, A 

PN gcd( Fm, Fa) = Ficd(mn) < im. 这 仅 当 Fycd(mn > fn 时 才 有 可 能 ， 我 们 的 
假设 n > 2 使 得 必定 有 edln, n) = nig n\m. 


这 些 整 除 性 想法 的 推广 曾 被 尤 里 - 马 带 亚 舍 维 奇 用 在 他 那 著 名 的 证 明 [269 





P: 不 存在 可 以 确定 一 个 给 定 的 整 系数 多 变量 多 项 式 方程 是 侣 有 整数 解 
的 算法 . 马 带 亚 舍 维 奇 引 理 说 的 是 ， 如 果 n > 2, MERR Fn Fr 
的 倍数 ， 当 且 仪 当 mm 是 fn 的 倍数 . 





我 们 通过 对 = 1,2,3,… 观察 序列 (Fin mod Fi)， 并 研究 何 时 有 

Fin mod F? 一 = 0, Pe tole (我 们 知道 ， 如 果 

Pm mod Fn = 0, mil FEF OO kn.) 首先 我 们 有 Fn mod Je = Fr, 这 并 不 是 
Z. 其 次 ， 根 据 (6.108) 有 


Fon = PnFntl T Pn-_iFn = 2 FF nt (mod F?), 


因为 Prat = Pn-1 (mod Fn) -X 4th, 


Fong, = F? + F? = F? (modF?). 


这 个 同 余 式 使 得 我 们 可 以 计算 
F3n = Fon41 Fn F Fon Fn-1 
= Fĉ Fn + (2F nF nai) Fas = 3F2,,Fn (modF?); 
了 3n+1 = Pont 1 Fn4 LT Fan Fh 
= pi ice + (2 2 PnP n+ 1) Fn =p, 1 (mod Fi). 


T 


一 般 来 说 ， 对 大 用 归纳 法 会 发 现 


Fin 三 大 Fe 1 和 Rn+ 1 三 天 


n+l 





( mod F°). 


现在 Pri Fn 互 素 ， 所 以 


Fin = 0 (mod F?) & kF, =0 (mod F?) 
+ k=0 (modF,). 


PNA UE FB aie WL AR ay | BB. 


SEV ABS BUS — AP ic HEE PE E ENTE AS RN EREDA 
法 . 我 们 记 
jè>kejzk+2. (6.112) 








那么 每 个 正 整数 都 有 唯一 的 表示 形式 
n = Fy, + Fe, tet Fe hy > ky > kO. (6.113) 


pear 以 前 ， 经 典 焚 文 著作 Prakrta Paiñgala (413204) 的 不 知名 作者 实际 上 知道 这 个 
ARIE SK. 


(这 是 Zeckendorf 定 理 2461]，B801.，) 例如 ， 计 算 表 明 ，100 万 的 表示 是 


1 000 000 = 832 040 + 121 393 + 46 368 + 144 + 55 
= Poy + Fẹ» + Fy +F + Fio. 


应 用 " 贪 柳 "算法 ， 选 取 “是 < mA KAT E 波 那 契 数 ， 然后 选取 fi 是 
fh 的 最 大 的 韭 波 那 契 数 ， 这 样 一 直下 去 ， 我 们 总 可 以 求 得 这 样 的 
RAK. (更 确切 地 说 ， 假 设 Fk Sn < Fri, PARMA 

) S n Fk Fro — Fe = Pei QR n È MER 2M, (6.113) 就 对 
ee en n 一 Pra “7S SEU AB 
契 表 示 fks tot FP OO RBIS ki =F, (6.113) 就 成 立 ， 因 为 不 等 
Th Pk, SN Fk < Prive k > ko.) 反 过 来 ， 任 何 一 个 形 如 (6.113) 的 
表示 都 意味 着 





Py sn< Fki+1, 
AIH k > k>- > k, D OR Eka bo + Pe AIET RER aK EL 
Fk-2 a Fk-4 a ES E Fk mod 2+2 = Fpi = 1, 如 果 k 之 2. (6.114) 


这 个 公式 容易 用 关于 的 归纳 法 加 以 证 明 ， 当 为 2 或 者 3 时 ， 左 边 是 
qO DE, Sat ed 述 过 的 用 贪 禁 算 法 选取 的 值 ， 而 且 该 表示 法 
必定 是 唯一 的 . 


任何 有 唯一 性 的 表示 系统 都 是 一 个 数 系 ， 这 样 一 来 ，Zeckendorf 定 理 就 
引导 出 辈 波 那 契 数 系 . 我 们 可 以 将 任何 非 负 整数 n 用 0 和 1 的 一 个 序列 来 
48» 记 
n = (bmbm-1 bo)F On = 3 by. Fr. (6.115) 
k=2 


这 个 数 系 有 点 像 二 进 制 ( 以 2 为 底 ) 记号 ， 除 了 这 里 从 来 不 会 出 现 连续 


两 个 1 之 外 . 例如 ， 从 1 到 20 的 数 用 裴 波 那 契 数 系 表示 束 是 


| 三 (000001)F 一 (001001)F 11 = (010100) F 16 = (100100) F 
2 = (000010) 7 = (001010) p 12 =(010101)-  17=(100101)p 
3 = (000100) F 8 = (010000) F 13 = (100000) F 18 = (101000) F 
4 = (000101) — (010001) 14 = (100001)F 19 = (101001) F 
5 = (001000) F 10 = (010010) F 15 = (100010) F 20 = (101010) 
Ri ri 2a HH H9100% #1 波 那 契 表 示 可 以 与 它 的 二 进 制 表示 
319 14 218 4 921 T 4 916 上 914 二 99 十 96 VE 比较 : 
(1 000 000)10 = (10 001 010 000 000 000 010 100 000 000)F 


= (11 110 100 001 001 000 000)o. 


SEAR R RAN IS ts BES AB, ALAA TRE REKL, 87X 
两 个 表示 是 类 似 的 . 


在 斐 波 那 契 数 系 中 加 1 有 两 种 情形 . 如 果 “ 个 位 数字 ”是 0， 我 们 就 把 它 变 

成 1， 那 样 就 增加 了 到 = 1， 因 为 个 位 数字 就 是 Foz, WAR oe 

意义 的 数字 就 是 01， 我 们 将 它 改 为 10 CORR Fo- F=). 

后 ， 我 们 必须 根据 需要 尽 可 能 多 地 “进位 >， 将 数字 模式 “011? 改 

为 “100”， 直 到 没有 两 个 相 邻 的 1 出 现 为止 . (这 一 进位 法 则 等 价 于 用 

Pn+2 HRE Fm441 + Fm. ) 例如 ， 从 5 一 (1000)F 到 | 6 一 (1001)F ， 或 者 从 

6 = (1001) )r Bl] 7 7 = (1010) FANE = BEE AY , 但 是 从 7? 7 = (1010) jr: 8 = (10000) F 
必须 进位 两 次 ， 


到 目前 为 止 ， 我 们 讨论 了 裴 波 那 契 数 的 许多 性 质 ， 但 是 还 没有 触及 它们 
的 封闭 形式 . 对 于 斯 特 林 数 、 欧 拉 数 或 者 伯 努 利 数 ， 我 们 也 都 没有 找到 
7 十 1 ， 
五 元 三 /721. 
封闭 形式 ， 但 是 对 调和 数 可 以 发 现 封 闭 形式 2 |’ 4 FAH 
他 已 知 的 量 之 间 有 关系 存在 吗 ? 我 们 能 人 否 “ 解 出 ”定义 PA VA TE? 




















十 57 + 8a? 十 137 十 217 + 347 是 1 被 三 项 式 





肯定 的 . FRE, 利用 我 们 在 第 5 章 简略 讨论 的 生成 函数 这 一 思 
有 一 个 简单 的 方法 求解 这 个 递归 式 . 我 们 来 考虑 无 穷 级 数 


吉本 


a 可 LC 


PQ) =i es ae eee ye (6.116) 
n20 
如 果 能 对 了 (3) 求 得 一 个 简单 的 公式 ， 就 极 有 可 能 对 它 的 系数 Pe 
个 简单 的 公式 . 





























指出 各 项 之 间 关 系 的 量 7; S t 与 分 数 的 分 母 中 的 那些 量 相同 ， 这 一 性 质 不 论 明显 到 什 
程度 lise ED aL eine 
困难 . ， 





一 斯 特 林 [33 


在 第 7 章 里 我 们 要 集中 力量 详细 讨论 生成 函数 ， 不 过 在 这 里 解决 这 样 一 
个 相关 的 例子 也 是 有 助 葡 的 . 如 果 用 :以 及 z 瑟 乘 此 需 级 数 并 看 看 会 发 
生 什么 ， 我 们 就 会 发 现 野 级 数 542) 有 很 好 的 性 质 : 





F(z) = Fo + Fiz + Foz? + F32” + Fyz' F F52” 十 
z F(z) = Foz = Fiz? T Foz? T F324 于 Fyz” -> 
z2 F z) = Foz” + F) 23 4 Faz“ 一 F32° 一 


如 宁 现 在 从 第 一 个 方程 中 减 去 后 面 两 个 方程 ， 那 么 根据 辈 波 那 契 递归 
Kh, GA SUR RR. 此外， 常数 项 fo 实际 
上 永远 不 会 在 第 ee 
来 的 就 是 (位 一 了 f0)z， 它 恰好 是 z. 换 言 之 ， 

F(z) 一 zF(z) — 2F (z) =z, 


对 了 (3 求解 就 给 出 紧 竣 的 公式 











F(z) = (6.117) 


1 一 z 一 22 
现在 我 们 把 斐 n AS 昌都 浓缩 成 为 一 个 简单 的 《尽管 不 能 
PRAM) 表达 式 2 :一 2). 无 论 信 与 不 信 ， 这 总 是 个 进步 ， 因 为 我 们 
可 以 对 分 分 区 因子 ， 然 后 利用 部 分 分 信 来 得到 一 个 公式 ， 条 这 个 公式 
容易 展开 成 蝴 级 数 . 这 个 震级 数 中 的 系数 就 是 辈 波 那 契 数 的 封闭 形式 . 


如 采 我 们 倒 回去 进行 ， 刚 才 概述 的 解决 方案 似乎 可 以 更 好 理解 一 些 ， 如 
果 我 们 有 一 个 更 加 简单 的 生成 函数 ， 比 方 说 是 1/(1 一 Qaz)， 其 中 a 是 常 
数 ， 我 们 就 知道 AeA AA 








] 
1—az 


类 似 地 ， 如 果 我 们 有 一 个 形 如 4/(1 一 a2)+B/(1 一 Pz) 的 生成 函数 ， 其 系 
BURA Die, AA 


l = i 1 =. 一 4》， (az) + BY (82)" 


n=O n=O 


2 3.3 





9 
一 1 十 az 十 az 





= 》 (Aa” + BB")2”. (6.118) 
n=O 
Fz, FTAA EK AL B fll 7， 使 得 
A B 


1— az 1 一 Bz 1—z-—2?' 


而 我 们 将 会 找到 EFE a" 的 系数 到 的 一 个 封闭 形式 4a + BOW 其 左边 
可 以 重新 写成 














A o B A — Az + B — Baz 
1 一 az 1—pz (1 — az)(1 — 82) 
故而 我 们 要 求 的 四 个 常数 是 两 个 多 项 式 方 程 
(1 -—az)(1— Bz) =1 z? (6.119) 
(A + B) — (AB + Ba)z =z (6.120) 


的 解 . RIER FORDREDE U — a2) PAER, ARE 
PRN RAAT ABCA, KRAF U — az) — eza RA 
便 地 相互 分 离开 来 . 

TERE) (6.119) 中 分 母 的 因子 写成 了 4 一 az 一 3z) 的 形式 ， 而 不 是 更 
常用 的 c(z 一 Ptz 一 户 ) 的 形式 ， 其 中 户 和 poke. 其 原因 在 于 ， 

(1 — az) ~ p ih TET RERA. 


我 们 可 以 用 几 种 方法 求 出 c 和 O-PS: 引 
入 一 个 新 的 变量 w， 并 试 求 因 子 分 解 


作者 通 第 都 无 法 抵御 技巧 的 诱惑 . 











9 可 / \/ » \ 
w“ — we z" = (w — az)(w — pz). 


然后 直接 取 w = 1 就 得 到 1 一 2 一 2 的 因子 . w — wz z? = ORARET LA 
二 次 求 根 公 式 得 到 ， 它 们 是 








这 样 一 来 号 有 











我 们 就 得 到 了 所 求 的 常数 a 和 5 


a (1+ V5)/2 = 1.618 03 不 但 在 数学 的 许多 领域 中 很 重要 ， 在 艺术 界 也 有 
其 重要 性 ， 上 自古 以 来 就 被 视 为 是 许多 种 类 的 设计 中 最 令 人 愉悦 的 比例 . 
因而 它 有 一 个 特别 的 名 称 : 黄金 分 割 比例 (golden ratio) . 我们 用 希腊 
字母 ?来 记 它 ， 以 纪念 菲 狄 亚 斯 ， 据 说 他 曾 在 自己 的 雕塑 中 有 意识 地 用 
到 过 这 个 比例 . 另 一 个 根 ( 届 一 V3)/2= 一 /9 © —0.618 03 也 有 9 的 许多 性 
质 ， 所 以 它 也 有 一 个 特殊 的 名 字 2， 即 “5 帽子 ”(phi hat) .这些 数 是 方 
Few? 一 w 一 1= 0 的 根 ， 故 而 我 们 有 


根据 欧洲 学 者 的 大 范围 实际 观察 3， 人 的 身高 与 其 肚脐 的 高 度 之 比 接近 1.618. 











$ 一 由 十 1 o? = 由 +1. (6.121) 
CHS AK OF OM AAW RHR. ) 
我 们 已 经 找到 了 (6.119) 中 所 需要 的 常数 = OMI =O, MERAH 


* (6.120) 中 的 4 和 B. 在 该 方程 中 取 x= 0 就 有 B= 一 4， 所 以 
(6.120) 就 化 简 为 











— pA + dA= 1. 


其 解 为 4= 1/(9- 6) =1/V5, FR (6.117) 的 部 分 分 式 展开 就 是 





l ] ] ] ) 
Pte > | (6.122) 
VD ] 一 pz 1 — pz y 


好 的 ， 我 们 恰好 在 需要 的 地 方 得 到 了 了 (3 将 此 分 数 如 在 (6.118〉 中 那 
样 展 开 成 需 级 数 就 给 出 "的 系数 的 封闭 形式 


] 


= ( ab” 一 人 ). (6.123 ) 


Pr = 





\ 


(这 个 公式 是 由 丹尼尔 : 伯 努 利 在 1728 年 首先 发 表 的 ， 但 是 人 们 把 它 忘 
记 了 ， 直 到 1843 年 它 又 被 雅克 : 比 奈 BH 重新 发 现 . ) 


在 惊叹 这 一 推导 之 前 ， 我 们 应 该 来 检查 一 下 它 的 准确 性 .对 n= 0， 公 
式 正确 地 给 出 i =0， 对 n= 1， 它 给 出 久 = (5 一 促 /V5， 的 确 是 1， 对 
FIORE, R (6.121) 表明 ， 由 〈6.123) 所 定义 的 这 些 数 满足 斐 
波 那 契 递归 式 ， 故 而 根据 归纳 法 它们 必定 是 斐 波 那 契 数 ， (我 们 也 可 以 
将 "以 及 人 用 二 项 式 定理 展开 ， 并 努力 寻求 V5 的 各 种 寒 ， 但 是 那 会 带 
来 极 大 的 混乱 ， 封 闭 形式 的 关键 点 在 于 不 必 提 供 很 快 的 计算 方法 ， 而 是 
要 告诉 我 们 三 与 数学 中 其 他 量 是 如 何 联系 的 .) 


只 需 一 点 洞察 力 就 能 直接 猜 到 公式 〈6.123) 并 用 归纳 法 证 明 它 . 生成 
胃 数 法 是 发 现 它 的 强 有 力 方法 ， 在 第 7 章 里 我 们 将 会 看 到 同样 的 方法 引 
导 我 们 去 求解 更 为 困难 的 递归 式 ， 附带 说 说 ， 我 们 从 不 担心 在 
(6.123) ATES EP LAY CR Ae ON, A a BL 
系数 所 做 的 大 多 数 运算 都 可 以 严格 证 明 其 合法 性 ， 而 不 论 这 些 和 式 是 否 
收敛 184， 还 有 ， 怀 疑 在 无 限 和 式 的 推理 中 有 错误 的 读者 可 以 从 方程 
(6.123) 中 得 到 宽慰 ， 一 旦 利用 无 穷 级 数 得 到 ， 束 能 用 坚实 的 归纳 证 
明了 予以 验证 . 


(6.123) 的 一 个 有 趣 的 推论 是 ， 当 n 很 大 时 ， 整 数 互 非 常 接近 于 无 理 
数 ”/Y2 (由 于 2 的 绝对 值 小 于 1， 2 就 按照 指数 速度 变 小 ， 它 的 作用 
几乎 可 以 忽略 不 计 . ) 例如 ， Fio = 55 和 Fu = 89 非 常 接近 于 
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wo" ] gr 
Fn = we AG 一 f= 
Fe | Vo 舍 入 到 最 接近 的 整数 ， (6.124) 


1 
2 


2 当 nn 为 偶数 时 ， Fake 如/V5 要 小 一 点 





二 
p" /VI< 





因为 对 所 有 n > 0 有 
点 ， 反 之 则 比 它 大 一 点 点 


卡 西 尼 恒 等 式 (6.103) 可 以 改写 成 


Pa R (—1)” 


Pa Pazi Fil, 


当 ft, 1/ FFM, BRD, Furi/ 下 必定 非常 接近 于 与 Pr/ Pa 
流 近 的 同一 个 数 ， 而 〈6424) 则 告诉 我 们 这 个 比值 接近 于 0 事实 上 
站 





Fr! = oF, + Q”. (6.125) 


(4n= 0 或 者 中 = 1 时 ， 通 过 观察 可 知 这 个 恒等式 为 真 ， 由 归纳 法 可 证 
它 对 n> eae a ACA (6.123) 中 来 直接 证 明 . ) 比值 
uti/ 了 很 接近 nti/ fn 交替 地 比 它 大 和 比 它 小 . 


巧合 的 是 ， ?也 非常 接近 于 1 英里 换算 成 千 米 的 数 〈( 这 个 数 的 精确 值 是 
1.609 344， 因 为 1 英寸 正好 是 2.54 厘 米 ) . 这 给 了 我 们 一 个 很 方便 的 方 
ents 因为 fn+! 千 米 的 距离 是 (非常 接近 于 ) fn 英 里 
距离. 


如 果 美 国 也 曾经 采用 米 进 制 ， 我 们 的 速度 限制 标志 就 会 从 每 小 时 55 英 里 变 成 每 小 时 89 干 
K. 或 许 高 速 公路 管理 人 员 会 居 慨 地 让 我 们 跑 到 90 千 米 . 


假设 我 们 想 要 把 一 个 非 斐 波 那 契 数 从 千 米 换算 成 贡 里 ， 比 如 30 千 米 ， 美 
国人 的 风格 ? 这 很 容易 : 我 们 只 需要 利用 斐 波 那 契 数 系 ， 并 在 脑子 里 用 
早先 解释 过 的 贫 焚 算法 将 30 转 化 成 它 的 斐 波 那 契 表示 21+8+1. 现在 我 们 
可 以 将 每 一 个 数 下 移 一 档 ， 得 到 13+5+1. (由 于 在 (6.113) P k > 0 
， 所 以 原先 的 “1 是 Fo, TBH" WE Pi) 下 移 大 体 上 相当 于 被 ? 除 . 
因此 我 们 的 估计 值 就 是 19 英 里 . 〈 这 已 经 很 接近 了 ， 准 确 的 答案 是 大 约 
18.6442 FF. ) 类 似 地 ， 从 英里 转换 成 干 米 可 以 同上 移动 一 档 ，30 瑞 里 
近似 等 于 34+13+2=49 千 米 . (这 还 不 非常 接近 ， 准 确 的 数值 是 大 约 
48.28. ) 
















































































事实 表明 ， 除 了 情形 7 = 4,12,54,62,75,83,91,96 和 99 之 外 ， 这 种 下 移 规 
则 对 所 有 < 100 的 每 n 千 米 都 正确 地 给 出 了 用 整数 表示 的 喘 里 数 ， 而 在 
例外 的 情形 下 ， 其 数值 比 准确 值 小 不 过 2 3? 英里， 而 上 移 规 则 也 对 所 有 
n 113 的 nn 英里 数 都 正确 地 给 出 用 整数 表示 的 干 米 数 ， 相 差 不 过 1 干 

A. 〈( 仅 有 的 真正 令 人 为 难 的 情形 是 n= 4， 此 时 对 n=3+1 的 两 个 单 
独 的 舍 入 误差 都 取 相 同 的 走 同 ， 而 不 是 相互 抵消 . ) 





“下 a n ai finjo), memmy na S/o), Heep 
f(z) = |rt] 


6.7 323s, CONTINUANTS 

斐 波 那 契 数 与 第 4 章 里 研究 的 Stern_Brocot 树 有 重要 的 联系 ， 而 且 它 们 对 
欧 拉 深入 研究 过 的 一 种 多 项 式 序列 有 重要 的 推广 ， 这 些 多 项 式 称 为 连 项 
式 〈《continuant) ， 因 为 它们 是 研究 形 如 


( 6.126 ) 











1 
a, +— 
a, 


的 连 分 数 的 要 件 . 连 项 式 多 项 式 Kn(7T1,72,… ,Tn) 有 n 个 参数 ， 且 它 由 如 
下 的 递归 式 定 义 : 


ISi 
Kı (ry ) = Fi; ( 6.127) 
Kaltis- In) = Re AL Tn in Kn olT1, ** sn): 
例如 ， AZ 后面 的 三 种 情形 是 
Kəl x1, T2) = 7172 +1: 
K3( T1 , £2, T3) = T1 T2T3 + T1 + T3; 
Ka( z1, T32, T3, T4) = T1 T3 T3T4 + T1T2 十 TIZ4 + T3T4 + l. 
用 归纳 法 容易 看 出 ， 其 项 数 是 一 个 斐 波 那 契 数 : 
Rett ee Apa tag: (6.128) 





当 参 数 的 个 数 隐 舍 在 上 下 文中 时 ， 我 们 可 以 简单 地 用 “kK” 代替 “Kn”， 
正如 在 用 第 5 章 的 超 儿 何 函 数 F 时 可 以 省 略 参数 的 个 数 . 例如 ， 

K (T1, £2) = A2(7T1,7T2) = 27172 + LÆ (6.128) 这 样 的 公式 里 ， 下 标 n 自 然 
是 必要 的 . 


欧 拉 中 1 注意 到 ， 可 以 从 乘积 tite Tn 出 发 然后 用 所 有 可 能 的 方式 去 掉 


相连 的 数 对 TkTk+1， 从 而 得 到 (Ti,7T2,…… ,Tn 我们 可 以 通过 构造 由 点 和 
划 组 成 的 长 度 为 ”的 所 有 “摩尔 斯 码 ? 序 列 来 形象 表示 出 欧 拉 的 规则 ， 其 
中 每 个 点 对 长 度 页 献 1， 而 每 一 划 对 长 度 贡 献 2， 这 里 是 一 个 长 度 为 4 
的 “摩尔 斯 码 ? 序 列 : 





这 些 点 - 划 模 式 与 Atzl zza;z4) 的 项 相对 应 : 一 点 表示 它 所 包含 的 一 个 
变量 ， 而 一 划 表 示 被 排除 在 外 的 一 对 变量 . BE, PM TiTa. 


一 个 长 度 为 n 的 摩尔 斯 码 序 列 有 个 划 、n 一 2k 个 点 ， 总 共有 nn 一 上 个 符 


k 


号 ， 这些 点 和 划 可 以 用 \、 上 /种 方式 予以 排列 . 于 是 ， 如 果 用 > 代替 每 
一 个 点 ， 而 用 1 代替 每 一 划 ， 就 得 到 


n 
a , 1 一 大 ok 本 
Kala 2 = > ( 人 )z se (6.129) 


k=0 








我 们 也 知道 在 一 个 连 项 式 中 项 的 总 数 是 一 个 斐 流 那 契 数 ， 故 而 有 恒等式 
Frat = 5 (" ras (6.130) 


k=0 


( (6.129) 的 封闭 形式 出 现在 (5.74) 中 ， 它 推广 了 关于 斐 波 那 契 数 的 
欧 拉 - 比 奈 公 式 (6.123). ) 


连 项 式 多 项 式 与 摩尔 斯 码 序 列 之 间 的 关系 表明 ， 连 项 式 有 镜面 对 称 性 : 
K (Tn, £2, £1) = K(T1, To Ta). (6.131) 


于 是 它们 除了 服从 定义 (6.127)〉 中 改变 右边 参数 的 递归 式 之 外 ， 还 服 
从 改变 左边 参数 的 递归 式 : 


Kalti Ea ) = TiKr-iltj ,Tn )+ Ko T3,°°* ,Tn (6.132) 


这 两 个 递归 式 都 是 更 一 般 规 律 的 特殊 情形 : 





Kmtn (T1, “ts Tm, Tm4l, ,Tmt+n ) 
= Km(T1, >t ,Tm K n(I Tm+l, * 50min ) 


+ | ene 9 eae Tm- iKa 1(2 Em+2;°°° arin): (6.133) 


从 摩尔 斯 码 的 类 比 看 这 个 法 则 容易 理解 : 第 一 个 乘积 Am Kn Fh BI Simin 
项 ， 其 中 在 位 置 Im, "+1 没有 划 ， 而 第 二 个 乘积 得 到 的 项 中 在 该 处 有 一 
R. 如 果 我 们 取 所 有 的 xz 等 于 1， 这 个 恒等式 就 告诉 我 们 

Fintng1 = Fm+i nti + fmfn， 从 而 ， (6.108) 是 (6.133) 的 特例 . 


欧 拉 发现 了 连 项 式 甚至 还 服从 一 个 更 为 惊人 的 规则 ， 这 个 规则 推广 
了 卡 西 尼 恒 等 式 : 





Kimin (T1,°** ,Tmt+n ) AE Im+1,°°° ,Tm+k) 
— Kink (21 ae Em+k \K (x Em+1; `, Tm+n ) 
a 二 ae \ 1 
+ (—1) Km_1(7T1,*…: Tm-—l ) Kn_k-1(Tm+k+2, “Tmtn): (6.134) 








这 个 法 则 (其 证 明 在 习题 29 中 ) 只 要 当 开 的 下 标 全 为 非 负 时 就 成 立 . 例 
如 ， 当 =2，m = 1 以 及 n= 3 时 ， 我 们 有 


K (T1, T2, T3, 14) K (£2, £3) = K(T1, £2, TI3)K (T2, T3, T4) + 1. 


连 项 式 多 项 式 与 欧 几 里 得 算法 有 密切 的 联系 . 例如 ， 假 设 gcdlm, 台 的 计 
算 经 四 步 后 结 来: 


gcd(m,n) = gcd(no, nı 





no 一 mM, ni = n; 

= gcd(n1, nə ny = no mod ny = ng — qını; 

= gced(ng, n3 nz =n; mod nə 一 ml 一 go2722: 

= gcd(n3. n4 n4=n2 mod n3=n2— gqg3n3: 
) 


= ged(n4, 0) = n4 0= n3 mod ng = ng — q4n4. 


那么 就 有 
n4 = n4 = K{) 


ng = q4n4 = K(q4)ng: 


nyi=qgnotng = K 


( 
( 

ng = q3ng+ny = K(q3, qa)n4: 
(q2, q3, qa)na: 
( 


no = qni +n = K 


Gi, 42, 43; qana. 


一 般 来 说 ， 如 果 欧 几 里 得 算法 在 大 步 后 就 求 得 最 大 公约 数 dg， 在 计算 丙 
的 序列 qg ;4k 之后， 初始 数 就 是 (qg dk jd 和 和 K(qgo,°°* ,qrj)d. 

( 汤 玛 斯 . 芬 特 列 格 尼 PB33 早 在 18 世 纪 就 注意 到 了 这 个 事实 ， 他 似乎 是 
公开 研究 连 项 式 的 第 一 人 . 列 格 尼 指 出 ， 当 诸 4 均 取 它们 的 最 小 值 时 ， 
作为 连 项 式 出 现 的 相连 的 裴 波 那 契 数 束 是 使 得 欧 几 里 得 算法 达到 给 定 步 
数 的 最 小 输入 值 . ) 


连 项 式 〈continuant) 与 连 分 数 (continued fraction) 也 有 紧密 的 联系 ， 
连 项 式 的 名 字 束 来 自 连 分 数 . 例如 ， 我 们 有 


1 _ K(a,,a,a,,a;) 
l Klaha 





(6.135) 


同样 的 模式 对 任何 高 度 的 连 分数 都 成 立 . 例如 ， 用 归纳 法 容易 证 明 


K (ag, 41, 42, 43 + 1/aq) K (ag, a1, ao a3, a4) 





K (a1, a9,a3 + 1/aq) K(a,,a2,a3,a4) ` 
因为 
Fn (21,°°* ,In-1;, Inty) = Kn(T1y ,Zn lzZn) 十 天 1Z1 ,Zn 1)7. (6.136) 


(这 个 恒等式 的 证 明和 推广 在 习题 30 中 . ) 


此 外 ， 连 项 式 与 在 第 4 章 里 讨论 过 的 Stern-Brocot 树 也 密切 相关 . 那 棵 树 
中 的 每 一 个 市 把 都 可 以 用 一 列 L 和 RAN, EET 


R%® 1% R® 1% eee Rr"-2 Ln-1. (6.137) 


其 中 ag 2 0,a; 2 1l,ag 2 1,a3 2 1,--- ,an_-2 2 l, an-1 2 0, 而 n 是 偶数 . 利 
FA (4.33) 的 2 x 2 和 窍 阵 工 和 R， 不 难 用 归纳 法 证 明 ， 与 (6.137) 等 价 的 
矩阵 是 








Kn—2(a1.°+* ,an_2) Kyn-1(ai.--> eee) (6.138) 


Kn—1(d0,41,°-- ,an 2) Kn(ao,al, an 2 an 1l) 


(其 证 明 是 习题 87 的 一 部 分 ，) 例如 ， 


| a bed +b +d | 


abc+a+c abcd+ab+ad+cd+ 1 


这 样 一 来 ， 最 后 我 们 就 能 利用 〈4.34) 对 Stern-Brocot 树 中 以 〈6.137) 1E 
A LAI RR 表 达 式 的 分 数 写 出 封闭 形式 : 


i Ky+1(d9.@1.°°* „an1, 1) MERL 
fR ee Pi ty 一 Se eee (6.139) 
Knai, ,an_1,1) 





(这 就 是 “阿尔 方 定理 ?1 和，) 例如 ， 对 LRRL 求 出 分 数 有 
a =0, a =1, @ 二 2，43 二 1 以 及 n= 二 4， 等 式 (6.139) 给 出 


本人 





K(0,1,2,1,1)  K(2,1,1)  K(2,2) 5 
7 


(我 们 已 经 用 到 了 规则 Kn lz1, >t y En—1; Tn T 1) = Kn (T1 ,Tn-l, Tn, 1) 
来 吸收 参数 列表 中 首尾 的 1， 这 一 法 则 是 在 〈6.136) FR y = 1 得 到 
的 . ) 


(6.135) 与 (6.139) 的 比较 表明 ， 与 Stern-Brocot 树 中 一 般 的 节点 
(6.137) 相对 应 的 分 数 都 有 一 个 连 分 数 表示 


] 


f(R* -L= )=a,+ i ` (6.140 ) 





d,- + 1 


n 以 在 连 分 数 与 Stern-Brocot 树 中 对 应 的 节点 之 间 快 速 转换 .， 例 
H, 


f (LRRL) = 0 +——_— 








我 们 在 第 4 章 中 注意 到 ， 无 理 数 在 Stern-Brocot 树 中 定义 无 限 的 路 径 ， 且 
它们 可 以 表示 成 L 和 RR 的 无 穷 字 符 串 . 如 果 a 的 无 穷 字符 串 是 


R™ L™ R® L” . 那么 就 有 一 个 对 应 的 无 穷 连 分 数 


CQ = ao 十 (6.141 ) 





a + 





a, + 
a, + 
这 个 无 穷 连 分 数 也 可 以 直接 得 到 ; 设 ao =a, H k 208 
] 


Ons. 





ak = | ovr, | e Qk — ak 一 (6.142) 


详 a 称 为 c 的 部 分 商 Pann quotient) . WR a 是 有 理 数 ， 比 方 说 是 


mn， 这 一 过 程 训 及 欧 几 里 得 算法 所 求 出 的 商 ， 然 后 终止 (ak4 = 
ds 


欧 拉 和 常数 7 是 有 理 数 还 是 无 理 数 ? 无 人 知晓 . 通过 在 Stern- Picot 
找 7， 我 们 可 以 得 到 关于 这 个 著名 的 未 解决 问题 的 部 分 信息 . 如 果 它 

有 理 数 ， 我 们 将 会 求 出 它 ， 如 果 它 是 无 理 数 ， 我 们 就 将 求 出 离 它 最 过 的 
所 有 的 有 理 近 似 值 . 7 的 连 分 数 由 下 面 的 部 分 商 开 始 : 


如 果 他 们 知道 了 ， 就 不 讨论 了 . 








于 是 ， 其 Stern-Brocot 表 示 的 开始 部 分 是 LRLLRLLRLLLLRRRL…， 没 
有 明显 的 模式 规律 .由 Richard BrentB81 所 做 的 计算 已 经 揭示 : 如 果 ?是 
有 理 数 ， 它 的 分 母 的 十 进 制 位 数 必须 大 于 10 000. 于 是 ， 没 有 人 相信 ” 
是 有 理 数 . 但 是 ， 到 目前 为 止 还 没有 人 能 证 明 它 不 是 有 理 数 . 


gs WR ti Bz A Sr SE ae Ay AS BTS“ Eri AN EP BAP RY, 必定 是 无 理 















































最 后 ， 我 们 来 证 明 一 个 将 诸多 思想 汇集 在 一 起 的 非凡 的 恒等式 . 在 第 3 
章 里 我 们 引入 了 谱 的 概念 ， ea 的 谱 是 数 "ae 做 成 的 多 重 集 ， 其 中 a 是 一 
个 给 定常 数 . 这 样 一 来 ， 无 穷 级 数 


> [nọ] __ 2 + z3 fy: z4 i: 26 4 z8 二 z9 ET 
2 
就 可 以 说 成 是 5 的 谱 的 生成 函数 ， 其 中 = (1+ V5)/2 是 黄金 分 割 比例 . 
我 们 要 证 明 的 这 个 恒等式 是 由 J.L. Davison[73] 于 1976 年 发 现 的 ， 它 是 将 
这 个 生成 函数 与 斐 波 那 契 数列 联系 起 来 的 一 个 无 限 连 分 数 : 











F 
— =(1-2)y z2". (6.143 ) 
TE Z z n2l 
1+ 一 一 
jie 


(6.143) APHID A, BOTS) :如果 AER AB RS 
(6.133) 是 fh 十 … + Pk, RAIA POUT Pant bo 十 k+l 
， 这 是 癌 左 移动 斐 波 那 契 表示 所 得 到 的 数 ( 如 同 我 们 从 英里 转换 成 干 米 
时 所 做 的 那样 ) . 事实 上 ， 由 (6.125) 我 们 知道 


nwo = Pe A eee E Fk +1 (da ean a kr). 





现在 有 = -IUR k Do >k > 0, BA 





1 or ae oe k 一 a p-kr-2 -krá 
—k, 
£ = ,1 k, < 1 
] 一 的 一 
又 根据 类 似 的 讨论 ， 扑 十 … 二 的 与 (-1)" 有 同样 的 符号 ， 于 是 
Lng | = Fra tet F, a Th, (2) BB. (6.144 ) 








on 4S Bm A) A SY ED BR EL, SIRF bt Eln) = 2 
， 那 么 我 们 称 这 个 数 ne ERAS 〈 或 者 简称 为 FEZO : 否则 ， 
/就 称 为 斐 波 那 契 偶数 〈 或 者 简称 为 PSO . 例如 ， 最 小 的 一 些 Pat 
数 是 1、4、6、9、12、14、17 和 19. 如 果 占 (2) 是 偶数 ， 那 么 根据 


(6.114) ， n—-l1l FBR. Ail, MRE IMB, PAn-LEF 
奇数 . 于 是 





k(n) 是 偶数 会 n- Æ F RA. 


此 外 ， 如 果 扣 (是 偶数 ， 那 么 〈6.144) 瞳 指 应 (Lo) = 2i k(n) Fe 
BH. (6.144) BUSH br (nol — y(n) LEE kellal 总 是 偶数 ， 这 
样 就 证 明了 
Ind] 一 1 总 是 一 个 FF 偶数. 

反 过 来 ， 如 果 mn 是 任意 一 个 FF 侦 数 ， 我 们 就 可 以 将 这 个 计算 反 转 过 来 ， 
求 出 满足 二 1= Lao 的 (首先 ， 如 以 前 所 解释 的 那样 ， 在 F 记 号 中 
加 上 1. 如 果 没 有 进位 出 现 ，n 就 是 (m+ 2) 次 向 右 移 位 ， 反 之 n 是 
tm 十 了 次 向 右 移 位 ，)〉 这 样 一 来 ，(6.143) 右边 的 和 式 就 能 写成 

Şal = z》 z"[m 是 FF 偶数 ]. (6.145 ) 





左边 的 分 数 呢 ? 让 我 们 改写 〈6.143) 使 得 其 连 分 数 看 起 来 与 (6.141) 
相似 ， 所 有 的 分 子 都 为 1: 


— Sy el (6.146) 
-h Ar ] 


-FP 
Beha 








ot 
《这 个 变换 有 一 氮 技巧 ! 原来 以 2" 作为 分 子 的 分 数 的 分 子 和 分 母 应 该 
用 :m-: 来 除 ，〉 如 果 我 们 在 /2 “处 终止 这 个 新 的 连 分 数 ， 它 的 值 就 将 
是 连 项 式 的 比 


Kgl oF 27%,- E a Kola 2) 








Kast ilz = wl zn) 7 Ky 1 (2 x—-Fo zz 一 Fi ... zn)’ 





ee ae 希望 它 易 于 处理 . A 





Qn = 一 Kut 1\ yS » RI 
Qo = 1, QO) =14+2" i Qy 142- oy Q3 = 1+2 i 42 + 一 


般 来 次 ， 一 切 都 很 完美 且 给 出 了 几何 级 数 








Qn =1+ zz 14+z EEE a), 
对 应 的 分 子 是 已 = Ka ，… ， 事 实证 明 它 与 Qh, DEA 
较 少 的 项 . 例如， 我 们 有 
eR a OT ee ee a 
与 之 相 比 有 95s = lt et +2 “更 仔细 的 观察 揭示 了 存在 掌控 它 的 
项 的 模式 : 我 们 有 
pe 14742742 za tz ae 42" z 2Y a” mE FM 
A m=0 


而 且 一 般 来 说 ， 我 们 可 以 用 归纳 法 证 明 
P =z ta Sm FB. 


m=0 


P, ee "DnE 
2 TE 
现在 ， 根 据 (6.145) , Sn > cc 取 极 限 束 得 出 (6.146) . 





习题 
热身 题 


4 

l l 
1 aaa 个 排列 是 什么 ? (轮换 的 形式 出 
现在 〈6.4) 中 ， 而 我 们 所 需要 的 是 2314 这 样 的 非 轮 换 形式 . ) 
2 从 一 个 有 nn 个 元 素 的 集合 到 一 个 有 mm 个 元 素 的 集合 有 mm" 个 函数 ， 其 
中 有 多 少 个 恰好 取 上 大 个 不 同 的 函数 值 ? 
3 现实 中 的 洗 牌 老 干 知道， 聪明 的 做 法 是 稍 加 放松 ， 从 而 使 得 在 有 一 
丝 风 吹 过 时 牌 不 会 倒 下 来 . 假设 要 求 最 上 面 的 大 张 牌 的 重心 离 第 大 + 15K 
牌 的 边缘 至 少 = 个 单位 . 〈 例 如， 这 样 第 一 张 牌 就 能 超出 第 二 张 牌 至 多 
人 
E? 


4 ¥1/14+1/34+---+1/(2n+ 1) iA. 


5 说 明 怎样 从 (6.74) 中 Un 2. WARE CB BATE (6.75) ， 并 求解 
该 递归 式 . 
6 一 位 探险 者 在 一 座 岛 上 留 下 一 对 小 兔 . 如 果 一 个 月 后 小 免 长 成 成 年 
的 大 兔 ， 又 如 果 每 一 对 成 年 的 大 免 每 个 月 产 出 一 对 小 兔 ， 经 过 mm 个 月 之 
后 会 有 多 少 对 兔子 ? 〈 两 个 月 后 有 两 对 ， 它 们 中 的 一 对 是 新 生 的 . ) 求 
这 个 问题 与 正文 中 的 “蜜蜂 树 ” 之 间 的 一 个 关系 . 

如 果 调 和 数 是 蠕虫 数 ， 那 么 斐 波 那 契 数 就 是 兔子 数 . 


7 证 明 卡 西 尼 恒等式 (6.103) Æ (6.108) 的 特殊 情形 ， 也 是 
(6.134) 的 一 个 特例 . 


8 利用 斐 波 那 契 数 系 将 65 英 里 /小 时 转换 成 千 米 /小 时 的 近似 值 . 
9 8 平方 英里 大 约 等 于 多 少 平方 和 干 米 ? 


10 2 的 连 分 数 表示 是 什么 ? 

















基础 题 


11 当 ? 是 一 个 非 负 整 数 时 ， 带 有 交错 符 号 的 斯 特 林 轮换 数 三 角形 的 行 


gee) eel 


12 证明 斯 特 林 数 有 与 (5.48〉 类似 的 反 演 规律 : 
gin) =Ù ‘it CDE) © f(n) =O 内 (-1)*g(k). 
k 


k 
d 
13 ”在 第 2 章 和 第 5 章 里 提 到 过 二 微分 算 子 ” dz 以 及 v = zD. 我 们 有 


9 


72 = 2D? 十 zD. 





REET E 
因为 7 fz )=0zf'( = Aaah sep Se f zf'(z ， 而 此 式 就 是 

zD? + 2D) f(z) A, AY DERG ve = 2° +322D? + 2D 4H — 般 的 公 
ee WRB n> 0 


(与 在 (5.109) 中 相同 ， anf (2) gn 
Doa D ALz) 这 样 的 微分 表达 式 之 间 转 换 . 


14 证 明 关 于 欧 拉 数 的 过 恒 等 式 (6.37). 
15 对 (6.37) 取 mm 次 差分 来 证 明 欧 拉 恒 等 式 (6.39) . 
16 当 k 和 nn 取 裔 所 有 整数 的 集合 时 ， 双 重 递 归 式 


A, =a [n> O0]; A, =9, k>0; 
A,r = khaa tAr’ k,n 是 整数 


的 通 解 是 什么 ? 


n 


k [e 








17 解 下 面 的 递归 式 ， 假 设 当 < 0 或 者 大 < 0 时 


























n Fo ae R 

|= 1 +[n=k=0], nk 20 
a k k k-1 

n n— i| jn-1 

k = (n — k) k +f = 中 = k= 0 n k-20 

n n — 1 n— 1 : 

一 大 +(n=k=0], n,k>0. 
alk =k i 区 人 i Hn=k=0], n,k 20 














18 证 明 斯 特 林 多 项 式 满 足 


(x + 1l)o,(x + 1) = (x — n)o,(r) 十 IO 1(Z). 


19 证 明 广 义 斯 特 林 数 满足 


en Gi) 
a i ， 整 数 n > 0. 
EE- 
k=0 6 ` ` dii ， 整 数 m > 0. 


(2) 


20 RE Ži E 的 封闭 形式 ， 


21 证 明 : 如 果 Hn = an/ bn, FN 其 中 ar 和 如 是 整数 ， 则 分 母 bn ze 20gnj 的 一 
个 倍数 . 


Dllgn|— H, 1 


提示 : 考虑 数 “2, 
22 证 明 : 除了 当 z 是 负 整 数 之 外 ， 无 限 和 式 


| l 
k p k Te 
k>1 


对 所 有 复数 ARC, FEH, 5 :是 非 负 整数 时 ， 它 等 于 H (这 样 一 
来 ， 当 :是 复数 时 ， 我 们 就 可 以 利用 这 个 公式 来 定义 调和 数 H.) 


23 HJR :的 暴 来 展开 时 ， 方 程 (6.81) 就 给 出 /te 一 1 的 系数 . 
2/le 十 1 的 系数 是 什么 ? 


提示 : 考虑 恒等式 (e+ 1)(e’ — 1) =e* -1. 


24 证明: 正切 数 Tani 2 的 倍数 ， 提示: 证明 Tor E)AN Pa OA 
的 系数 都 是 >" 的 倍数 . 


25 方程 (6.57) 证 明了 ， 蠕 虫 在 某 个 时 刻 ww 时 最 终 必 将 到 达 橡 皮带 的 
Ri T 必定 会 有 第 一 个 时 间 n， 它 在 nn 分 钟 之 后 比 在 7n 一 1 分 钟 之 


、 n< —N. 
后 更 加 接近 于 终点 . 证 明 ”2 





26 “利用 分 部 求 和 法 计算 5° ~ Len 提示， 也 考虑 有 关 的 和 式 
ee Ay-1/k. 
27 ULM PSEA RAH) gd 法 则 《6.111) . 


28 卢 卡 斯 数 Ln a Enti + Pn 1 FR (6.109) ， 我 们 就 有 
Pon = FnLn. 这 里 是 前 ) Lt 卡 斯 数值 的 表 : 











Q=% Q=; Qn=Qn-1+Qn-2, n>1 


的 解 Qn 可 以 用 Fah Ln 来 表示 . 
b 对 L, 求 一 个 用 5 以 及 5 来 表示 的 封闭 形式 . 
29 证 明 关 于 连 项 式 的 欧 拉 恒 等 式 ， 即 方程 (6.134) . 


30 推广 (6.136) ， 当 1s m7 时， 对 增长 的 连 项 式 
K (T1, ,Tm_1, Tm 二 Y, Tmt+l;*** ,Tn ) 求 出 表达 式 . 


作业 题 
31 对 于 用 下 降 索 给 出 的 上 升 早 的 表示 法 
cas 


k 
re 


, BMA n 20. 








n 
大 | 





k n 出 封闭 形式 .，( 例 如， = rt+ 1272+ 3622+ 242!, Mitt 


中 的 系数 
= 36. 
‘i ) 





er) ee rey 
， 得 到 了 公式 


D n+ ‘ E 6 +m + ') 3 四 E & + $ 
fesa ( k m #0 Okem n n+l 


See On a 
等 式 ? 


33 sey ee 对 下 一 个 情形 Blat ， 其 封闭 形式 
(不 包含 斯 特 林 数 ) 是 什么 ? 


34 WEBER BERR (6.35) 对 所 有 整数 上 和 nee OT, SORIA 


对 所 有 天 < )- = 那么 a ig eee 9 
35 证 明 ， 人 > 0 都 存在 一 个 整数 n > 1 (与 Æ) ， 使 得 


Hn mod 1 < 


36 是否 有 可 能 用 这 样 一 种 方式 堆放 n 块 砖 尖 :最 上 面 的 砖 不 在 最 下 面 
砖 的 任意 一 点 的 上 方 ， 而 一 个 体重 等 于 100 块 砖 的 人 可 以 站 在 最 上 面砖 
的 中 间 取 得 平衡 ， 而 不 会 使 这 堆 砖 翻 倒 ? 


用 调和 数 表 示 Zi (k mod m)/k(k +1) 假设 加 和 nn 是 下 整数 ， 当 
0 一 cc 时 ， 其 极限 值 是 什么 ? 


1) k Tgi K: 
38 PEE 


39 用 nn 和 和 Hy Oona HE 


40 ”证明 1979 整 除 1 (1 /的 分 子 ， 并 对 1987 给 出 一 个 类 似 的 结 
A. 提示: 利用 高 斯 的 技巧 得 到 一 个 由 分 数组 成 的 和 式 ， 其 分 子 是 
1979. 也 见习 题 4. 





啊 ， 那 些 都 是 素数 年 份 . 


(n+k)/2 


| | 
41 当 n 是 整数 (有 可 能 是 负 的 ) 时 ， 将 和 式 k ( : hae 
闭 形式 . 


42 A 5 是 一 个 整数 的 集合 ， 设 5+ 1 是 “平移 " 集 {7+ Ire sS). 
Mier ae } 有 多 少 个 子 集 有 如 下 性 质 ， SU (S +1) = {1,2,--:,n +1}? 


43 证 明 : 无 限 和 式 


0.1 
+ 0.01 
+ 0.002 
+ 0.000 3 
+ 0.000 05 
+ 0.000 008 
+ 0.000 001 3 


收敛 于 一 个 有 理 数 . 
44 证 明 卡 西 尼 恒等式 《6.106) WÉ: 如 果 上 和 mm 是 整数 ， 并 使 得 
|m? km 一 k*| = 那么 就 存在 一 个 整数 mm， 使 得 上 = +P 


m= £E nyi: 


45 利用 成 套 方 法 求解 一 般 的 递归 陈 


Kees. Aa Be Rea Re Ke an ES, 





46 ”cos36°? 和 cos72° 等 于 什么 ? 


47 证明 


mE lat)" 


并 在 ?为 素数 时 利用 此 恒等式 求 出 Fp mod pag Fh mod 了 的 值 . 


48 证 明 : 通过 将 与 之 相 邻 的 变量 合并 在 一 起 ， 可 以 从 连 项 式 多 项 式 中 
AEA NE Bu 


Kalti, IR Ge Tm-1 5 0. Tm+l eA Tn ) 





一 Kn_2l T1) … ;Im-2;Zm-1l + Tmtl) Tm+2)*** Tn), l<m<n. 


i SN a ere eee 
49 RŽ en 的 连 分 数 表示 . 
50 对 所 有 正 整 数 "用 递归 式 


定义 f(n). 
a 对 什么 样 的 7，f(J 是 偶数 ? 
b 证 明 f( 史 可 以 用 连 项 式 表 示 . 
考试 题 


51 设 P 是 一 个 素数 . 


三 0 (modp). 


,证明 aicc il k 


委员 | 
、 >% f = ] (modp). 
b 证 明 : wJl<k<pAl 4 


| | l 
; soe = = 0 (modp). 
c 证 明 : 如 果 p>2, 则 有 p p 


a = 0 (modp’). 


| 
提示 : 考虑 ph 

52 An BUR n/n ORE AY Ee fi PL. 
a 证 明 : 如 果 PEAR, MBA PMS PX An 
b 求 出 所 有 使 得 on BES EPR AY n > 0. 





m n ‘ Lk 
KEP : Aad Moly Hk i ‘ 去 
53 ee a 的 封闭 形式 . 提示 : 习题 
5.42 有 一 个 和 式 ， 它 没有 因子 Hr 


54 Wn > 0. 这 一 题 的 目的 是 要 证 明 3z 的 分 母 是 满足 中 一 JiN22) 的 所 
有 素数 P 的 乘积 . 


a 当 P 是 素数 且 m > 0 时 ， 证 明 Sm(p) + [和 一 TV 是 P 的 倍数 . 
b 利用 a 的 结果 ， 证 明 





B+ Y WeSC) y 是 一 个 整数 
PERK P 


提示 : 只 要 证 明 如 果 是 任意 一 个 素数 ， 那 么 分 数 Bon + [(p 一 中 \(2m)]/p 的 
分 母 不 能 被 整除 就 够 了 . 


c 证 明 : Bo 的 分 母 总 是 6 的 奇数 倍 ， 且 对 无 穷 多 个 Tl» 它 等 于 6. 
55 ”通过 对 





求 和 并 关于 z 微 分 ， 证 明 (6.70) 是 一 个 更 加 一 般 的 恒等式 的 推论 . 
“IIF Uik =m) 

56 将 De (a) Ja | 计算 成 关于 mM ns Ae sk. 

OTER TAE k = mZ ShA AE RRA.) 

57 “5 阶 围 包 二 项 式 系数 ”由 


(DCD (us) e 


0 
_)) =[k=0 
wae (i) | 定义 ， 设 8 是 在 第 4 行 中 最 大 的 数 与 最 小 的 数 之 


n n 
Qn = Oeke k E Oks k ` 


FORKU On Sj EMRA AA RA. 


> de z” F3 z” > A ` 三 | 
58 RH no 1"” 和 207"” 的 封闭 形式 .关于 量 
Fi 一 4F3 -FY ，， 你 能 得 出 什么 结论 ? 


59 证明: WR mA ne IEMA, PAPE TSB ce, EG 
F, =m (mod3"). 


60 求 所 有 正 整 数 Ths 使 得 Fh ag 1 或 者 Fy, = 1 是 二 个 素数 : 


61 证 明 恒 等 式 





1 228 Fm] 
pr Fr Hea n > 1. 


n 


Daag Fo 等 于 什么 ? 
02 设 An = h” + Oo "DR Ba =~" — h". 


a 求 常数 a 和 5， 使 得 对 所 有 n> 0 都 有 An = dna + Bn aAA 


n = Q&Q Dn-1 + PDn-2. 


b 用 FA Zn 表示 An Fl By (见习 题 28 ) 


[( Forest F 1) = Braj Anti 


c 证 明 ae s 


d 求 出 Donan Fn DER. 

附加 题 

63 {1,2,… ,n} 有 多 少 个 排列 ima… TAA kR 7 使 得 
a 对 所 有 i<j 有 <? (这 样 的 j 称 为 从 左 到 右 最 大 数 ，) 
bm 7 I? (这 样 的 7 称 为 超过 数 . ) 


| 
64 当 将 分 数 12 一 ”J 约 成 最 简 分 数 时 ， 它 的 分 母 是 什么 ? 


65 证 明 恒 等 式 





CET 
66 ” 欧 拉 三 角形 的 第 4 行 的 交错 和 和 | as 


67 证 明 
3 É + i Gs ("kL = (") | 
68 eon \(1)) 724) a tae 


69 RHH ea Ft 的 圭 闭 形式 . 


= (_1\P rin) -mm 一] 
70 —— 
71 证 明 : 通过 考虑 无 穷 乘 积 


I +7) = 


k21 
di ins 
成 上 述 形式 ， 指 出 下 与 习题 22 中 一 般 的 调和 数 有 关 . 


72 证 明正 切 函数 有 寡 级 数 (6.92) ， 并 对 /sm > 和 mt(ttan >)/z) 求 出 相 
应 的 级 数 . 


73 证明: 对 所 有 整数 7 三 1，zcotz 等 于 











2 z z z z z+ kr z— kr 
— cot — — — tan — + — | cot + cot 、 
yn yn yn yn gn gn yn 


并 指出 ， 对 固定 的 上 K， 当 > wo 时 第 k 个 求 和 项 的 极限 是 22° /(2 — 
74 RH Be Tn (1) 1/008 HRA ANIA. 


75 证 明 : 正切 数 和 1 os: 的 系数 出 现在 以 下 述 图 形 为 开始 部 分 的 无 限 
三 角形 的 边 上 : 


61 6l 56 46 32 16 0 

每 一 行 包含 上 一 行 的 部 分 和 和 ， 方 同 交 蔡 地 从 左 同 右 和 从 右 问 左 . 
提示 : XE EE AN (sin z + cos z x) / cos(w + 2 KA. 
76 求 出 和 式 

y a" H gn-kpy 

: ; 
的 封闭 形式 ， 并 指出 ， 当 n 为 侦 数 时 它 等 于 零 . 
77 当 光 和 nn 是 整数 ，n 0 时 ，on(m) 的 值 当 m < ON (6.52) 给 


出 ， 当 mm >n 时 由 (6.53) 给 出 ， 而 当 m = 0 时 则 由 (6.101) 给 出 . 证 
明 : 在 其 余 情 形 ， 我 们 有 


m+n—1 m-1 
(—1) m Bn_k 
On (M) = T T 1 
mn — nm )! m 一 不 | n— > 整数 n>m 


k=0 


78 证 明 将 斯 特 林 数 、 伯 努 利 数 以 及 卡 塔 兰 数 联系 在 一 起 的 下 述 关 系 


式 : 
i EE A 2n ( <1) 2n 1 
X Bp 。 
k A iea a k k =f- 1 n n -F 1 


k=0 
79 证明: 64 = 65 的 四 块 棋 盘 悖 论 也 可 以 经 重新 组 装 来 证 明 64 = 63. 


80 HZH A =T, Aa = YAR An = 如 -1 十 如 -2 定义 的 序列 对 茶 个 到 
AZ Am = 1 000 000. 什 么 样 的 正 整 数 zx 和 zy 能 使 得 灰 尽 可 能 地 大 ? 


81 ”正文 中 描述 了 一 种 方法 ， 它 可 以 将 包含 Fs 的 公式 变 成 只 包含 Fr 
和 fm+! 的 公式 ,于 是 自然 会 问 ， 当 这 样 两 个 “化 简 的 ”公式 形式 上 不 相同 
时 ， 它 们 能 否 是 相等 的 ， 设 PERF z 和 5 的 一 个 整 系 数 多 项 式 ， 
求 使 得 对 所 有 n> OMA Pln, Fu) 一 6 成 立 的 必要 充分 条 件 . 

82 eA SP DE BY VA FE SE eA RBM AT 


83 WE -4 与 AK, WGA APA TE EE 
An = Ant + An EA (An) AN BE? 


84 Wm ne lEWMAM. 求 出 














] ] 
st = > Inn = 
nn 2 Pomkan + Pn ve 2 Pomkin = Fm 
的 封闭 形式 . 
提示 : 习题 62 中 的 和 式 是 S13 — Si2n+3 和 1,3 T S43 


85 ”刻画 所 有 满足 下 述 条 件 的 Ns 对 "> 0， 斐 波 那 契 剩余 Fa mod Ny 
成 {10,1,… ,六 一 1} 的 完全 集 . (见习 题 59.) 


86” 设 ,C2,…' 是 一 个 非 零 整数 序列 ， 对 所 有 正 整 数 区 和 nn 有 
gcd( Cm, Chn) = C'ged (m,n): 


证 明 : 广义 二 项 式 系数 


的 CaCn-1 pias Cn-k+1 
k C CkCk—1 ies Cy 


全 都 是 整数 . [特别 地 ， 根 据 (6.111) ， 按 照 这 种 方式 从 辈 波 那 契 数 
作出 的 斐 波 那 契 项 系数 (Fibonomial coefficient) 是 整数 . ] 


87 证明: 在 和 矩阵 乘积 


0 1 0 1 = 0 1 
l «7 l Tə l Tn 





以 及 行列 式 


中 有 连 项 式 多 项 式 出 现 . 
88 推广 (6.146) ， 当 a 是 任意 一 个 正 无 理 数 时 ， 求 与 生成 函数 
| 


,|nal 
2_,s1 ”有关 的 连 分 数 . 


89 ” 设 a 是 (0.) 中 的 一 个 无 理 数 ， 并 设 a1,02,03,… 是 其 连 分 数 表示 式 中 
的 部 分 商 ， 证明; 4n = Kla ,am) 时 有 |?(%")|< 2， 其 中 D 是 第 3 章 
里 定义 的 偏差 


90 iz 对 "是 Stern- (于 是 ， 根 据 第 4 章 
里 的 图 有 (Qo; Qi: Q2, Q3, Qa. ,3,5,8,…) .) UBB Qn = Patz 


研究 题 








E re sere 


92 ”如 同 在 习题 52 中 那样 ， 将 Hn 写成 像 ar/b 这 样 的 最 简 分 数 . 
a 对 某 个 固定 的 素数 P， 是 否 有 无 穷 多 个 "满足 P\an? 


b 是 否 有 无 穷 多 个 nÆ bn = lem(1,2,--- n)? Cn = 2504 n = 1000 是 两 
个 这 样 的 值 . ) 


93 ”证明 7 和 ee 是 无 理 数 . 














n 








0 
94 ”假设 当 n < 0 或 者 < 0 时 有 I ” ， 对 两 个 参数 的 递归 式 
n ORY i eee | ,, Qf. n/t n— lj = 
He (an+ Sk+ 7) k (an+f8k+y¥) a | n=k=0], n,k20 











的 解 发 展 一 种 一 般 性 的 理论 。 (二 项 式 系数 、 斯 特 林 数 、 欧 拉 数 以 及 习 
题 17 和 习题 31 中 的 数列 都 是 其 特殊 情形 ，) 什么 样 的 特殊 什 
(a,5.,7,a ,P77) 可 以 得 到 能 用 来 表示 通 解 的 “基本 解 ”? 


95 ”寻求 一 个 有 效 的 方法 来 延 拓 从 超 几 何 项 到 普通 项 的 Gosper- 
Zeilberger 算 法 ， 它 或 许 会 含有 斯 特 林 数 . 





7 生成 函数 GENERATING 
FUNCTIONS 


众所周知 ， 处 理 数 列 最 强 有 力 的 方法 就 是 使 用 “生成 ”那些 数列 的 无 穷 级 
数 . 我 们 已 经 学 习 了 许多 数列 并 且 见 过 一 些 生成 函数 ， 现 在 束 来 深入 探 
讨 生成 函数 ， 来 见识 它们 是 如 何不 同 寻 常 地 有 用 . 





71 多米诺 理论 与 换 零 钱 DOMINO THEORY 
AND CHANGE 


生成 函数 足够 重要 ， 且 对 我 们 许多 人 来 说 也 足够 新 颖 ， 所 以 当 我 们 开始 
更 加 密切 地 审视 它们 时 ， 有 必要 使 用 一 种 轻松 的 方式 ， 因 此 我 们 在 本 章 
开始 用 一 些 娱 乐 活动 和 游戏 来 阐述 生成 函数 .我们 将 要 研究 这 些 思 想 的 
两 种 应 用 ， 一 种 应 用 涉及 多 米 诡 牌 ， 而 另 一 种 应 用 涉及 硬币 . 


用 2 x 1 多 米 诺 牌 完 全 覆盖 一 个 2 x n 和 矩形 有 和 多少 种 不 同 的 方式 五 ? 我 们 
假设 多 米 诺 牌 都 是 完全 相同 的 (要 么 是 因为 它们 全 都 正面 和 同 下 ， 要 么 是 
因为 有 人 让 和 它们 不 可 分 辨 ， 比 方 说 将 它们 全 都 涂 成 了 红色 ) ， 因 此 只 有 
它们 的 方向 《垂直 或 是 水 平 ) 是 我 们 所 在 意 的 ， 而 且 我 们 可 以 想象 是 在 
对 多 米 诺 形状 的 效 砖 进行 操作 . 例如 ， 和 用 盖 一 个 2 x 3 矩形 有 三 种 铺设 
方式 ， 即 BARH, FAR = 3 为 了 对 一 般 性 的 五 找到 封闭 形 
式 ， 我 们 通常 做 的 第 一 件 事 就 是 观察 小 的 情形 . 当 = 1 时 显然 只 有 一 
种 铺设 方法 ， 即 0， 而 当 n = 2 时 有 两 种 ， 即 四 和 日 . 

“让 我 来 数 一 数 有 多 少 种 方法 . ” 

一 一 EF. B.H T 
当 n = 0 时 ， 如 何 呢 ?一 个 2 x 0 的 矩形 有 多 少 种 铺设 方式 呢 ?” 这 个 问题 
的 含义 并 不 是 马上 束 能 弄 清楚 的 ， 不 过 我 们 在 以 前 曾 见 过 类 似 的 情况 : 
有 和 零 个 物体 的 排列 ( 即 空 排列 ) ， 所 以 0! = 1. 从 n 件 东西 中 选取 零 个 东 

















n L. 
西 有 一 种 方式 ( 即 什么 也 不 选取 〉》， 所 以 、" 把 空 集 划 分 成 零 个 非 
空子 集 有 一 种 方式 ， 但 是 不 存在 将 一 个 非 空 集合 划分 成 零 个 非 空 子 集 的 


oe Ja n= 0. 
ee | 根据 这 样 的 推理 可 以 得 出 结论 ， 恰 有 -一 种 方式 
用 多 米 诡 牌 履 盖 一 个 2 x 0 矩形 ， 即 不 用 多 米 诡 牌 覆 靖 ， 于 是 五 = 上 | 
(这 就 破坏 了 当 叶 = 上 2 和 3 时 已 经 成 芯 的 简单 模式 Tn =, (Axe, HT 
按照 问题 的 合理 逻辑 而 应 该 是 1， 因 而 它 的 模式 无 论 以 何 种 方式 表现 都 
可 能 是 注定 的 . 〉 事实 证 明 ， 只 要 我 们 想 求解 一 个 计数 问题 ， 恰 当地 理 
解 零 的 情形 都 是 有 用 的 . 


再 看 一 个 小 的 实例 ，n = 4 铺设 这 个 矩形 的 左边 有 两 种 方法 : 放置 一 
个 垂直 的 多 米 详 牌 ， 或 者 放 两 个 水 平 的 多 米 诡 牌 . 如 果 我 们 选用 一 个 垂 








直 的 牌 ， 其 部 分 解 束 是 中， 而 剩 下 的 2 x 3 矩形 可 以 用 至 种 方式 覆盖 . 

如 果 我 们 选用 两 个 水 平 的 多 米 诡 牌 ， 其 部 分 解 

Mm. Mitt = 73 + = 5. (这 五 种 铺设 方式 是 以 及 
ee 














































































































我 们 现在 知道 前 五 个 五 的 值 : 





这 些 数 看 起 来 像 斐 波 那 契 数 ， 且 不 难看 出 其 中 的 缘由 : 用 来 确立 

1 三 吾 十 好 的 推理 很 容易 推广 成 王 = Tn-1 + Tn-2 ORY N22). 于是， 
除了 初始 值 五 = VA = ] 与 裴 波 那 契 数 的 情形 稍 有 不 同 外， ,我 们 这 里 
人 | 波 那 契 数 同样 的 递归 式 . 不 过 这 些 初始 值 是 连续 的 斐 波 那 
RAPA 疡 ， 所 以 诺 数 了 恰好 是 辈 波 那 契 数 网 上 移动 一 位 : 


T= Peis n ge. 


《我们 把 这 视 为 五 的 一 个 封闭 形式 ， 因 为 斐 波 那 契 数 相当 重要 ， 所 以 我 
们 认为 它们 是 “已 知 的 ">. 而 三 本 身 也 有 一 个 用 代数 运算 表示 的 封闭 形式 
(6.123) . ) 注意 ， 这 个 方程 确认 了 置 D = 1 是 明智 的 . 


但 是 这 一 切 与 生成 函数 义 有 何 关 系 呢 ?好 的 ， 我 们 就 要 谈 到 它 了 一 一 男 
外 一 种 计算 TA TTI. 这 种 新 方法 以 一 种 大 胆 的 想法 为 基础 .我 们 来 考 
虚 所 有 可 能 的 2 x n 铺 设 方式 的 “和 ”( 对 所 有 70) ， 并 称 之 为 了 : 


大 胆 走向 先前 没有 铺设 过 的 地 方 . 









































T= |+0+0+H8+00+(8+H)+---. (7.1) 
(其 中 右边 的 第 一 项 中 表示 一 个 2 x 0 矩形 的 零 铺 设 . ) PARTE 
诸多 信息 . 由 于 它 ， 我 们 可 以 作为 一 个 整体 来 证 明 有 关 工 的 结果 ， 而 不 
是 强制 我 们 对 单个 项 (用 归纳 法 ) 来 证 明 它 们 ， 所 以 它 是 有 用 的 . 


这 个 和 式 中 的 项 表示 铺设 方式 ， 它 们 是 组 合 的 对 象 . 当 有 无 穷 多 种 铺设 
方式 相 加 在 一 起 时 ， 我 们 不 愿意 过 于 操心 它们 是 否 合 法 ， 一 切 都 能 做 得 











严格 ， 不 过 现在 的 目的 是 要 拓展 我 们 的 观念 ， 超 越 传统 的 代数 公式 . 
我 们 已 经 把 这 些 模式 加 在 了 一 起 ， 还 可 以 将 它们 相 乘 一 一 通过 毗连 ， 例 
如 ， 我 们 可 以 将 铺设 方式 0 与 日 相 乘 得 到 新 的 铺设 方式 虽 . 注意 ， 乘 法 
征 不 可 交换 的 ， 这 惑 是 说 ， 乘 法 要 考虑 次 序 : B5 H EAN. 


利用 乘法 的 这 个 记号 不 难看 出 ， 零 铺设 起 着 特殊 的 作用 一 一 它 是 乘法 的 
恒 等 元 . BIN, | x 日 = 日 x1 =B. 


现在 可 以 利用 多 米 诺 牌 算术 来 处 理 无 限 和 式 TS: 


T= |+0+0+H+U00+(H+H)+--- 
= bell 4 eels reps er EE 
ly (723 




































































每 一 种 适用 的 铺设 方式 都 在 每 一 等 式 的 右边 恰好 出 现 一 次 ， 故 而 我 们 做 
的 都 是 合理 的 ， 即 便 忽 略 了 第 2 章 里 关于 “绝对 收敛 ”的 警示 . 这 个 方程 
的 最 后 一 行 告诉 我 们 :中 的 每 一 种 铺设 方式 要 么 是 零 铺 设 ， 要 么 是 一 
个 垂直 多 米 诡 牌 后 接 工 中 另外 茶 种 铺设 方式 ， 要 么 是 两 个 水 平 多 米 诡 牌 
后 接 了 中 万 外 茶 种 铺设 方式 . 

我 有 直觉: KEMARA, REEERE. 


所 以 ， 现 在 我 们 尝试 对 了 求解 该 方程 ， 用 | 了 T 代 蔡 左 边 的 并 从 方程 的 两 
边 减 去 右边 的 最 后 两 项 ， 我 们 得 到 
(| -0-B8) T= | (73) 


为 了 做 一 致 性 检查 ， 这 里 给 出 展开 的 形式 : 































































































| + +H +Aht+g+ Bote 
Pare Merl Soe AnULM ee hs S Pang ace ee 
| 













































































ee Hele amc eects Am gel oa beige ee an 















































最 上 面 一 行 中 的 每 一 项 ， 除 了 第 一 项 之 外 都 被 第 二 行 或 者 第 三 行 中 的 茶 
一 项 所 抵消 ， 故 而 我 们 的 方程 是 正确 的 . 


到 目前 为 止 ， 给 出 所 研究 方程 的 组 合意 义 还 是 较为 容易 的 . 然而 ， 现 在 
为 了 对 了 得 到 一 个 紧凑 的 表达 式 ， 我 们 要 跨越 组 合 的 分 水 岭 . 基 于 对 代 





数 的 信赖 ， 我 们 用 1- 0 -日 除 方程 《7.3) 的 两 边 ， 得 到 
| 
1-0 (7.4) 
Pat 是 可 交换 的 ， 而 我 们 并 没有 对 从 左边 除 还 是 从 右边 除 加 以 区 
， 所 以 我 们 又 面临 欺骗 之 嫌疑 . 在 我 们 的 应 用 中 这 是 不 成 问题 的 ， 因 
| 与 每 一 项 相 乘 都 是 可 交换 的 . 我 们 不 必 过 分 吹 毛 求 疲 ， 除 非 放任 不 
匿 的 想法 导致 怪 论 出 现 . ) 


下 一 步 是 将 这 个 分 数 展 开 成 贤 级 数 ， 这 里 要 利用 法 则 

















p= 




















= 





零 铺 设 | 是 我 们 组 合算 术 的 乘法 恒 等 元 ， 起 着 乘法 恒 等 元 数 1 的 作用 ， 
而 J+E 则 扮演 :的 角色 .于 是 我 们 得 到 展开 式 

















| 
i = | 二 (CU+ 日 


= |+(0+8) + (四 + 日 + 是 + 日 ) 
+ ([D+0H+[HI+[EH+HD+HH+EHHD+HFEH) +- 


这 就 是 TT， 不 过 其 中 的 铺设 方式 与 以 前 所 给 出 的 次 序 不 同 . 在 这 个 和 式 
人 Situ, (FATS) Ze (0+8) ?的 展开 式 
现 . 


通过 对 其 进行 压缩 ， 忽 略 我 们 不 感 兴趣 的 细节 ， 就 可 以 从 这 个 无 限 和 式 
中 得 到 有 用 的 信息 . 例如 ， 我 们 可 以 想象 这 些 模 式 不 粘 在 一 起 ， HAA 
WEZER AHE, BRAA E PY OP 
T a 将 同类 项 搜集 到 一 起 就 
给 ZR 


T= 1404P+¢+P+200+0% +3P @etott+:: 


这 里 的 20° FeV RTP Pa, BTA A, A 7S Bo A 
PANACHE 2 Rea, A, 3P RRS. (AW AO. 我 们 
FEAR EK OA co SFI CHACHA) 变量 来 处 理 . 


利用 二 项 式 定 理 ， 可 以 对 了 中 可 交换 约定 下 的 系数 求 出 封闭 形式 : 


) + (0+8) 2+ (0+8) ?+ 

































































































































































1+ (0+0°) + (0+ o) 7+ (0+ oc’) FH... 

















I- (0+2) z 
= 之 (J+): 
k J 2k-2j 
g zo 
z may 3 =, (7.5) 
的 下 0 
(最 后 一 步 用 光 代 人 符 站 一 j， 这 是 合法 的 ， 因 为 当 0< <j] 时 有 


jam 


) 我 们 得 出 结论 : ( J Jes INE BA OR A 2m 个 水 平 的 多 米 
诡 牌 来 铺设 一 个 2x O + 2m BAAR. 例如 ， 我 们 最 近 考 虑 过 
2 x 10 和 矩形 的 铺设 方式 [EHIHI， 其 中 含有 4 个 垂直 的 和 6 个 水 平 的 多 米 话 
Ki 7 
= 39 
牌 ， 总 共有 种 铺设 方法 ， 故 而 在 可 交换 的 约定 下 ， 了 中 有 
一 项 十 35 2°. 


我 们 甚至 可 以 忽略 多 米 诡 牌 的 方 癌 以 压缩 更 多 的 细节 .假设 我 们 不 关注 
水 平 /垂直 分 类 ， 和 (实际 上 ， 这 就 是 我 们 
一 开始 束 试 图 要 寻求 的 数 Tn) 我 们 可 以 用 一 个 简单 的 量 > 来 代 蔡 0 和 一 
， 从 而 将 必要 的 信息 搜集 起 来 . 我们 或 许 还 RAIDER Ow Bl 


现在 我 迷失 方向 了 1 
















































































! 原 来 书 中 对 垂直 和 水 平 的 多 米 诺 牌 加 以 区 分 ， 而 现在 为 了 再 次 压缩 不 重要 的 信息 ， 就 简化 为 
不 再 区 分 垂直 和 水 平 的 多 米 详 牌 ， 用 英文 表示 为 disoriented， 丛 好 与 “迷失 方 问 意义 相同 ， 故 作 
者 以 此 自嘲 表示 幽默. 























本 ] ee 
C= a (1.0) 
l 一 之 一 2 
除了 分 子 中 失去 一 个 因子 >， 这 就 是 关于 辈 波 那 契 数 的 生成 函数 
(6.117) ， 所 以 我 们 断定 TP 2" 的 系数 是 fn+i 


紧凑 的 表达 式 1K 1 -0- 日 ) 和 1K 1- 呈 一)， 以 及 我 们 对 工 推导 出 来 的 
1 一 :一 >) 都 称 为 生成 函数 (generating function) ， 因 为 它们 生成 了 
我 们 感 兴趣 的 系数 . 














附带 指出 ， 我 们 的 推导 暗 指 : 恰好 用 普 对 水 平 多 米 诡 牌 铺 设 2 x nT 
的 方法 数 是 、 / (理由 如 下 : AWA J =n- 2m 个 垂直 的 多 米 诺 
牌 ， 故 而 按照 公式 有 


j+m\ /y+m\ (7 一 7 
j E m 7 m 


种 方式 进行 铺设 . ) 在 第 6 章 里 我 们 注意 到 ， J n 且 包含 
不 个 划 的 摩尔 斯 码 数 列 的 个 数 ， 事 实 上 容易 看 出 ，2 x 7 矩形 用 多 米 诡 牌 
铺设 的 方法 数 直 接 与 摩尔 斯 码 数列 相对 应 〈 铺 设 HH 与 < 002 FH 
a ns Pre en ee nn ee 

i VR). 


我 们 已 经 用 两 种 方法 求解 了 五 问 题 . BR I EH SIE aE 
证 明 它 ， 这 要 容易 一 些 ; 第 二 种 方法 是 利用 多 米 话 模式 的 无 限 和 式 ， 提 
炬 出 感 兴 趣 的 系数 ， 这 需要 更 高 的 技巧 . 但 是 ， 我 们 利用 第 二 种 方法 仅 
仅 是 因为 把 多 米 诡 牌 当 作 代数 变量 一 样 来 使 用 是 一 件 很 有 趣 的 事 吗 ? 
不 ， 引 进 第 二 种 方法 的 真正 原因 在 于 ， 无 限 和 式 的 方法 威力 更 加 强大 . 
的 问题 都 适用 ， 因 为 它 并 不 要 求 我 们 做 出 令 人 难 
以 置信 的 猜想 . 


我 们 再 同上 提升 一 个 档次 ， 推 广 到 一 个 超出 我 们 猜测 能 力 的 问题 : 用 多 


这 个 问题 的 前 面 几 种 情形 告诉 我 们 很 少 的 信息 . 零 铺设 给 出 Vo= 1. 

n= 1] 时， 没有 合适 的 铺设 方式 ， 因 为 一 个 2 x 1 多 米 诡 牌 不 能 填 满 一 个 
3 x ] 矩 形 ， 而 两 个 2 x 1 多 米 诡 牌 又 放 不 下 . n = 2 的 情形 容易 手动 完 
成 ， 它 有 三 种 铺设 方法 巴 、 加 以 及 目 ， 所 以 及 = 3.〈 想 到 它 ， 我 们 就 已 
经 知道 这 个 结果 了 ， 因 为 上 一 个 问题 告诉 我 们 及 =3， 而 铺设 一 个 3 x 2 
矩形 的 方法 数 与 铺设 一 个 2 x 3 矩形 的 方法 数 是 一 样 的 ，) 当 = 3 时 ， 
与 n= 1 时 一 样 ， 没 有 铺设 方法 . 我 们 可 以 通过 快速 穷 举 搜 索 或 者 从 更 
高 的 水 平 来 看 问题 ， 从 而 使 我 们 确信 无 疑 : 一 个 3 x 3 惩 形 的 面积 是 奇 
数 ， 故 而 我 们 不 可 能 用 面积 是 偶数 的 多 米 诡 牌 将 它 履 兰 . 同样 的 讨论 
显然 对 任何 奇数 的 nn 也 适用 . ) 最 后 ， 当 = 4 时 ， 看 起 来 有 大 约 十 多 
种 铺设 方法 ， 如 果 不 花 时 间 确 保 列 出 的 铺设 方式 的 完整 性 ， 很 难 确定 其 















































精确 的 个 数 . 
所 以 让 我 们 来 尝试 用 上 一 次 取得 成 功 的 无 限 和 式 方 法 : 
u = | ++6+8+ A e+ y - ..... CFTA 
每 一 个 非 零 的 铺设 都 是 由 止 ， 或者， 或 者 日 开头 的 ， 但 不 巧 的 是 ， 这 
三 种 可 能 中 的 前 两 种 并 不 能 简单 地 析出 因子 并 再 次 将 U 留 给 我 们 . 不 
过 ，U 中 以 止 开头 的 所 有 项 的 和 可 以 写成 Lx， 其 中 
i E 


是 一 个 失去 左下 角 的 残缺 3 x mn 矩形 的 所 有 多 米 话 牌 铺设 方式 之 和 .， K 
似 地 ，U 中 以 开头 的 项 的 和 可 以 写成 4， 其 中 


Aei inners (Garay ea -aa ae 


HMA 7c EARE CT RB ME VI BER. EE oT He 
使 得 我 们 可 以 写成 





































































































OS (bye aay 
我 们 也 可 以 分 解 V 和 人 入 ,因为 这 样 的 铺设 只 可 能 以 两 种 方式 开始 : 
v =] u +y 
A=]U+E A 
现在 ， 关 于 三 个 未 知 数 《U、V 以 及 A) ， 我 们 有 三 个 方程 . 为 了 求解 


au 可 以 首先 用 含有 U 的 项 解 出 V 和 八 ， 然 后 再 将 结果 代入 关于 UU 的 
方程 : 












































El ASS Se 
VAN 
而 最 后 的 方程 可 以 解 出 U， 这 给 出 紧凑 的 公式 
| 


Dr (7.8) 
-ba-y id- E 




















































































































恰 如 (7.4) ELT TIE, XP RIA TUE MS ERM U. 


在 另 一 个 班级 ， 我 学 习 了 有 关 “ 正 则 表达 式 * 的 知识 。 如 果 我 没有 弄 错 的 话 ， 用 正则 表达 式 
PAR, RUTE, VE alp a *0+ 目 所 以 在 正则 表达 式 与 生成 函数 之 间 必 
fa a a a 






























































下 一 步 是 考虑 交换 性 . 当 我 们 将 所 有 的 多 米 诡 牌 拆 解 开 来 并 且 只 用 0 和 
口 的 时 时 ， 每 一 项 都 很 好 地 得 以 简化 : 
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= ey Ware [PE es 
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(这 一 推导 值得 仔细 审视 . 最 后 一 步 用 到 公式 


(1 一 Ta ioe = per) uy" 
Dm m / ”， 即 恒等式 (5.56)〉 . ) 我 们 仔细 观察 
最 后 一 行 ， 以 便 看 出 它 能 告诉 我 们 什么 . 首先 ， 它 说 的 是 每 个 3 x nE 
形 的 铺设 要 用 到 偶数 个 垂直 的 多 米 诡 牌 . 此 外 ， 如 果 有 2 个 垂直 的 多 米 
诺 脾 ， 束 必定 至 少 有 个 水 平 的 ， 水 平 多 米 话 脾 的 总 数 必 定 是 + 3m 
HEA m20). 最 后 ， 用 2x 个 垂直 的 和 上 大 + 3m 个 水 平 的 多 米 话 牌 的 
m+ 2k\ x 


铺设 方法 数 恰好 是 ( R 


现在 我 们 能 来 分 析 在 开始 观察 3 xz 问题 时 存疑 的 3 x 4 铺设 问题 了 . 当 
n= 二 4 时 ， 总 面积 是 12， 故 而 总 共 需 要 6 个 多 米 诺 脾 . 其 中 有 2K 个 垂直 的 
和 天 十 37 个 水 平 的 〈 对 某 个 上 和 不) ， 从 而 2k +k + 3m = 6. 换 句 话说 ， 

Bk +m = 2 如果 我 们 没有 用 垂直 的 ， 那 么 上 = 0 且 冯 = 2， 可 能 的 方法 


2 十 0 


Y= 1 
ree CXIAJ AIA EE). WRASSE 

















EERI ag 
K, BAk=-1Hm=1, A\ 1. 种 铺设 方式 .又 如 果 我 们 用 到 
0+4 9 
i 2 =4 
四 个 垂直 的 ， 那 么 k=2 且 m=0,， &\ 9 种 铺设 方式 ， 总 数 共 





SY We vo N k T = 于 
有 4 = 11. 一 般 来 说 ， 如 果 "是 偶数 ， 这 一 推理 表明 T, 
m 十 ü E n/2+k 
( me, n/2— kj H 3 x CRE ACE 


f nf2+K\ ot n — mM \ on/2-m aa 
m= (re DDI U L (7.9) 
与 以 前 相同 ， 我 们 可 以 用 RRE IM on AAE, ETS BI — SE 
图 数 ， 它 不 区 分 不 同 种 类 的 多 米 诡 牌 .其 结果 就 是 


1 = l-z’ 
Ey e e e TE 


如 果 我 们 将 这 个 商 展开 成 贤 级 数 ， 就 得 到 
U = 1 + Uz2? + Uz + Uez? + Ugz +- 


这 是 数 Un 的 生成 函数 . ERNARI PEM A SE 
的 错 配 ， 不 过 容易 加 以 解释 . 例如 ， 2 的 系数 是 U6， 它 计算 的 是 3x 6 
矩形 的 铺设 方式 . 这 就 是 我 们 所 想 要 的 ， 因 为 每 个 这 样 的 铺设 都 包含 9 
个 多 米 诡 牌 . ) 


我 们 可 以 继续 分 析 (7.10〉 并 得 到 系数 的 一 个 封闭 形式 ， 不 过 还 是 将 它 
保留 到 这 一 章 的 后 面 ， 竺 我们 有 更 多 经 验 之 后 再 来 讲述 会 更 好 一 些 . 所 
以 我 们 和 暂时 离开 多 米 诡 这 个 话题 ， 进 入 下 一 个 已 广 告 过 的 问题 ， 即 * 换 


PRP. 


付 50 美 分 有 多 少 种 方法 ? 我 们 假设 必须 用 1 美 分 硬币 @、5 美 分 便 币 @、 
1 角 硬 币 @、25 美 分 人 硬币 @ 以 及 50 美 分 硬币 @ 支付 乔治- 波 利 亚 [*381 曾 
经 以 富有 教 益 的 方式 指出 这 个 问题 可 以 用 生成 函数 来 解决 ， 这 使 得 该 问 
题 广 为 人 知 . 


U = 





(7.10) 





啊 ， 是 的 ， 我 记得 什么 时 候 我 们 有 过 半 个 美元 . 


我 们 来 建立 表示 给 出 换 零 钱 所 有 可 能 方式 的 无 限 和 式 ， 正 如 我 们 对 表示 
所 有 多 米 话 模式 的 无 限 和 式 进 行 研究 以 试图 解决 多 米 诡 牌 问题 一 样 .， 最 
简单 的 方法 是 先 研究 较 少 的 几 种 硬币 ， 所 以 首先 假设 除了 1 美 分 的 硬币 
之 外 别 无 其 他 辅币 . 所 有 用 某 个 数目 的 1 美 分 〈 仅 有 的 美 分 ) 作为 换 零 
钱 的 方法 总 数 可 以 写成 

P= £+@+@O+OOO+ OOOO? = 

= DAT 
第 一 项 表示 没有 用 硬币 ， 第 二 项 表示 用 一 个 1 美 分 硬币 ， 然 后 是 两 个 1 美 
分 人 硬币， 三 个 1 美 分 硬币 ， 如 此 等 等 现在， 如 果 允 许 我 们 既 可 以 使 用 1 
美 分 人 硬币， 又 可 以 用 5 美 分 人 硬币， 所 有 可 能 的 表示 方法 之 和 就 是 
N= P+@®@P+ OOP+ OOOP+ OOOOOP+.… 
= (f+®++® + Ott), 


因为 每 一 种 支付 都 要 从 第 一 个 因子 中 选取 某 个 数目 的 5 美 分 硬币 ， 从 PP 
中 选取 某 个 数目 的 1 美 分 硬币 . (注意 ，N 不 是 和 式 
1+D0+@+(@+@7Y+(D+@)》+…， 因 为 这 样 一 个 和 式 包 含 多 于 一 种 的 许多 类 型 的 
支付 方式 . Bld, TW (0+87Y=DO+0@+86D+@@ 把 00 和 oo 处 理 成 不 同 的 
e R 
¥. ) 


类 似 地 ， 如 果 还 允许 用 10 美 分 的 硬币 ,我 们 就 得 到 无 限 和 式 
D= (W+@ + @?+ @°+ 01+), 
当 它 完全 展开 时 ， 包 含 了 像 WOM”=-OOOOOOOOOOS 这 样 的 项 ， 其 中 
的 每 一 项 都 是 换 零 钱 的 一 种 不 同 的 方法 . 再 将 25 美 分 、50 美 分 分 别 加 入 
到 可 选用 的 范围 之 中 就 给 出 
王国 的 硬币 . 






































0 = (8189+88 +O +.…)D; 
C= (+1@+@'+0' +@*+--0. 




















我 们 的 问题 就 是 求 C 中 恰好 值 50 美 分 的 项 数 . 


一 个 简单 的 技巧 就 能 很 好 地 解决 这 个 问题 : 我 们 可 以 用 oA ©, FA 2? 
NEGO, HRE, AY ORES, TMA ONE @. 这样 每 一 项 都 被 
RET, AF eR. PIE, HO © © © ON 
2 二 z1 支 付 13 美 分 的 四 种 方法 ， 就 是 @@ ”日 '、 ©7O'°VU 
及 @*， 它 们 每 一 个 都 简化 为 :2s， 因 此 ， 在 用 z 普 代 之 后 ， z* 的 系数 是 
4. 








设 Pas Nas Day Qn 和 Cn 是 在 分 别 允 许 用 价值 至 多 为 1、5、10、25 和 
50 美 分 硬币 支付 n 美 分 的 方法 数 . 由 我 们 的 分 析 得 知 ， 这 些 就 是 在 相应 
Hy) Fe AL) 





oaee Ie = Se GF pazh. 
N=(142°4+ 10 15 | %0 P 
D=(1+ z10 oe! re >30 , ,40 jA 
Q=(1+ PN a Oe Oe tae OG A 
C == (1 4 z% 十 > 100 +z 150 it z200 oaa )Q. 


中 2" 的 系数 . 显然 ， 对 所 有 0 都 有 Pn = 1 稍微 思考 一 下 束 能 证 明 有 
Nn = (n/5] +1， 要 用 1 美 分 和 5 美 分 硬币 支付 n 美 分 ， 必 须 选 取 0 个 ， 或 
者 1 个 ， 或 者 ..……. 或 者 im/5 个 5 美 分 ， 之 后 就 只 有 一 种 方式 提供 1 美 分 硬 
币 所 需要 的 个 数 . 于 是 PoA 简单 ， 而 Dn、 Bn 和 Cn 的 值 变 得 越 来 越 


FR. 


实际 上 有 多 少 1 美 分 硬币 ?如 果 n 大 于 10 也， 我 打赌 在 “真实 世界 ”中 有 Pr = 0, 2 















































| 2 真实 世界 里 硬币 是 有 限 的 ， 如 果 金 额 太 大 ， 将 不 可 能 用 硬币 兑换 . 





处 理 这 些 公式 的 一 种 方法 是 ， 要 知道 1+ 2" + 2°" + ERE 
1 一 > ) 从 而 我 们 可 以 记 

P =1/(1-2), 

N = P/(1— 2°), 

D =N/(1— 2") 

Q =D/(1—2”) 


FAAP EERIE, WA 


(fi=2)P <1, 
(1 一 z) N =P, 
=D =N. 
-2:0 =D, 


1—-2)\c =Q. 


现在 我 们 可 以 让 这 些 方程 中 "的 系数 相等 ， 这 就 得 到 递归 关系 ， 由 它们 
可 以 很 快 计算 出 所 要 的 系数 : 

Pa = Pai + [n = 0), 

Nn = Nn-5 + Pr, 

Dn = Dn-19 + Nn, 

Qn = Qn-25 + Dn, 

Cn = Cn-50 + Qn. 


plan, D=(1—2°)Q z" 的 系数 等 于 Qn 一 Qn-w， 故 而 必定 有 
Qn — Yn-25 = Day pre 的 一 样 . 


例如 ， 我 们 可 以 将 这 些 递归 式 展 开 ， 发 现 

Qn = Dn + Dn-25 + Dn-50 + Dn-75 十 …， 当 下 标 变 成 负数 时 此 式 终止 .这 
种 非 迭 代 的 形式 很 方便 ， 因 为 每 个 系数 都 只 用 一 次 加 法 计算 ， 如 同 在 由 
斯 卡 三 角形 中 那样 . 


我 们 用 这 个 递归 式 来 求 Ca .首先 ， Ca = Co + Ga， 故 而 我 们 想 知道 Ca 
而 Qx = Qz + Da H. Q3 = Qo + Das, 所 以 我 们 又 想 知 道 Dso 和 和 Dzs. 这 些 
Dn 依 次 与 Dig、 Dæ Dæ, Dis, Pio. Ds 以 及 Noo、 Nis, oo. ME 
KR. 这 样 一 来 ， 简 单 的 计算 惑 能 确定 所 有 必要 的 系数 . 














上 表 中 最 后 的 值 给 出 了 答案 Coo: 恰好 有 50 种 方式 留 下 50 美 分 小 费 . 
(没有 考虑 用 信用 卡 付 小 费 ，) 


RF Cn 的 封闭 形式 呢 ? 将 这 些 方程 相 乘 在 一 起 就 给 出 紧凑 的 表达 式 


] ] l ] ] in 
C= = = 4 (7.11) 
}—z1—2°91— 2] — 781 — 29 
但 是 ， 怎 样 从 这 里 得 到 2" ABA SPANK. SBME TIE, E 
这 一 草 的 后 面 我 们 将 要 回 到 这 个 问题 . 


如 有 果 考 虑 这 样 一 个 问题 ， 假 设 我 们 所 生活 的 国度 铸造 了 每 一 个 正 整 数 钱 

币 单 位 的 硬币 《D， 避 ， 加 ，...) ， 而 不 仅仅 只 有 前 面 那 五 种 允许 的 硬 

WS i ei 
口 

















l 
(1 — z)(1 — 22)(1 — z8) 


而 当 这 些 因 子 完全 乘 开 之 后 ， 2" 的 系数 称 为 Pir), BE n 的 划分 
(partition) 的 个 数 . nn 的 一 个 划分 是 将 n 表 示 成 正 整数 之 和 的 一 个 表 
示 ， 不 考虑 次 序 . 例如 ，5 有 7 种 不 同 的 划分 ， 即 


9=441=34+2=34141 = 24241 =24+14+141=14+141+4141, 





从 而 p) = 7. (还 有 Pt2) = 2, p(3) = 3, pl4) = 5D) p(6) = 11, ay 
面 这 些 看 起 来 ， 就 好 像 以 7") 总 是 素数 ， 但 是 以 人 = 13， 就 破坏 了 这 一 模 
sh. ) 对 PlMW 没 有 封闭 形式 ， 但 是 划分 的 理论 是 数学 中 一 个 侥 有 趣味 的 
分 支 ， 其 中 有 许多 非 同 寻常 的 发 现 . 例如 ， 拉 马 努 金 曾经 通过 对 生成 函 
数 做 巧妙 的 变换 ， 证 明了 Pl3n 十 4) 三 0 (mod5)、 p(7n + 5) = 0 (mod7) 以 





及 pn+gb 三 0(mnodll)( 见 参考 文献 Andrews[11， 第 10 章 ]) . 


7.2 基本 策略 BASIC MANEUVERS 
现在 ， 我 们 来 更 仔细 地 观察 使 得 寡 级 数 更 加 强 有 力 的 技术 . 
首先 就 术语 和 记号 说 几 句 .通用 的 生成 函数 有 


G (z) = go + gız + g2z + --- = D Gait (7.12) 
的 形式 ， 我 们 说 C) 〈 或 者 简称 为 G) 是 数列 (Jos 915.92: …) (也 称 为 (9n) 
) 的 生成 函数 . Gh x" 的 系数 gn 常 记 为 .> 1G(3)， 像 5.4 节 中 那样 . 


(7.12) 中 的 和 式 取 遍 所 有 的 n> 0， 但 是 我 们 常常 发 现 将 和 式 延 拓 至 取 
所 有 整数 更 加 方便 .直接 令 9-1 二 9-2=… ==0 即 可 做 到 这 一 点 ， 在 这 种 
情形 下 ， 我 们 仍然 可 以 谈论 数列 (90.91.92.…)， 就 好 像 对 取 负 数 的 9 
不 曾 存在 一 样 ， 


当 我 们 处 理 生成 函数 时 ， 会 出 现 两 种 “封闭 形式 ”对 S42)， 我 们 可 能 会 
有 一 个 用 :表示 的 封闭 形式 ， 或 者 会 对 gn 有 一 个 用 "表示 的 封闭 形式 . 
例如 ， 斐 波 那 契 数 的 生成 函数 就 有 封闭 形式 % -= )， 斐 波 那 契 数 
本 身 还 有 封闭 形式 ,2 一”)/Y? 上 下 文中 会 说 明 指 的 是 哪 一 种 封闭 形 


se 














现在 还 要 对 看 问题 的 视角 谈 几 名 话 . 生成 函数 SI: 显现 为 两 种 不 同 的 实 
体 ， 这 依赖 于 我 们 怎样 去 看 符 它 . 有 时 候 它 是 一 个 复 变量 > 的 函数 ， 该 
男 数 满足 微 积分 书 中 所 证 明 过 的 所 有 标准 性 质 . 而 有 时 它 只 是 一 个 形式 
PRA HAE hairs. 例如 ， 在 上 一 节 里 的 第 二 种 方 
法 ， 我 们 见 过 知 干 个 例子 ， 在 这 些 例子 中 > 是 由 茶 种 对 象 所 组 成 的 一 个 
“和 式 ” 中 一 个 组 合 对 象 的 某 个 特征 的 丛 代 物 . 这 样 ， 2" 的 系数 就 是 以 那 
种 特征 出 现 n 次 的 组 合 对 象 的 个 数 . 


如 果 物 理学 家 可 以 时 而 把 光线 看 成 为 波 ， 时 而 把 光线 看 成 为 粒子 ， 那 么 数学 家 也 能 用 两 
种 不 同 的 方式 看 待 生成 函数 ， 


当 我 们 把 G(>) 视 为 一 个 复 变量 的 函数 时 ， 它 的 收敛 性 就 成 为 一 个 问题 ， 
我 们 在 第 2 章 里 说 过 ， 无 穷 级 数 Deno” (绝对 ) 收敛 当 上 且 仅 当 存 在 一 















































个 有 界 常数 A， 使 得 对 任何 N， 有 限 和 式 Doac P "| 水 远 不 会 超过 
4 这 样 一 来 就 容易 看 出 ， 如 果 Denso EMAL = = zx 收敛， 那么 它 也 
对 所 有 满足 |:|< lol : 收 化 ， 此 外 ， 我 们 必定 有 temo 





一 e 
此 ， 按 照 第 9 意 的 记 法 ， 如 果 在 otka ga”? ol) 而 反 过 


来 ， 如 果 gn = O(M")， 则 级 数 2n20%” 对 所 有 上 |< ANV 都 收敛 ， 这 些 
就 是 有 关 知 级 数 收敛 性 的 基本 事实 . 


但 是 对 我 们 的 目的 来 说 ， 收 敛 性 通常 会 转移 我 们 的 注意 力 ， 除 非 我 们 打 
算 研究 系数 的 渐 近 性 状 . 我 们 可 以 严格 地 证 明生 成 函数 所 做 的 几乎 每 一 
个 运算 都 能 作为 形式 茹 级 数 上 的 运算 是 合法 的 ， 而 且 这 样 的 运算 即便 在 
级 数 不 收 敛 时 也 是 合法 的 . 〈 有 关 的 理论 可 以 在 Bell23]，Nivent285 以 及 
Henrici[182， 第 1 章 ] 等 文献 中 找到 . ) 


此 外 ， 即 使 不 考虑 所 有 告 诚 ， 且 未 采用 任何 严格 的 合理 步骤 推导 公式 ， 
我 们 一 般 也 都 可 以 采用 推导 的 结果 并 用 归纳 法 予以 证 明 . 例 如， 斐 波 那 
契 数 的 生成 函数 仅 当 |?|< 1/0 = 0.618 时 才 收敛， 但 是 我 们 并 不 需要 知道 
什么 时 候 证 明了 公式 个 一 (和 一) /V5 日 发 现 了 后 面 这 个 公式 ， 如 
果 我 们 不 相信 形式 寡 级 数 的 理论 ， 就 可 以 直接 验证 ， 于是， 我们 在 这 一 
章 里 忽略 了 收敛 性 问题 ， 与 其 说 它 有 帮助 ， 还 不 如 说 它 是 一 个 障碍 ， 


即使 我 们 从 弹簧 床 热 中 去 掉 标 签 . 3 





























3 在 美国 购买 床 热 ， 常 会 附着 写 有 “请 勿 去 掉 此 标签 ， 否 则 将 受 法 律 惩 处 "的 标签 ， 至 于 标签 作 
Si AoC aes 一 般 无 人 知晓 .普通 人 也 不 愿 尝试 这 样 做 ， 以 免 陷 入 不 可 预料 
之 纠纷 . 











有 关 看 问题 的 视角 我 们 就 谈 这 么 多 ， 接 下 来 要 来 观察 我 们 对 生成 函数 进 
行 改造 的 主要 工具 一 相 加 、 平 移 、 改 换 变 量 、 微 分 、 积 分 以 及 相 乘 
在 下 面 ， 除 非 有 别 的 规定 ， 我 们 都 假设 3) 和 G(z) 是 数列 (Fu) RN go) 的 
生成 函数 .我 们 还 假设 ， 对 于 取 负 值 的 n"， 扩 和 gn 的 值 均 为 零 ， 因 为 这 
会 给 我 们 省 去 有 关 求 和 界限 的 争论 . 


很 明显 ， 将 FF 和 G 的 第 数 倍加 在 一 起 时 : 





aF(z)+ 8G(z)=a X. fnz" + By > Gaz” 
n n 
= X (afa + 89n)2”. (7.13) 
n 


这 给 出 了 数列 (Qfn+ 59n) 的 生成 函数 . 


平移 一 个 生成 函数 并 不 太 困 难 .将 G(3) 向 右 平移 mn 位 ， 也 就 是 说 ， 要 构 
GALA POR (0,… 0,90, g1) = (gn-m) 的 生成 函数 ， 我 们 直接 


CD ee ee oe (7.14) 
Bl caer shee a 与 加 法 一 起 为 推导 出 方程 
Ot :而 用 过 的 运算 (两 次 ) . 


将 向 左 平移 mm 位， 也 就 是 说 ， 萎 构 造 前 面 亚 个 元 素 征 地 除 的 数列 
Ss Sst) = nem) ER 水 数 一 一 我 们 减 去 前 mI, PRAHA > 
来 除 : 


A 7 _~m-—1 
G (z) go giz ER Qm-12 „n-m _n (or 15) 
pm = gn? = gn+m= - (1.19) 


n>m n20 














oT 和 否则 我 们 不 能 将 最 后 那个 和 式 扩大 到 对 所 有 
n 求 和 . 


用 第 数 倍 代替 > 是 另 一 个 小 技巧 : 
G(cz) = >. Gn(cz)" = x C 9gnz ， (7.16) 


n n 


XIIE T AA go) 的 生成 函数 .特殊 情形 c = -1 特别 有 用 . 
我 害怕 生成 函数 这 种 疾病 .4 











FIERAR xe “T fear d generating function dz's”， 其 双关 谐音 是 “I fear the generating function 
disease”. 





ee SV Rr genera elena meen 
到 : 


G'(z) = GT 2922 + 39327 eS = > (n+ 1)gn412". (7.17) 
n 
[a] a 8 — 2S LE 7 ECA E 
2Gi(z) = $ ngn2”. (7.18) 


n 


这 就 是 数列 \n9w 的 生成 函数 .重复 微分 ， 我 们 可 以 用 n 的 任何 想 要 的 多 
项 式 习 Jn- 





微分 的 逆 运 算 一 一 积分 使 我 们 可 以 用 n 来 除 它 的 项 : 
Re 1 4, 1 3 ] ros ee 
G(t)dt = goz + —g1 2° 十 -~g22 十 *… = —gn_1zZ . (7.19) 
0 2 3 n 


n=l 


(注意 ， 常 数 项 是 零 ，)〉 如 果 我 们 想 要 的 是 9/ 而 不 是 (9n-1/") 的 生成 
函数 ， 首 先 应 该 向 左 移 一 位 ， 在 积分 中 用 (G (一 90)/t 代 车 GU. 


最 后 ， 看 看 怎样 将 生成 函数 相 乘 在 一 起 : 


F(z)G(z) =(fo + fiz + faz? +---)(go + giz + goz*+---) 
= ( fogo) + (fog: + figo)2 + (fog2 + figi + fago)? +- 


=> (>: frgn : ae (7.20) 
n ok 


On ERATE AS ERB, ZA TB (ln AE PRB, BM (Pn AM 
(gn 的 卷 积 (convolution〉 的 生成 函数 . 和 式 n= 2, fr9n-k 可 以 写成 
hn = > fkIn-k, RHH k < omt fk =0, TÁ k > mn 时 ga = 0 乘法 / 卷 


积 要 比 其 他 的 运算 稍微 复杂 一 点 ， 但 它 很 有 用 一 一 它 是 如 此 有 用 ， 以 到 
于 我 们 将 要 用 整个 7.5 节 来 介绍 关于 它 的 例子 . 


乘法 有 知 干 特殊 的 情形 值得 我 们 把 它们 本 喘 作 为 运算 加 以 考虑 .我 们 已 
经 看 到 其 中 的 一 个 : 5 F) =", REIFE SZE (7.14). 在 那 























种 情形 ， 和 式 h 变 成 单独 一 项 9n-m， 因 为 除了 fm = 1 之 外 ， 所 有 的 fx 


都 是 0. 
当 F(z) 是 熟悉 的 函数 1/(1 一 2) =1+z 十 ?二 … 时 ， 就 会 出 现 另 一 种 有 用 
的 情形 ， 此 时 所 有 的 fe Ok SO) 都 是 1， 我 们 就 有 重要 的 公式 


i - Giz) = > (>: Jn 7 z” = >. (>: n) i Weed 


n k>0 n k<n 





用 1 1 一 :来 乘 一 个 生成 函数 ， 就 得 出 了 原来 数列 的 累积 和 式 数 列 的 生 
成 函数 . 


表 7-1 总 结 了 目前 为 止 我 们 讨论 过 的 运算 . 为 了 有 效 地 运用 这 些 运 算 ， 
建 并 生成 函数 的 一 整套 强 有 力 的 方法 以 备 以 后 使 用 是 很 有 帮助 的 . 表 7- 
2 列 出 了 最 简单 的 结果 ， 我 们 可 以 以 那些 结果 为 出 发 点 并 解决 相当 多 问 


题 . 


表 7-1 生成 函数 运算 





aF(z)+ PG) = $ (af, + Bg,)2" 
B G(s)! = Wie oz ， femo 
G)-g,-gz--—g z" 
eps ea alee a Bue = 2 Enn?" ， 整数 m 宇 0 
G(cz) = ye ae 
Gz) = $ (nt Dg," 
ZG (zj) = X ng,z” 


z 1 P 
jcOd = D8 


F(z)G(z) = aa |e 





= Gey = 5 De | 


l-z 


表 7-2 中 的 每 一 个 生成 函数 都 足够 重要 ， 应 该 记 住 . 它们 中 有 许多 是 另 
外 一 些 生 成 函数 的 特殊 情形 ， 其 中 有 许多 可 以 利用 表 7-1 中 的 基本 运算 
从 其 他 公式 中 很 快 推导 出 来 ， 因 而 记忆 起 来 并 不 很 困难 . 
fem: 如 果 该 数列 由 三 项 式 系 数组 成 ， 那 么 它 的 生成 函数 通常 都 包含 一 个 二 项 式 1 ez. 
例如 数列 (1,2,3,4,…)， 它 的 生成 函数 1/(1 — =) 常常 是 有 用 的 ， 这 个 生 
成 函数 大 概 出 现在 表 7-2 的 中 间 位 置 ， 且 它 是 出 现在 表 中 更 下 面 的 
































m+ 1 m+ 2 m+3 
On) Cn) Cn) a mae, eH 
c+1 c+2 
< . 、 
ea ( : ) ( 3 当 。= 2 时 的 特殊 情形 ， 我 们 可 
以 如 同 在 (7.21〉 中 那样 通过 取 囚 积 和 式 ， 即 用 (1 一 2) 来 除 (1 一 %)， 


从 而 从 1,1,1,…") 的 生成 函数 将 它 推导 出 来 ， 或 者 利用 (7.17) ， 用 微 
分 法 从 于 下 二 二 /将 它 推导 出 来 . 


好 的 ， 好 的 ， 我 已 经 被 说 服 了 . 


表 7-2 简单 的 数列 及 其 生成 函数 





数 列 生成 函数 封闭 形式 




















<1,0,0,0,0,0,… Deol = Ole 1 
<0,...,0,1,0,0,---> Dott = mlz z 
1 
<1,1,1,1,1,1,…> oz" DLA 
2 | 
1 
<1.-1.1.-1,1.-1,…> _ [-l]"z 
> Xal ] l+z 
1 
<1,0,1,0,1,0,…> 2 A a 
<1 ;0,+6+,0,1,0,++9,0,1,0,++> Deol \nlz : z 
1 
<1,2,3,4,5,6,…> _ (n+)sz 人 
oe of ) (l 一 3) 
<1,2,4,8,16,32,.…> So = 
4 n 
<1,4,6,4,1,0,0,---> em | (+z) 
n 
c\f(e C| n 
hef- Ap 0 
+1) (c+2 +n-l 
Üg C | C iy > F ctn 2 l 
2 3 ais es (l-2) 
1 
AEE aS _C'Z 
CC ,CC ee l-cz 
m+1) (m+2)\ (m+3 m+n 1 
i A 1 ype A 了 
人 人 人 Sa bs 
111 1 
0.1 二 ,二 ,一 ,， <2" | 
( JRA ) Pes = 
ae CDm 
0,1,-= Ser haart 2 十 > 
人 i a. pa n In(1+z) 
AB ee O 1 
L= E z 
人 2 6 24 120 Dia © 


数列 .0.1.0 ) 是 另外 一 个 其 i 生成 函数 可 以 用 多 种 方法 得 出 的 例子 
gE 2 2" :) 中 用 22 代 蔡 :， 我 们 显然 能 得 出 公式 


Zee ou 六 我 们 还 可 以 对 数列 全 11, 1,…) 应 用 累积 求 和 法 ， 
此 数列 的 生成 函数 是 1(1+ =)， 由 此 得 到 1/0 +202) = 1/0- 2) 


有 第 三 种 方法 ， 它 基于 提取 任何 一 个 给 定数 列 的 标号 为 偶数 的 项 
(go; 0, 92,0, 94:0,- 7) 的 一 般 性 方法 ， 如果 把 G(-2) 加 到 G(+2) 上 ， 就 得 到 


G(z)+G(-z) = J’ g, (1+ ")2” =22,8g,[n 是 偶数 ]z" 


G(z) + G(-z) In m AN 
3 = N gon22 . (7.22) 
可 以 类 似 地 提取 标号 为 奇数 的 项 
G(z) — G(—z) 2n+ 7 YQ) 
a = X giny? k (7.23) 
HE gn = Va G(2) = 1/(1 一 2) 的 特殊 情形 ，(1,0,1,0,…) 的 生成 函数 是 
= (G(z) + G(—2)) = 
Se oe | eee eee 


RIRS SBOE DA aia 数 使 用 这 一 提取 技巧 . 我 们 知道 
Re afl =~ 2) pat 


` Fonz” = f 








N 
fo oN 
— 
| 
we | a 
| 
tw 
ie to 
pe 
十 
x | | 
| te 
N 
bo 
ie 


Nile 


这 就 生成 数列 Fo: 0, F20, 4,…")， 故 而 交错 取 FF 的 数列 
(Fo, Fo, Fa, Fe,…) = (0,1,3,8,…) 就 有 简单 的 生成 函数 


D er (7.24) 
1] 一 3z 十 22 


7.3 解 递归 式 SOLVING RECURRENCES 
现在 ， 我 们 集中 关注 生成 函数 的 一 个 最 重要 的 用 途 : 求解 递归 关系 . 
给 定 一 个 满足 某 个 递归 式 的 数列 (o)， 我 们 要 对 9 寻求 一 个 用 表示 的 
封闭 形式 ， 通 过 生成 函数 来 求解 这 个 问题 有 4 步 ， 这 些 步 又 几乎 都 相当 
机 械 ， 可 以 在 计算 机 上 编程 实现 . 


(1) 用 这 个 数列 中 的 其 他 元 素 写 出 一 个 表示 In NANTE. 这 个 方程 应 
该 对 所 有 整数 nn 者 成立， 假设 9-1 = 二 9-2 = … 








D 用 :" 乘 该 方程 的 两 边 ， 并 对 所 有 的 n 求 和 ， 左 边 就 给 出 和 式 n n 
， 就 是 生成 函数 (=) .右边 的 处 理应 该 使 得 它 变 成 包含 G(z) 的 另外 一 个 
KAR. 

(3) 解 所 得 到 的 方程 ， 得 到 G(z) 的 封闭 形式 . 

(4) 将 G(z) 展 开 成 宕 级 数 并 取出 2" 的 系数 ， 这 就 是 94 的 封闭 形式 . 


这 个 方法 能 成 功 ， 是 因为 以 单个 函数 G(3) 表 示 出 整个 数列 \9M 时 ， 许 多 
做 法 都 有 可 能 实现 . 


例 1 FERED AB RB 
FCAT] BB 6s 25 HE SEV AB RITES. 在 那 一 章 里 我 们 学 习 了 一 种 


新 的 方法 ， 从 而 摸索 出 一 条 路 ， 现 在 我 们 可 以 更 系统 地 来 做 . 给 出 的 递 
归 式 是 





go = 0: gı = 1; 


gn = Jn-1 T Jn-2, N 2 2. 
我 们 要 根据 上 面 的 4 个 步骤 求 出 mA AJE. 
第 (1) 步 告诉 我 们 要 把 递归 式 写 成 关于 mA AAE”. 我们 可 以 写成 


a= l, nal 
En- F S 2， n> 1 


(AIX Ee acon. 第 (1) 步 实际 上 古 要 给 出 一 个 不 包含 按照 不 同情 况 分 列 的 公 
式 . 单个 方程 





Gn = Gn-1 T Gn-2 


对 n 之 2 有 效 ， 当 n< 0 时 它 也 成 立 (因为 我 们 有 go = 0 以 及 shu =0) . 
但 是 当 n = 1 时 ， 我 们 在 左边 得 到 1， 而 在 右边 却 得 到 0， 幸 运 的 是 这 个 
问题 容易 解决 ， 因 为 可 以 在 右边 加 入 [n= ]]， 这 就 当 — 1 时 增加 了 1， 
而 当 n 关 1 时 不 发 和 改变， 所 以 我 们 就 有 


Jn = Gn-1 T Gn-2 T [n = 1), 


这 束 是 第 (1) 步 所 要 的 方程 . 





现在 第 (2) 步 要 求 我 们 将 关于 (ww) 的 方程 变换 成 关于 CO) = 22,92" 的 方 
程 ， 这 项 工作 并 不 困难 : 


在 这 种 情形 ， 第 (3) 步 也 很 简单 ， 我 们 有 


Gl Z ) = = 


fp BIKAR SRSA AEE. 


第 (4) 步 是 关键 的 一 步 . 在 第 6 章 里 ， 我 们 靠 突 然 内 现 的 灵感 完成 了 这 一 
步 ， 现 在 让 我 们 放 慢 脚步 ， 以 便 在 过 到 更 困难 的 问题 时 能 够 安全 通过 第 
(4) 步 ， 当 我 们 将 :/(1 一 > 一 2 展开 成 震级 数 时 ， 2" 的 系数 11 一 2 2 
是 什么 ? 更 一 般 地 ， 如 果 给 定 任 何 一 个 有 理 函 数 











其 中 PA QESH, WARA REA? 
有 一 类 有 理沙 数 ， 其 系数 特别 适宜 ， 即 


a m+n rine 
= ap" z”. (7.25) 
(1 7 2m! m f j 


pz n=O 





Cp = 1 的 情形 出 现在 表 7-2 中 ， 用 RRE :并 乘 以 a， 我 们 得 到 一 般 的 公 
式 .) 一 个 与 (7.25) 相像 的 由 函数 组 成 的 有 限 和 式 








yi) ay ag Ul ra ans 
S(z) — | \m,+1 | wate 5 ym, +1 (7.26) 
(1 — p12z) (1 — pz) 7 (1 — pz) i 
也 有 很 好 的 系数 


DAA mı +n m +n mtn ak coe 
z"|S(z) =a J +a p95 十 … -十 a 1 . (7.27) 
1 pl 2 P2 l Pi j 

m4 mə m 


我 们 要 证 明 每 个 满足 RO) Z oA ERA 局 2 都 可 以 表示 成 
R(z) = S(z) + T(z), (7.28) 


其 中 5(2) 形 如 (7.26) ， 而 7(2) 则 是 一 个 多 项 式 . Fe, MAMA 
就 有 一 个 封闭 形式 . 求 5(2)} 和 T(z) 就 等 价 于 求 及 2) 的 “部 分 分 式 展开 
IV”. 


注意 ， 当 PUE l pea S(z) = OEE 来 ， 如 果 我 们 希望 成 
功 地 将 RURA Sl) + TEE z PI FE EBL ak 的 
倒数 ， 这 里 Qla) = 0. R(z) = P(z)/Q(z)， 其 中 P 和 8@ 是 多 项 式 ， 
24 Ql) =0 时 有 RR(2) = œ.) 
假设 @(3) 形 如 

Q(z) = qo + qz +: + qm", Hp go # OH gm # 


HRI EA 


m—1 


ar 之 ) = qoz™ a qe seas a dm 


与 OLz) 有 重要 的 关系 : 


Q(z) = qlz — p1) +- (z — pm) © Q(z) = go(l — piz) ++: (1 — pmz). 
于 是 ， OME @& 的 根 的 倒数 ， 且 反之 亦 然 . 这样 一 来 ， 通 过 对 反射 


多 项 式 @ (3) 进 行 因子 分 解 ， 我 们 就 能 找到 要 寻求 的 数 Pk 
例如 ， 在 斐 波 那 契 数 的 情形 中 ， 我 们 有 








Q" 的 根 可 以 通过 在 二 yoka (t YP tae) /2 中 取 
(a, b,c) = (1, 一 1, 一 得到， 我们 求 得 它们 是 














从 而 有 Q(z) = (z — ġ) 一 办 DAE Q(z = (] — wz)(1 一 2). 


一 旦 我 们 找到 了 诸 数 P， 就 能 接 下 去 求 出 其 部 分 分 式 展 开 式 . 如 果 所 有 
的 根 都 不 相同 ， 残 最 简单 不 过 了 ， 所 以 让 我 们 首先 考虑 特殊 情形 . 我们 
也 许 会 正式 地 陈述 并 证 明 一 般 性 的 结果 . 





不 同根 的 有 理 展开 定理 
如 果 R) 2)/Q(z Poel pom) E woe 
(P1,*** PI SORA 又 如 果 已 5 是 一 个 次 数 小 于 /的 多 项 式 ， 那 么 
drS — Pk P(1/px) (7 29) 
[2" | R{2) = api treet apr, 其 中 ii Q'(1/pr) ` e 


证 明 ; Ba ;a 是 所 说 的 常数 ， 如果 RO) = P(z)/Q(z) 等 于 








l — piz 1 — pz 


打开 书 在 这 一 页 ， 会 给 你 父母 留 下 深刻 印象 . 


那么 会 起 29) R. AEH = 一 1/Pk 时 函数 

T(z) = R(z)— S(z) 并 非 无 限 ， 就 能 证 明 R(z) = S(z). 因 为 这 就 表明 有 理 函 
aie Wea 因此 (= )th mee 2 TN. 我 们 还 能 证 明 ， 当 > > ox 
时 有 T(z) 0, Mig Tl) Avene. 


Sider 引产 2， 只 需要 证 明 
“和 a) T(z) = OFT, 因为 7 ) 是 > 的 有 理 函 数 . 从 而 我 们 希 
望 能 证 明 





lim (z — ox) A(z) = lim (z — ag) S(z). 
~— > ?OF 


k 


它 右 边 的 极限 等 于 him s+ Gk Ay | ( Z — ak); /(1 一 Pre ) = —arz/ a 因为 
(1 — pez) = —pr(2 — ar) ， 且 对 # hay (2 — an) /(1 — p52) 一 0 而 根据 洛 必 
达 法 则 ， 左 边 的 极限 是 


Plz | z— Qk 已 [ak 
lim (z — a, ) ! blen lim “i = lar) 

















an Q(z) a, Q(z) Qla) 
这 束 证 明了 定理 . 
[a] BSE eee BANA Piz )=2WR 
Q(z) =1-2 2 — (1 — ġz)(1 — ġz) | z)=-1-2z, H 
—pP| 1/p) o 一 ] o P 
Q'(l/p)  —1-—2/p p+2 


根据 〈7.29) ， ER 中 光 的 系数 就 是 w+ 2 一 1/Y5， 而 ”的 系数 
则 是 wt2+2) = -1/V5 于 是 此 定理 告诉 我 们 ， 肋 = ( — 0")/V5, Ew 
(6.123) 中 给 出 的 那样 . 


当 @z) 有 重 根 时 ， 计 算 变 得 更 加 困难 ， 不 过 我 们 可 以 加 强 这 个 定理 的 证 
明 来 证 明 下 面 更 一 般 的 结果 . 


有 理 生 成 函数 的 一 般 展 开 定 理 
如 果 人 > ) = P(z)/Q(z), 其 中 Q(z ia Es z)d . 人 一 piz) 而 诸 数 


(Pp1,… ,PU 各 不 相同 ， 又 如 果 有 已 引 是 一 个 次 数 小 于 看 十 十 I 
式 ， 那 么 





[2"| A(z) = fi1(n)p? + + filn) py, HÆ n 20, (7.30) 
其 中 每 一 个 大 tj) 都 是 一 个 次 数 为 水- 1 且 首 项 系数 为 


( — pk jd* Pl 1 / pk ) di. 
Q! dy, ) ( 1 Í Pr ) 
P(1/p,' 
= — o (7.31) 
(dk = 1}!qo ;yx ( ] — Pj / Pk ) j 


的 多 项 式 . 这 可 以 通过 对 maxtd，… :4 用 归纳 法 ， 并 利用 以 下 事实 加 
以 证 明 : 


ak = 








aildi — 1)! aldı — 1)! 


A(z) d 





(1 — piz)™ 


是 一 个 有 理 函数 ， 对 任何 上 ， 其 分 母 上 的 多 项 式 都 不 能 被 (1 — pn) 
除 . 


例 2 带 几 分 随机 性 的 递归 式 


我 们 已 经 见 过 一 些 一 般 性 的 方法 ， 现 在 准备 解决 新 的 问题 ,我们 尝试 求 
出 递归 陈 


(1 — pız) 


90 一 91 =l: 


gn = Jn-1 T 29n-2 +(-1)", n22 (7.32) 


的 封闭 形式 . 首先 列表 给 出 小 的 情形 ， 这 总 是 一 个 好 主意 ， 此 递归 式 使 
得 我 们 容易 做 到 : 





没有 明显 的 封闭 形式 ， 而 且 这 个 数列 甚至 没有 列 入 Sloane 所 著 的 
Handbookt330] 一 书 之 中 ， 故 而 ， 如 果 我 们 想 要 发 现 它 的 解 ， 就 需要 经 过 
那 4 个 步骤 . 


人 因为 我 们 只 需要 插入 修正 因子 以 修复 当 n < 2 时 的 结果 . 
方程 


gn = qn-1 + 29n-2 十 (—1)"[n 之 0] T [n = 1] 
注意 : 的 上 指标 没有 消失 ! 
对 所 有 整数 nn 都 成 立 . 现在 我 们 可 以 执行 第 (2) 步 : 
G(z) a J Jn?” = Y as Li 2y gn-22" T 人 f z” os 














一 ] 
(附带 指出 ， i eet Cre 2 从 而 由 二 项 式 定理 得 到 
Be (+2) 





) 第 (3) 步 是 初等 代数 ， 它 给 出 





而 这 要 留 到 第 (4) 步 . 

分 母 中 的 平方 因子 有 一 点 麻烦 ， 因 为 我 们 知道 重 根 要 比 不 同 的 根 更 复 
杂 ， 而 这 里 有 重 根 . 我 们 有 两 个 根 P = 2 和 P2 = 一 1， 一 般 的 展开 定理 
(7.30) 告诉 我 们 ， 对 某 个 常数 c 有 


Gn = 412” + (agn + c)(—1)", 














其 中 





( 当 分 母 有 适宜 的 因子 时 ， “(7.31)〉 中 关于 ax 的 第 二 个 公式 比 第 一 个 更 
容易 使 用 .除了 给 出 值 为 零 的 因子 之 外 ， 我 们 在 R( 引 中 处 处 直接 用 
z 二 1/Pk 代 入 ， 并 用 (dk 一 1) 来 除 ， 这 就 给 出 2* 大 的 系数 ，) 代入 


n=0， 剩 下 的 常数 c 最 好 取 值 为 5， 于 是 答案 是 


7 l 2 、 l 
Gn = “98 4 fin 4 = 人 (7.33) 
aa 3 9 


检查 n= 1 和 =- 2 的 情形 没 坏处 ， 只 不 过 是 确认 我 们 没有 和 弄 出 问题 .或 
许 我 们 还 应 该 试 一 试 n = 3， 因 为 这 个 公式 看 起 来 有 点 古怪 ， 它 是 正确 
的 ， 没 有 问题 . 


我 们 可 否 通 过 猜测 来 发 现 (7.33) We? 在 更 多 地 列 出 一 些 数值 之 后 ， 我 
们 可 能 发 现 ， 当 nn 很 大 时 有 Invi © 2g9n: 再 加 上 大 胆 和 运气 ， 我 们 甚至 有 
AA ae 
可 信赖 . 


例 3 ”相互 递归 数列 


有 时 我 们 有 两 个 或 者 更 多 的 递归 式 ， 它 们 相互 依赖 。 这 样 ， 我 们 就 能 对 
它们 两 者 都 求 出 生成 函数 ， 并 利用 四 步 解法 的 简单 推广 来 求解 它们 ， 


例如 ， 我 们 回 到 这 一 章 早 些 时 候 探讨 过 的 3 x nT) OK AA i 
题 . 如 采 我 们 只 想 知 道 用 多 米 话 牌 覆 瘟 一 个 3 x n 卸 形 的 总 方法 数 Un， 
而 不 把 这 个 数 分 成 是 垂直 的 多 米 话 牌 还 是 水 平 的 多 米 语 牌 ， 不 必 像 以 前 
那样 做 得 那么 细致 我们 可 以 仪 建立 递归 式 

Uo = 1, Ui = 0; vV =0, M= 

Un = 2Vn-1 + Un-2, Vn = Un-1 + Vn-2, n 2 2. 
这 里 VEH (3n — 172 个 多 米 诺 牌 覆 盖 去 掉 一 个 角 的 3 x nT TTI 


数 . 与 前 面相 同 ， 如 果 我 们 考虑 在 矩形 左边 可 能 的 多 米 话 牌 的 图 形 ， 容 
易 太 现 这 些 递 归 式 . 这 里 是 nn 取 小 的 值 时 Un 和 的 值 : 











我 们 来 按照 四 步 解法 求 出 封闭 形式 .首先 (第 (1) 步 ) ， 对 所 有 的 nn 有 
Un = 2Vn-1 + Un-2 + [n = 0], Vn = Un-1 + Vn-2, 
从 而 第 (2) 步 ) 
U(z) = 2zV(z) + 2 U(z)+1, V(z) = 2U(z 


现在 (第 a ee 
由 于 第 二 个 方程 给 出 V(2) = Ul), 我 们 就 求 得 
1 一 2 、 z 


2 


zV {z 


E 710 中 我 们 曾经 对 Cr(z) 得 到 过 这 个 公式 ， 不 过 是 用 :3 代 蔡 了 2 
在 那里 的 推导 中 ，7 是 多 米 诺 牌 的 个 数 ， 而 现在 它 则 是 矩形 的 宽度 ，) 


分 母 1 - 422 + :是 2 的 函数 ， 这 就 使 得 U2n+1 = 0, Vin = 0， 它 们 本 应 如 
此 ， 当 我 们 对 分 母 进行 因子 分 解 时 ， 通 过 保留 :2 可 以 利用 :2 的 这 个 很 好 
的 性 质 ， 我 们 不 需要 将 1 — 42? + z 全 程 代 入 四 个 因子 (1 一 Az) 的 乘积 之 
中 ， 因 为 形 如 (1 一 六 2 的 两 个 因子 足以 将 系数 告诉 我 们 ， 换 句 话说， 如 
果 考 虑 生成 函数 





l 


MOT Taga A MEME (7.36) 
我 们 将 有 T(z) = 2W (2?) DL E U(z) = 2*)W (27), ity Venti = Wah 
Unn = Wn — Wr-1-B FE BE fai FFAS) PRI ywi (2 SATS MEME 
= 
is 


1 — 4z + 27 AOA (2 2- V3) 和 (z— 2+ v3), 它们 可 以 写成 


(1 =e V3)2 Ja (1 一 (2 一 v3)=) 因为 这 个 多 项 式 是 它 自己 的 反射 ， 于 
是 事实 表明 ， 我 们 有 





3 十 2V3 网 一 3—2y. 

















Von+1 一 Wh = (2 T- gsr" + - (2 a V3)": 
) 6 
i : . 3+ 4 3 = ‘on V3 l 
Un =W 1 W n—1 = (2 T V3)" ~ (2 一 V3) i 
6 6 
(AS eee 
E Bo /3 (7.37) 
3— V3 34+ 3 


这 就 是 我 们 所 要 求 的 关于 3 x n 多 米 诺 铺设 方法 数 的 封闭 形式 . 


附带 指出 ， 注 意 第 二 项 总 是 在 0 和 1 之 间 ， 我 们 就 能 化 简 有 关 U2 的 公 
A. 数 Uan 是 一 个 整数 ， 所 以 有 


(2+ V3) a] eee 
Uy, = ds n20. (7.38) 
3— vV 3 


事实 上 ， 另 外 一 项 (2 一 V3)"/(3 二 V3) 当 nn 很 大 时 极 小 ， 因 为 

2 一 V3 x 0.268. 如 果 我 们 试图 在 数值 计算 中 使 用 (7.38〉 ， 那 么 就 需要 对 
此 加 以 考虑 .例如 ， 当 要 计算 2+V3)"/(3 一 V3) 时 ， 相 对 较为 昂贵 的 名 
牌 袖珍 计算 器 会 给 出 413 403.000 5. 九 位 有 效 数字 是 正确 的 ， 但 是 真实 
的 数值 要 比 413 403 略 小 一 点 ， 并 非 稍 大 于 这 个 数 . 于 是 取 413 403.000 5 
的 顶 会 得 到 错误 的 结果 ， 正 确 的 答案 Un = 413 403 是 用 舍 入 法 取 离 它 最 
近 的 整数 得 到 的 顶 可 能 是 有 风险 的 . 


我 知道 打滑 的 地 板 也 是 有 风险 的 . 
Ha ” 换 零 钱 的 封闭 形式 

结束 换 零 钱 这 个 问题 时 ， 我 们 只 是 计算 了 支付 50 美 分 的 方式 数 . 现在 我 
们 尝试 计算 换取 1 美元 ， 或 者 100 万 美元 有 多 少 种 方法 ， 同 样 仪 允 许 用 1 
美 分 -5 美 分 10 美 分 25 美 分 以 及 50 美 分 ， 


早先 导出 的 生成 函数 是 











> ] 25 1 7104 — 7254] — >50 * 





解 成 91 个 因子 ， 并 对 n 美 分 换 零 钱 的 方法 数 C1 提供 一 个 有 91 项 的 “封闭 


形式 ”但 是 这 样 考虑 起 来 太 令 人 改 怖 了 . 在 这 样 一 个 特殊 的 情形 下 
我 们 难道 就 不 能 比 一 般 方法 所 提供 的 做 得 更 好 一 些 吗 ? 


当 注 意 到 分 母 几 乎 是 的 函数 时 ， RIS EREA Raa. RI 


A ARE E E A e a 
如果 我 们 用 0 t (1 ~ 2) pe 8 1/ :)， 那 么 这 一 技巧 
就 能 应 用 于 Cl: 

Clz) ltet tt 1 1 1 1 

A 1— 25 1—251— 70] _ 7% _ 2: 

= (1 pe +2? +2 tle?) 
v l l 1 1 l 
C(z) = 








E ARIRE SE OIA ERIA \ 有 19， 这 要 比 原来 的 分 母 更 容易 处 理 . 

>) 这 个 新 的 表达 式 顺 带 指 出 有 C5n = Cont = Conte = Canta = Conta, 的 
回想 起 来 这 一 组 方程 是 显然 的 : 53 美 分 小 费 与 50 美 分 小 费 的 换 零 钱 
方法 数 是 相同 的 ， 因 为 1 美 分 硬币 的 个 数 是 事先 就 已 经 确定 的 〈 模 5) . 


但 是 C(z) 仍 然 没有 以 分 母 的 根 为 基础 的 真正 简单 的 封闭 形式 ， 计 算 C(3) 
系数 的 最 容易 方法 可 能 是 认识 到 分 母 的 每 一 个 因子 都 是 1 — :4 的 一 个 因 
子 ， 从 而 ， 我 们 可 以 记 


现在 我 们 也 在 进行 压缩 的 推理 . 

















(1 — z10) 其 中 A(z) = Ap + Az +--+ + Az a. (7.39) 


’ 


SAR FE Bee ms ACA Seba 


让 中 于 Ilt op la] 
= 1 + 2z + 42? + 623 + 924 + 132? + 182" + 242" 
+ 3128 + 3929 + 452 + 52z 十 57z 十 63z 十 67z + 692" 
+ 69z! + 672 Panes a 572" + 5227 + 4527 + 392% + 3127 


+ 24274 + 182" + 1327 十 9z2 +622 +422 4 229 4 2°! 





1/(1 >10)5 = > & + ‘) „10k 
最 后 , 由 于 mo A / ”， 故 而 当 n=109+7r 以 及 
zr ) 


0<r < 10 时 ， 我 们 可 以 如 下 来 确定 系数 人 10， 
rom = > A; 6 H ‘) [10g +r = 10k + j] 


jk 


+4 +3 +2 qt+1 fed ia 
= A, (" 4 ) + Ar+10 ( 4 ) + Ar+20 ( 4 ) + A,+30 ? 4 ) (7.40) 


这 给 出 10 种 情形 ， 对 + 的 每 一 个 值 有 一 种 情形 . 但 是 ， 与 男 外 一 种 包含 复 
数 的 暴 的 形式 相 比 ， 它 是 一 个 非常 好 的 封闭 形式 . 





例如 ， 我 们 可 以 利用 这 个 表达 式 推出 ”名 的 值 ， 此 时 + 二 0 且 有 


A/ i e re q+3 ses q+2 25 q+1 
om (+ 50 (142) 42(0t 2) 


本 (sG) = 50 eae 
换 50 美 分 的 方法 数 是 \4 “/ ”， 换 1 美元 的 方法 数 是 
©) 445(°) 452(4) = 292 
4 4 1 ， 而 换 100 万 美元 的 方法 数 则 是 


fc 000 a i (* 000 - és (* 000 ue 5 f 000 mt) 
+ 40 + V2 = 
4 4 4 4 


= 66 666 793 333 412 666 685 000 001. 
例 5 ”发散 级 数 
现在 ， 我 们 尝试 对 由 

go = 1; 

Gn =NGn-1, n> VU 
定义 的 数 找到 一 个 封闭 形式 . 在 用 几 纳 秒 (nanosecond) 对 此 探究 之 
后 ， 我 们 意识 到 9n 正 是 n!， 实 际 上 ， 第 2 章 里 描述 的 求 和 因子 方法 立即 


就 使 人 想到 这 个 答案 . 但 是 ， 我 们 尝试 用 生成 函数 来 求解 这 个 递归 式 ， 
就 是 要 来 看 看 会 发 生 什么 ，《 一 个 强 有 力 的 技术 应 该 能 解决 这 样 一 个 容 











也 能 解决 其 他 我 们 不 能 如 此 轻易 就 猜 出 其 答案 的 递归 
式 . ) 


人 们 已 经 在 谈论 飞 秒 (femtosecond) T. 
方程 
gn = NGn_1 + [n = O| 
对 所 有 都 成 立 ， 这 束 导 出 
G(z) =} n?" = D4 We ee 


n n= 








为 完成 第 CD) 步 ， 我 们 想 要 用 CU gla n, 而 表 7-1 中 的 基本 
策略 使 我 们 想到 这 可 能 与 导数 9S (2) = >_。ngnz” 有关， 所以， 我 们 就 
转向 那 种 和 式 : 


G(z)=1+ Se (n+1)gn2"7" 


n 


„n+l „nti 
=1+ > Ngn? ag > Gné 
n 


n 


ERE zG(z). 


让 我 们 利用 小 n 的 Sef RAEI RE. 由 于 


G=1l+242274+62? + 24244 
= 1 十 4z +1827 +962 +- 
我 们 有 
i = 27 + 427 + 1824 4+ 962° 4 --- 
zG =z24274 222462! 4 24294 
1=1 


SATIRE HT G, BA MAIER RMA. Mih, RITH AY AZ 
现 用 “ RE Ga ol 当 不 改变 ;的 时 候 ， 这 个 多 出 来 的 “(3) 
”会 使 公式 变 得 杂 丘 





Be PORE 是 第 (3) 步 ， 它 与 以 前 做 过 的 有 所 不 同 ， 因 为 我 们 有 一 个 微分 方程 
需要 求解 . 这 是 一 个 我 们 可 以 用 5.6 节 中 的 超 几 何 级 数 技术 处 理 的 微分 
人 (不 熟悉 超 几 何 的 读者 不 必 担 忧 一 一 很 快 

FEW. ) 


“很 快 ." 那 正 是 医生 在 给 我 打针 之 前 所 说 的 话 。 BE ERRE E PE 
ays 




















5“ 超 几何 ”Chypergeometric) 与 "皮下 注射 ”(hypodermic) 的 英文 单词 发 音 相近 . 


首先 必须 避免 第 数 1， 所 以 我 们 在 两 边 求 导数 : 








G =(zG +zG+1) = ee + 2G") + (G4 2G’) 
= 2°G" + 3zG' +G. 
第 5 章 的 理论 告诉 我 们 用 算 子 v 来 改写 它 ， 由 习题 6.13 我 们 知道 
VG = zG', 8G = 27G" + 2G’. 


这 样 一 来 ， 我 们 想 要 的 微分 方程 的 形式 就 是 
VG = 2G + 220G + zG = 2(0 +1)°G 
根据 (5.109) ， 满 足 m = 1 的 解 就 是 超 几 何 级 数 PU, 1s: 2). 
第 (3) 步 要 比 我 们 所 期 待 的 更 多 ， 但 是 既然 我 们 知道 函数 G 是 什么 ， 第 


(4) 步 就 容易 st 
l, l 17172” 
G(z)= F : 2 = 2 m à 


这 就 证 实 了 我 们 已 知 的 封 朵 形式 ， 即 gn = n! 
注意 ， 这 项 技术 即便 当 G(3) 对 所 有 的 非 零 :都 发 散 时 也 给 出 正确 的 答 


z. Boal nl 增长 得 非常 快 ， 项 ”| oc 时 趋向 于 co， 除非 有 :0 
这 表明 形式 早 级 数 可 以 用 代数 的 方式 来 处 理 ， 而 不 必 担 心 其 收敛 性 ， 


例 6 ”完全 返回 的 递归 式 














最 后 ， 我 们 将 生成 函数 应 用 到 图 论 中 的 一 个 问题 .一 个 阶 为 n 的 属 
(fan》 是 一 个 以 40,1,… ,为 顶点 且 有 2n 一 1 条 边 所 定义 的 图 : 顶点 0 
与 其 他 nn 个 顶点 中 的 每 一 个 都 连 有 一 条 边 ， 而 对 1 站 <n， 顶 点 与 顶 
Rik + EAA. 例如 一 个 阶 为 4 的 届 ， 它 有 5 个 顶点 和 7 条 边 : 


No U A 


0 1 


我 们 感 兴趣 的 问题 是 ， 在 这 样 一 个 图 中 有 多 少 标 生成 树 ? RAE 
(spanning tree) 是 一 个 包含 所 有 顶点 的 子 图 ， 它 还 包含 足够 多 的 边 以 
使 得 这 个 子 图 是 连通 的 ， 然 而 又 不 包含 太 多 的 边 以 至 于 出 现 回路 
(cycle) . ESEU, ~E n + 1 个 顶点 的 图 的 每 一 棵 生成 树 都 恰好 
有 了 7 条 边 . 如果 少 于 nn 条 边 ， 这 个 子 图 将 是 不 连通 的 ， 而 多 于 nn 条 边 ， 
它 又 会 有 一 条 回路 . 图 论 的 书籍 对 此 有 证 明 . 








2n—1 


Ce ee E ee 
但 是 这 些 选取 的 方法 并 不 总 是 能 够 得 到 一 棵 生成 树 . 例如 ， 子 图 


4 
3 
2 
wf 4 
有 4 条 边 ， 但 它 不 是 一 棵 生成 树 ， 它 有 一 条 回路 从 0 到 4 到 3 再 到 0， 且 在 


27 一 1] 
1,2 与 其 他 顶点 之 间 不 连通 .我 们 想 要 计算 实际 上 在 、 7 /种 选取 中 
有 多 少 能 够 得 到 生成 树 . 


Ee ee ere ee ae 





E 2 VE 
ee | E 


Nhs! A=3 .=8 


《如 果 我 们 总 是 将 顶点 0 画 在 左边 ， 那 么 就 不 需要 标 出 顶点 了 . ) n=0 
的 情形 又 如 何 呢 ? 首先 ， 令 万 = 1 似乎 是 合理 的 ， 但 是 我 们 要 取 fo =0 
人 《 它 应 该 有 2n-1= 一 1 条 边 ) 是 令 人 怀疑 


四 步 解 法 告诉 我 们 ， 要 寻求 的 对 所 有 nn 都 成 立 的 递归 式 . 通过 观察 最 
上 面 的 顶点 (顶点 n) 是 如 何 与 生成 树 的 其 他 顶点 相 连接 的 ， ， 我 们 就 能 
得 到 一 个 递归 式 . 如 果 它 不 与 顶点 0 相连 接 ， 它 必定 要 与 顶 皮 7 一 1 相连 
接 ， 因 为 它 必 定 与 图 的 其 他 部 分 相连 . EAA, R FRR A 
0 直到 一 1] 这 部 分 ) 的 n-! 标 生成 树 中 的 任意 一 村 痢 能 补充 成 为 整个 图 
的 一 棵 生成 树 ， 反之 则 顶点 n 与 0 相连 接 ， 于 是 存在 余 个 数 人 < 7n 使 得 顶 
点 ,7 一 1,… ,A 直接 相连 结 ， 但 是 上 与 上 一 1 之 间 没 有 边 存 在 . 这样 在 0 
与 {7 一 1,… ,之 间 就 不 能 有 任何 的 边 ， 否 则 就 会 出 现 一 条 回路 .于 
Hes MA k =1， 则 生成 树 融 被 完全 确定 了 ， 而 如 果 大 > 1， 则 产生 
40,1,… ,一 1} 上 的 生成 树 的 大 -1 选取 方式 中 的 任何 一 a 都 将 得 到 整个 
图 的 一 棵 生成 树 . 例如 当 n = 4 时 这 一 分 析 所 产生 的 结 


人 


XTn = ] 成 立 的 一 般 方 程 是 
fn = 万 -1 T. 万 -1 Lg fn_2 hi fn-3 a ii fi Fi: 
最 后 面 的 那个 “1 看 起 来 就 是 fo, MPRA fo= 1, ERNIA 
坚持 这 里 的 选择 .) 稍 做 一 些 改变 就 足以 使 得 该 方程 对 所 有 整数 "都 成 


ML: 




















fn = fa it > fet ln > 0|. (7.41) 


k<n 


这 是 一 个 从 万-; 经 过 所 有 前 面 的 值 " 完 全 返回 "的 递归 式 ， 故 而 它 与 我 们 
在 这 一 章 里 见 到 的 其 他 递归 式 不 同 ， 当 我 们 求解 快速 排序 递归 式 
(2.12) 时 ， 我 们 用 到 一 个 特殊 的 方法 以 避免 第 2 章 里 一 个 类 似 的 右边 
的 和 式 ， 也 就 是 说 ， 我 们 从 另外 一 个 递归 式 中 减 去 一 个 递归 式 得 到 
(fai — fn) 这 个 技巧 现在 也 避 开 了 2， 正 如 它 在 求解 (2.12) 时 所 达到 
的 效果 那样 ， 但 是 我 们 将 会 看 到 生成 函数 允许 我 们 直接 处 理 这 样 的 和 
式 -这 是 它们 做 的 一 伯 好 事 ， 因 为 我 们 不 久 将 会 看 到 远 为 复杂 的 地 
式 . ) 


第 (1) 步 结束 了 ， 第 (2) 步 我 们 需要 做 一 件 新 事情 : 





= zF 2 lh k] S p 
= 2F(z)+ F(z) z™ 十 一 一 一 
(22 = 
= zF(z) + F(z) aT yaa 
ies tos 














这 里 的 关键 技巧 是 将 2" 改 写成 *2"”“*， 这 使 得 有 可 能 将 这 个 二 重 和 式 的 
值 用 卫 (2) 表示， 正如 第 (2) 步 中 所 要 求 的 那样 . 
现在 第 (3) 步 是 简单 的 代数 计算 ， 我们 求 得 


F(z)=—. 

1 — 3z + 22 

我 们 中 记性 好 的 人 会 辨认 出 ， 这 了 吏 是 偶数 标号 的 辈 波 那 契 数 的 生成 函数 
(7.24) . 所 以 ， 不 必 经 过 第 (4) 步 ， 对 于 麟 的 生成 树 问 题 ， 我 们 已 经 找 
到 了 一 个 有 点 令 人 惊讶 的 答案 : 


fn= Fm, n20. (7.42) 





7.4 特殊 的 生成 函数 SPECIAL GENERATING 
FUNCTIONS 

如 果 我 们 知道 许多 不 同 震 级 数 的 系数 ， 那 么 四 步 程序 中 的 第 (4 步 就 变 得 
容易 多 了 . 表 7-2 中 的 展开 式 是 相当 有 用 的 ， 这 个 表 可 以 一 直 扩充 下 


去 ， 还 可 能 有 许多 其 他 类 型 的 封闭 形式 . 因此， 我 们 应 该 用 力 外 一 张 表 
加 以 补充 . 表 7-3 列 出 了 在 第 6 半 里 考虑 过 的 “特殊 的 数 ” 对 应 的 窜 级 数 . 


表 7-3 ”特殊 的 数 的 生成 函数 





十 
ann = 2 Ae (7.43) 
=s n2 n 


aya = (7.44) 
e=] n=0 n! 





CORRS” ee = pe (7.45) 
Le, + Fey jet DZ n=0 


m k! j min 


r 

doa Zz” n n 

g = — T Zz 74 
E (1-—z)(1-2z)...(l—mz) zi | 


m 
= m 
z™ = z(z+1)...(z+m-1) = ziz} (7.48) 
3 n\z" 
(e7-1)" = mile (7.49) 
(m) z m (7.50) 


z ] ozm m-l] 
证 可 | ya dl . | (7.51) 
EE (7.52) 
n 








n z" 
让 | Je n! (7.53) 
m n>=0\ M n! 
cap? y fw 一 (7.54) 
mn>0 (M n! 
1 n gt 
z ie 7.55 
ad =Z 2 : n! ( ) 
l-w n z" 
j wa 7.56 
eD -w pia n! ( ) 


表 7-3 是 我 们 所 需要 的 资料 库 . 这 个 表 里 的 恒等式 不 难 证 明 ， 所 以 无 须 
加 以 详 述 ， 这 个 表 主 要 是 在 我 们 遇 到 新 的 问题 时 提供 参考 的 .第 一 个 公 
式 〈7.43) 有 一 个 很 好 的 证 明 ， 值 得 在 这 里 一 提 . 我 们 首先 考虑 恒等式 


l T+n\ » 
earn -5 ( n jz 





并 关于 z 对 它 微分 . 左边 (1- 3) 一] 等 于 ee+Dmn0-27)， 所 以 d/dz 给 出 
rin 

一 个 因子 In (1/(1 — z)) .而 在 右边 ， ( n er (c+n)---(x +1), 

T/A ENR n, CANE TA 








an á es mA cA (7.43) . 注意 ， 即 使 1 不 是 整数 时 
Hiin 一 Hz 也 是 有 意义 的 . 


顺便 次 一 可， 这 种 对 一 个 复杂 的 乘积 求 微分 的 方法 〈 仍 保留 它 是 一 个 乘 
BA) ， 通 党 要 比 将 导数 表示 成 和 式 更 好 一 些 . 例如 ， 将 


d (( _ \n (+ 1)') . \n (r 1)! n 1 
Ae Aa +n) (T + = {T FNA) (T+ L) pyg 十 十 z4] 


AA E RA RE E AL. 


表 7-3 中 的 一 般 恒等式 包括 许多 重要 的 特殊 情形 . 例如 ， 当 m = 0 时 ， 
(7.43) 就 简化 成 为 An AE eR ee: 


l 1 | 
—hn— = J: H,2". (7.57) 


这 个 方程 还 可 以 用 其 他 方法 推出 ， a, RITAR ie 1/1 — 2) ae 
级 数 并 用 1 一 RR, MER RRMA. 




















m m— 1 
else C751) Sy C752) cera alk i k 
m m— 1 
Be n J/， 当 nm 时 它们 有 不 确定 的 形式 %0 然 而 ， 利 用 


中 的 斯 特 林 多 项 式 ， 有 一 种 办 法 能 给 它们 以 适当 的 意义 ， 因 为 
ale 


— 1 \n+ ` 7.58 
| i, ee ) = (-1)"*!n!mo,,(n — m): (7.58) 
m— n n 


m m—1 nents 
| | /( = n!mo,(m). (7.59) 
m—n n 


Tæ, (7.51) 的 m= TRAE DAN EBON A i 
0 





, PERS 1 
(z” /n!) 
Dons l-n nj, 而 应 该 看 成 是 


z St 到 ] l > 
In(l+z) | os Ap a a a = | 


n=O 





恒等式 07.53) 、 (7.54) 、 (7.55) 以 及 (7.56) 是 二 重生 成 函数 或 者 
超级 生成 函数 ， 因 为 它们 都 有 “(2mn9m* > 的 形式 。 un 的 

系数 是 关于 变量 :的 生成 函数 ， "的 系数 是 关于 变量 ww 的 生成 函数 . 恒 
等 式 (7.56) 可 以 表达 成 更 为 对 称 的 形式 








wW m n 


”= m+n+ 1] uL ERRA 
—— =) l i (7.60) 
we 一 ze" m (m+n+1)! 


mn zo 





7.55 卷 积 CONVOLUTIONS 


两 个 给 定数 列 (fo. fis ++) = (fn) FA (Go, 9157+) = 49 的 卷 积 〈convolution ) 
se tombs? Ta, fae 4 我 们 在 5.4 节 以 及 7.2 节 中 已 经 


注意 到 ， 数 列 的 卷 积 与 它们 的 生成 函数 的 乘积 相对 应 ， 这 个 事实 使 得 许 
多 和 式 变 得 易于 计算 ， 如 果 不 是 卷 积 ， 这 些 和 式 是 很 难处 理 的 . 


我 曾经 一 直 认 为 ， 盘 旋 思 付 就 是 当 我 试图 做 证 明 时 脑子 里 所 发 生 的 事情 .8 























6« 盘 旋 ” 和 “ 卷 积 ”对 应 同一 个 英文 单词 convolution. 
pl, EELER 
我 们 尝试 计算 Dono rf"-* 的 封闭 形式 ， 这 是 () 与 其 自身 的 卷 积 ， 所 


以 这 个 和 式 必定 是 (2) 中 2" 的 系数 ， 其 路 (3) 是 (fw) 的 生成 函数 .所 
有 我 们 要 做 的 就 是 计算 出 这 个 系数 的 值 . 


生成 函数 FOE 2/(1 一 2 一)， 这 是 多 项 式 的 商 ， 而 一 般 的 有 理 函 数 的 


展开 定理 告 HRN, KARTAH 分 分 式 表 示 得 出 .我们 可 以 用 一 般 
的 展开 定理 (7.30) EF- E, KARAHA FEK 


V d Z 
1 1 2 1 
5 | G- gz) (1 — 2) (1 — êz) (1-82) 


] j \ un n 2 n l / in n 
二 一 》 (n+l) z 一 一 > Praiz 十 一 > (n+1)o z. 
J J J 


n=O n>0 n=O 











我 们 尝试 用 辈 波 那 契 数 来 表示 封闭 形式 ， 以 蔡 代 用 OF "表示 答案 . 记 
FA P+ o=1, RAIMA 





n on n 1 l 
ARESE Tap i 


an 2— (p+ 由 )z 
-四 


(1 — ġz)(1 — dz) 





2—2 
= [z ]j 2 = 2Fn41 = Fn. 


因此 


ee] | J | 2 
F(z)? == >. (n+ 1\IF 4 =F) = = Poa. 
J n=O 9 n20 
于 是 就 得 到 所 寻求 的 答案 
k 2 Pre == | lL, Fn \ 
DFP k= —— am a Aa (7.61) 
k=0 j 





例如 ， 当 = 3 时 ， 这 个 公式 的 左边 给 出 
FoF; + Fi Po + FoFi + F3fp =04+14+14+0=2, Gwe 
(6Fy — 4F3)/5 = (18 — 8)/5 = 2. 


例 2 调和 卷 积 
一 种 称 为 “抽样 排序 ”(samplesort) 的 计算 机 方法 的 有 效 性 依赖 于 和 式 


l 
Tnn == D ( ) 
ieee ee M= k > 整数 m.n > O 


的 值 . 习题 5.58 通 过 一 种 稍 显 艰深 的 双重 归纳 法 ， 并 利用 求 和 因子 得 到 











0 ] 2 
了 这 个 和 式 的 值 . 如 果 意 识 到 fm 正好 就 是 . (i, (n) 和 
1 1 
0, =, 5, 
1 2 /的 卷 积 中 的 第 "项 ， 它 的 计算 就 要 容易 得 多 .这 两 个 数列 在 
表 7-2 中 都 有 简单 的 生成 函数 : 





n=O 


于 是 ， 根 据 (7.43) 就 有 








= |2 - = i 
= (Ha — Hn) ( " i 
72 一 m 


实际 上 ， 有 更 多 的 和 式 可 以 归结 为 这 一 类 的 卷 积 ， 因 为 对 所 有 "和 s 有 








S "的 系数 相等 就 给 出 一 般 的 恒等式 
D 4 H ") ( +n 7 i (H — H) = K 十 5 十 多 十 ‘) ne 
> ; n—k n 
Hy+541)- (7.62) 


a a ae 其 是 否 真实 . 但 是 至 少 在 n= 2 时 检验 正 
ffl: 





因为 它 是 如 此 美妙 . 


r+1 s+1 l i r+2 s+0 l | l 
1 1 Jr+1 2 0 r+2 r+l 
dm 1 1 ) 
= SSS FF 
2 r+s4+3 r+s+2 


Rs = 0 这 样 的 特殊 情形 与 一 般 情形 同样 值得 注意 . 
还 有 更 多 的 东西 .我 们 可 以 利用 卷 积 恒等式 


y r+k st+tn—k Me te i 
7 k n—k > n 


将 He BID, EH A AER: 


r+k stn—k r+stn+l 
D k ) ( k ) Hrik = ( ) (Hrts+n+ a Hr+s+1 F 
: s n— k n 


H,). (7.63) 








1 十 大 
LAEZ: WR r 和 s 是 非 负 整数 [和 m, A HE ha 


r+ ‘) (” +n—k (C +n— ") 
( ko], F m DREN nok J, SRR ARS KARR RAL 将 nn 
ARRMn—m—1, IHERB 


oD (i) k 7 内 Hy = ¢ up i (Hn41 — Himi + Hi) 
k=0 , 整数 
l.m.n > 0. (7.64) 


在 第 2 章 里 ， 即 便 是 这 个 恒等式 当 ! = m = 0 的 特殊 情形 也 是 我 们 难以 处 
理 的 ! 〈 见 〈2.36) . ) 我 们 取得 了 很 大 的 进展 . 


BIZ ERM 


如 果 我 们 求 出 (fw 和 (9w 的 卷 积 ， 然 后 再 将 此 结果 与 第 三 个 数列 (mm) 求 卷 
具 ， 就 得 到 一 个 数列 ， 它 的 第 "项 是 


>, figrh. 
jtktl=n 
这 个 三 重 卷 积 的 生成 函数 自然 就 是 三 重 乘积 了 (2)G(2)H 3) 用 类 似 的 方 
式 ， 一 个 数列 \9w 与 其 自 映 的 台 重 卷 积 的 第 n 项 是 
> Dk Gk °° Ikm 


ky +kot+--+km=n 
而 它 的 生成 函数 则 是 Cle). 


我 们 可 以 将 这 些 结果 应 用 到 先前 考虑 过 的 届 的 生成 树 问 题 之 中 (7.3 市 
例 6) .事实 证 明 ， 还 有 另外 一 种 方法 计算 阶 为 ”的 而 的 生成 树 的 个 数 
万 ， 这 种 方法 基于 顶点 4 2 ,中 之 间 树 边 的 构造 : 顶点 上 和 顶点 &+1 
之 间 的 边 有 可 能 被 选取 作为 树 的 组 成 部 分 ， 也 有 可 能 不 被 选 到 ， 选 取 这 
些 边 的 每 一 种 方法 都 使 得 由 相 邻 顶点 组 成 的 茶 些 块 相连 通 . 例如 n= 10 
时 ， 我 们 或 许 会 使 让 外、 人 上 149.6, 全 以 及 48,9,10) 连 通 : 


混凝土 砖 . 7 









































“正文 中 提 到 : ‘ 相 邻 顶点 组 成 的 块 "， 是 数学 中 一 种 “具体 的 块 ”(concrete block) ， 这 个 英文 词 
组 的 另 一 含义 是 “混凝土 砖 ”. 








2 

x Ig 
HS TA OMS WI, BY WAH 2 2D RAE 2 我 们 需要 将 0 与 那 四 块 中 
1 有 两 种 方法 将 0 与 (1 2} 连接 起 来 ， 有 0 
与 {3} 连 接 起 来 ， 有 四 种 方法 与 {4,5,6,7} 连 接 ， 有 三 种 方法 与 {3,9,10} 连 


接 ， 即 总 共有 2x1x4x3= a E 作 成 块 的 方法 求 
和 ， 就 给 出 了 生成 树 总 个 数 的 下 述 表达 式 : 


p=). > i ae (7.65) 

















m>0 kitkat +km=n 
ky ka, k 0 
例如 ， Pa 
fg =4+3x1+2x2+1x3+2x1x1+1x2x1+1x1x2+1x1x1x1 = 21. 
这 就 是 数列 (0,1,2,3,…) 的 MERZA O m = 1,2,3), BE a) 
的 生成 函数 是 
ee rn ee ee ae G(z) 
F(z) = G(z)+ G(z)* + G(z)? + = 一 一 一， 
1 — G(z) 
其 中 G(2) 是 (0,1,2,3,…) 的 生成 函数 ， 也 即 :/(1 一 2)* 因 而 我 们 有 
F(z) = - 


a 1 — 3z + 22’ 


这 个 结果 与 前 面相 同 . 这 里 对 (fw) 所 用 的 方法 更 有 对 称 性 ， 且 比 我 们 早 
先 所 用 的 复杂 递归 式 更 有 吸引 力 . 


例 4 HEER VASA 


这 个 例子 特别 重要 . 事实 上 ， 它 是 说 明生 成 函数 在 求解 递归 式 时 很 有 用 
的 “经 典 例子 ”. 


假设 我 们 有 "+1 个 变量 mm ,zn， 它 们 的 乘积 要 通过 做 "次 乘法 来 
加 以 计算 . 在 乘积 To 71*… zn 中 有 多 少 种 插入 括号 的 方法 Cx， 使 得 
乘法 的 次 序 完全 被 指定 ?例如 ， 当 n= 2 时 有 两 种 方法 ，zo (T1172) 和 
(20-71) "ZT2.n = 3 时 有 五 种 方式 


TO (TI: (T2 -x3)), xo- ((z1- T2) £3), (To ZT1): (T2- T3), 

(£o - (T1 T2))- £3, ({(290- 21) T2)- T3. 
从 而 ca = Ch=5, REAC = IR C= 1 
我 们 用 7.3 节 的 四 步 解 法 . 对 于 这 些 C， 它 们 的 递归 式 又 是 什么 呢 ? 关键 
的 事项 在 于 ， 当 > 0 时 ， 在 所 有 括号 外 面 都 恰好 有 一 个 运算 * ”， 这 就 
是 将 每 一 项 维系 在 一 起 的 最 后 的 乘法 ， 如 果 这 个 “出 现在 rr 与 mt 之 


间 ， 就 有 Ck 种 方法 把 m …… zk 完全 加 上 括号 ， 且 有 Co TE 
zktl ……m 完 全 加 上 括号 ， 从 而 


Ch = CoCn-1+t+ CiCn-2+ + Cn-iCo, n>0. 


现在 ， 我 们 看 出 这 个 表达 式 是 一 个 卷 积 ， 而 且 知道 怎样 来 修改 这 个 公 
式 ， 使 得 它 对 所 有 的 整数 nn 都 成立 : 


Cn = >» CkCn-1-k + [n = 0). (7.66) 
k 





现在 完成 了 第 (1) 步 . 第 (2) 步 告诉 我 们 用 :" 来 乘 并 求 和 : 





Mi, ME! 在 生成 函数 的 世界 里 ， 卷 积 变 成 了 乘积 . 生活 中 充满 了 令 人 
惊叹 的 事 . 











作者 的 玩笑 话 . 
第 (3) 步 也 容易 .我们 用 二 次 求 根 公 式 对 C(3J 求 解 : 
| 1 土 V1 一 4z 
C(z) = —~_—_. 


ai we 





但 是 我 们 应 该 选取 + 还 是 WE? 这 两 种 选 法 都 得 到 一 个 满足 

C(z) = 2:C(z +1 的 函数 ， 但 是 其 中 仅 有 一 种 适合 我 们 的 问题 ， 积极 思 
考 是 最 好 的 ， 我 们 或 许 会 选取 +， 但 是 很 快 就 会 发 现 这 一 选取 给 出 
C(0) = co， 这 与 事实 矛盾 . (正确 的 函数 C(z) 应 该 有 CO) =Co=1.) 于 
是 我 们 断言 有 





] 一 V1 — 4z 
一 A 


hai fa 


C(z) 








最 后 是 第 (4) 步 .Lz CEP LA? 二 项 式 定理 告诉 我 们 


T y 1/2\ , \k 3 1 f—-1/2\, \k 
/ = y — / = ~ fi / ay 
V j! 4 ~ ( k ) ( 4 ~ ) = ] ' Ik (x PER 1 ) ( 4 一 ) 5 


k>0 


AUF (5.37) ， 从 而 就 有 
] 一 V 1 — 4z 1 =172 _\k-1 
= ee D k f G 1 (—4z) 








2n ] 
人 
在 第 5 重 里 我 们 殉 预 料 到 这 个 吉 果 ， 那 时 候 我 们 引入 了 卡 塔 兰 数组 成 的 
数列 (1,2,5,14,…) = (Cn) :这 个 数列 出 现在 许多 个 起 初 看 起 来 毫 不 相干 


的 问题 中 eq， 因为 许多 情形 都会 册 现 与 闪 积 包月 式 《7.66》 相对 应 的 


故而 用 作 卷 积 的 递归 式 将 我 们 引导 到 经 常 循环 的 卷 积 . 


例如 ， 让 我 们 考虑 下 面 的 问题 ， 有 多 少 个 由 +1 和 -1 组 成 的 数列 
(a1, 09,°°* , on, /有 性 质 








a, t a? ttet An = 0). 
且 它 们 所 有 的 部 分 和 
Q1, Q1 + Q9,°°* , ay +49 ** + am 
部 是 非 负 的 ?二 1 必须 出 现 n 次 ， 一 1 也 必须 出 现 n 次 . 通过 将 它 的 部 分 


和 数列 ”21 描绘 成 的 函数 ， 我 们 可 以 将 这 个 问题 用 图 形 予 以 
表示 : n = 3 的 五 个 解 是 


> A 


这 些 解 是 宽度 为 24 的“ 山脉"， 它 们 可 以 用 形 如 以及、 的 直线 段 画 
出 .事实 表明 恰好 有 Cn 种 方式 做 这 件 事 ， 且 这 些 数 列 可 以 通过 以 下 方 
式 与 括号 问题 联系 起 来 : 对 整 ED ATTN AY IE IS 使 得 恰好 有 
1 对 括号 与 mn 次 乘法 相对 应 .现在 用 +1 代 蔡 每 一 个 ”， 而 用 -RE 
一 个 ”并 将 其 他 的 一 切 都 消除 挥 . 例如 ， 根据 这 一 规则 ， 公 式 

TO .((I1 :To) (T3 T4)) 就 与 数列 \ (十 1. 十 1, 一 1. 十 1. +1, —1, —1, —1) ) 对 应 了 起 
来 .对 zo T1723 加 括号 的 五 种 方式 就 与 上 面 指出 的 n= 3 的 五 座 山 脉 
相对 应 . 


此 外 ， 只 要 对 数列 计数 问题 稍 做 改 述 ， 就 能 给 出 简单 得 令 人 惊奇 的 组 合 








解 ， ES T A ERRA: 有 多 少 个 由 +1 和 -1 组 成 的 数列 
\Q0;Q1Q2 , don /具有 性 质 


ag + 41 tTa Ttt TT dn = l. 
此 时 要 求 所 有 的 部 分 和 
do, WM THU Ag T 81 T ag °°°, Agta t+: T an 


都 是 正 数 ? 显然 这 些 正 是 上 一 个 问题 中 的 数列 ， 只 是 在 前 面 多 加 了 一 个 
TER © = +1. 新 问题 中 的 数列 可 以 用 简单 的 计数 方法 计数 ， 它 要 用 到 
ee Gene Raney[302] 发 现 的 一 个 了 不 起 的 事实 : WA 

(TL T2 ,Tm) 是 任何 一 个 其 和 为 +1 的 整数 数列 ， 那 么 它 的 循环 移 位 





(T1, 2 , Tm) ’ (Tg Tm, T1), Em, 1, ; Tm-—1) 
中 恰好 有 一 个 满足 所 有 的 部 分 和 都 是 正 数 .例如 数列 (3, —9, 2, 一 2 3,0) 
， 它 的 循环 移 位 是 
(3,—5, 2, —2, 3, 0) (=2,3,0,3;-5,2) 
(-5,2,-2,3,0,3)  (3,0,3,-5,2,-2) V 
(2.3.03 5 + {035,272,3} 


其 中 仅 有 一 个 经 检查 全 部 是 正 的 部 分 和 : 
Raney 引 理 可 以 用 简单 的 几何 方法 来 证 明 . 我 们 将 此 数列 周期 性 地 延 拓 
下 去 得 到 一 个 无 穷 数 列 


(T1, T2, °°° ;2m,21,29;°°* »Zm,71,22;°*°) 


于 是 对 所 有 上 > 0 我 们 设 Smir = zk 如 果 我 们 现在 将 部 分 和 

中 一 了 二 二 了 描绘 成 为 /的 函数 那么 sn 的 图 就 有 “平均 斜率 ”1/™ 
因为 smn = sn +1 例 如 ， 与 数列 (3, 一 5.2, 一 2,3,0,3, 一 5,2,…) 对 应 的 图 形 
的 开始 部 分 是 ; 








整个 图 形 包含 在 两 条 斜率 为 1/ 的 直线 之 间 ， 在 此 图 中 m = 6. 一 般 来 
说 ， 这 些 边界 线 在 mm 个 点 组 成 的 每 一 个 周期 里 恰好 与 图 相 切 一 次 ， 因 为 
斜率 为 了 /有 的 直线 在 每 m 个 单位 长 里 与 坐标 为 整数 的 点 仅仅 接触 一 次 . 
唯一 的 较 低 交 扣 十 该 周期 中 仪 有 的 县 有 如 下 性 质 的 位 置 ， 从 这 个 位 置 开 

， 所 有 的 部 分 和 都 将 是 正 数 ， 因 为 该 曲线 上 每 一 个 其 他 点 在 m 个 单位 
之 内 都 有 一 个 交点 在 其 右边 ， 


啊 ， 如 果 股 票 价格 只 能 像 这 样 不 断 上 升 该 多 好 . 


运用 Raney 引 理 ， 我 们 容易 对 由 +1 和 -1 组 成 的 其 部 分 和 全 为 正 数 且 总 

















2n+ 1 
和 为 +1 的 数列 (40,… ,an) 进 行 计 数 . AX /个 数列 ， 在 其 中 一 1 出 
现 n 次 ， 而 +1 出 现 n+ 1 次 ， 而 Raney 引 理 告诉 我 们 ， 这 些 数列 中 恰恰 有 
2n+ 1 
1/(2n +1) 个 有 全 为 正 的 部 分 和 . (将 所 有 OL” ee 


及 它们 所 有 的 2n + 1 个 循环 移 位 写成 一 个 N x (20+ DRER. RFT 
包含 一 个 解 . 在 每 一 列 中 ， 每 个 解 恰好 出 现 一 次 . 于 是 在 该 阵列 中 恰好 
有 个 /2 二 1 个 不 同 的 解 ， 每 个 解 都 出 现 2n+ 1 次 . ) 具有 正 的 部 分 和 
的 数列 的 总 个 数 是 


ien amapan t 1 个 因子 的 很 和 时 这 个 问题 中 的 部 人 
A eC eR aime Boe lieu ee eee 


法 都 将 它 -1. ) 
In + 1 9 1 
2n 十] _ (an fe. 
n 2n+ 1 nin+l 


例 5 tH m 重 卷 积 的 递归 式 
过 观察 由 十 1 和 (1 一 区 ) 组 成 的 其 部 分 和 全 为 正 数 且 其 总 和 为 1 的 数列 






































(0,… ,4mn)， 我 们 可 以 将 刚刚 考虑 过 的 问题 加 以 推广 .这 样 的 数列 可 以 
称 为 mm-Raney 数 列 . WR U- HLA, TO +B mn + 1— ki, R 
们 就 有 

kK(1 —m)+(mn4+1—-—k)=1, 


mn + 


1 
ie Me 
mn+1—ni, Raney] EERI, Ara abo E AEB BU AF Be 


TRA 
mn + 1 l mn l eer 
一 - (7.67) 
n mn + 1 n (m — ljn+1 


计算 机 科学 家 们 请 注意 ;_ 栈 解释 现在 是 对 一 个 7 一 进位 的 运算 适用 ， 而 不 是 
汪 计 咎 机 科 常 案 亿 读 汗 意 沁 校 解 释 现 在 是 对 一 个 由 一 进位 的 运算 适用 ， 而 不 是 对 早先 才 


所 以 这 束 是 mm 一 Raney 数 列 的 个 数 ， BUN PR eT et A Bi 
(Fuss-Catalan) Cn", RAB A Cn” ,是 首先 由 N.I 富 斯 035] 于 1791 
年 研究 的 《在 卡 塔 兰 参与 此 项 研究 之 前 许多 年 ). 一 般 的 卡 塔 兰 数 是 


ee ‘(2) 
Cn = Cc), 


既然 我 们 已 经 知道 了 答案 (7.67) ， 那 就 来 参与 Jeopardy8 并 解决 一 个 导 
出 它 的 问题 吧 . Æ m = 2 的 情形 ， 问 题 是 这 样 的 : “什么 数 Cn 满足 递归 


af Cn = Da Chr tk + (= Ole "我 们 将 尝试 在 一 般 情形 下 找寻 一 个 类 
似 的 问题 〔 类 似 的 递归 式 ) . 


8Jeopardy 是 美国 全 国 广播 公司 主办 的 一 个 家 喻 户 晓 且 极 受 欢 迎 的 智力 问答 节目 ， 收 视 率 非常 
高 ， 自 2006 年 开始 在 专门 的 网 站 www.jeopardy.com 上 开发 了 同名 的 网 上 智力 问答 节目 . IBM 
公司 在 开发 超级 计算 机 深蓝 (DeepQA) 并 于 1997 年 成 功 挑战 国际 象棋 大 师 卡 斯 帕 洛 夫 之 后 ， 
又 于 2009 年 开发 了 有 自然 语言 能 力 的 超级 计算 机 华 生 (Watson) ， 计 划 让 它 参 加 Jeopardy 这 档 
电视 节目 ， 再 次 向 人 类 的 智力 发 起 新 的 挑战 . 2011 年 2 月 14 日 ， 超 级 计算 机 华 生 与 两 位 人 类 超 
级 选手 Ken Jennings 以 及 Brad Rutter 第 一 次 在 Jeopardy 大 赛 中 打 成 平 手 ， 而 在 2 月 16-17 日 的 比赛 
中 ， 华 生 则 以 远 远 高 于 这 两 位 人 类 选手 的 得 分 赢得 比赛 . 





































































































长 度 为 1 的 平凡 数列 (+1) 显 然 是 一 个 由 — Raney 数 列 ， 如 果 将 数 (1 — m) 
BEE LEAL mi Ey m — Raney 数 列 的 数列 之 右边 ， 我 们 就 得 到 一 个 新 的 
m 一 Raney 数 列 ， 在 它 的 部 分 和 增加 到 +2， 然 后 是 +3,… ,+m 以 及 +1 
时 ， 其 部 分 和 一 直 保持 是 正 数 ， 反 过 来 ， 我 们 可 以 证 明 ， 如 果 n > 0， 


那么 所 有 的 m — Raney BF] ,ao，… ,amn) 都 以 此 种 方式 唯一 地 出 现 ， 最 后 
一 项 gm 必定 是 贡 一 .对 1<7<mn， 部 分 和 5) 王 40 十 … 十 4j-1 是 正 
数 ， E Smn = mM, 因为 Smn 十 mn 一 1i ki < mn 日 使 得 Sk 1 成 立 的 
mA TEP, 设 hope (RAG Ska “成 立 的 最 大 指标 ， 如 此 等 等 .从 而 对 

kj <ksmnplR 及 lg<j< m Sk; = IPL TS sk > 了 由 此 推出 点 = mn， 而 且 
可 以 毫 无 图 难 地 内 证， 村 数列 














《4a0) … , Qk, - 1) (Qk, 9° °*  Bky-1) Rigen (ak, 4: 0 1) 中 的 每 一 个 都 是 
m 一 Raney 数 列 |. 对 基 些 非 负 的 整数 nina, ,nm， 必 定 有 
ki =mnytl, ko mki=mnstl1, km —km_-1 = MNpm + 1. 


mn + 1 l 
这 样 一 来 ， rs “对 所 有 的 
整数 nnn， 由 递归 式 


wm) __ "mem) Arm) fm ro) 
cm) = ( > EC =) + [n= 0] (7.68) 
nyt+nat+--+n,,=n-1 


定义 的 数 Cr 等 于 什么 ? “如果 G(z) 是 一 个 满足 
G(z) = zG(z)" +1 (7.69) 
的 暴 级 数 ， 那 么 [>]G(3) 等 于 什么 ? ” 


注意 ， 这 些 问 题 并 不 容易 .通常 在 卡 塔 兰 数 的 情形 Cm=2), BUNA 

二 次 求 根 公式 和 二 项 式 定 理 对 G( 引 以 及 它 的 系数 解 出 了 (7. 69) ; 但 当 
m = 3 时 ， 标 准 的 技术 手段 对 于 如 何 求解 三 次 方程 G = 2G? + 1 没有 给 出 
所 以 ， 在 问 这 个 问题 之 前 就 把 这 个 问题 转 成 更 容易 回答 的 形 
NI 


然而 ， 我 们 现在 已 经 能 够 提出 更 加 困难 的 问题 并 推导 它们 的 答案 了 . 关 
于 下 面 这 个 问题 又 如 何 呢 : “如 果 /是 一 个 正 整 数 ， 且 G(3) 是 由 (7.69) 
定义 的 宕 级 数 ， IRA E'G) 等 于 什么 ? “我 们 刚刚 给 出 的 论证 方法 可 以 
用 来 证 明 [>"]G(2) 是 长 度 为 mn +! 且 具有 如 下 三 个 性 质 的 数列 的 个 数 : 


。 其 中 每 个 元 素 或 者 是 +1， 或 者 是 (1 —m): 
。 其 部 分 和 全 都 是 正 数 ; 











。 全 部 的 和 等 于 1/ 
因为 将 这 [个 有 普 一 Raney 性 质 的 数列 放 在 一 起 ， 我 们 就 能 以 唯一 的 方式 
得 到 所 有 这 样 的 数列 .从 而 这 样 做 的 方法 数 就 是 
> cimown) a = [2"1G(zy'. 


nytngt+-+n,=n 


Raney 证 明了 他 的 引 理 的 一 个 推广 ， 此 结果 告诉 我 们 怎样 来 对 这 样 的 数 
列 计 数 : 如果 PTa 7m) 是 满足 对 所 有 JA 有 Ti 人 1 的 任意 一 个 整数 
数列 ， 且 T1 十 T2 十 … 十 Tm 二 1>0， 那 么 循环 移 位 


(TI Th Ts (Ti Ti I la Di 


中 恰好 有 [个 有 全 部 为 正 的 部 分 和 . 
我 们 可 以 用 数列 (2,1, 一 1,0,1,1, 一 1,1,1, 4 来 检验 这 个 命题 ， 它 的 循环 移 


位 是 
A E EAR 
(1,-1,0,1,1,-11,1.-2)  (-1,1,1,1,-2,1,—1,0,1,1) 
(-1,0,1,1,-1,1,1,1,-2,1}  (1,1,1,-2,1,—1,0,1,1,—1} V 
(0,1,1,—1,1,1,1,-2,1,-1} (1,1,-2,1,-1,0,1,1,—1,1} 
(1,1,-1,11,1,-2,1,-1,0)V¥ (1,-2,1,-1,0,1,1,—1,1,1) 





仅 有 两 个 标 有 “v” 的 例子 有 全 部 为 正 的 部 分 和 . 这 个 推广 的 引 理 在 习题 
13 里 给 出 证 明 . 


一 个 由 二 和 (1 一 m) 组 成 的 长 度 为 mn +! 且 总 和 为 的 数列 中 ，(1 — mh 
mn + l 

E E E ayer 

1 十 有 全 部 为 正 的 部 分 和 . 因此， 这 个 难题 有 一 个 出 人 意外 简单 的 

答案 : 对 所 有 整数 ! > 0 都 有 


ae +1 l ， 
zz1G(z = {™" | (7.70) 
lz Gl n mn + l een 








记得 第 5 章 内 容 的 读者 可 能 会 产生 记忆 错觉 : “那个 公式 看 起 来 很 眼熟 ， 
我 们 以 前 见 过 它 吗 ? ”是 的 ， 的 确 见 过 ， 兰 伯 特 方程 (5.60) 说 的 是 


T tn +r r 
z” B E T _ 
| (2) ( n ) tn +r 


于 是 ， (7.69) 中 的 生成 函数 Gtz, 实 际 上 必定 就 是 广义 二 项 级 数 Bin (2 
-分 肯定 的 是 ， 方 程 (5.59) 是 说 











这 与 


古 一 样 的 . 


既然 我 们 已 经 知道 了 处 理 的 是 广义 二 项 式 ， 那 么 就 转 用 第 5 章 的 记号 
吧 . 第 5 章 提 到 过 一 批 恒等式 但 未 加 证 明 . 我 们 现在 就 可 以 填补 部 分 漏 
洞 ， 证 明 由 








tn+1 z: 
Bi(z) = 
(2) »( n ) 


n 


所 定义 的 窜 级 数 B13) 有 惊人 的 性 质 : 只 要 A "是正 整数 ， 就 有 
Bi(2) 一 Ge r) a ro 


n 





我 们 能 把 这 些 结果 推广 到 取 任 意 值 的 t 和 7 吗 ? 当然 可 以 ， 因 为 系数 


tn +r r 


n tn 十 "是 关于 t 和 7 的 多 项 式 . 由 





rln B;(z 


n 
Ay (=) (1 — B,(z )) jm 
Bi(z)" = eo = eee n! -> ) 


n=z0 n=O m= 


所 定义 的 rR RACERS tH "的 多 项 式 ， 而 且 那些 多 项 式 对 无 穷 多 


tn 十 7 r 
个 (和 人 等 于 |) rr, MORRAS 
第 5 章 还 提 到 了 广义 指数 级 数 


n—1 


fan 3 (tn + 1) a 
Ez) = > 一 -一 >. 
n! 


FE (5.60) 中 它 和 认为 同样 令 人 瞩目 的 性 质 : 


n—l1 
pe ritn +r) one 
lz | Ez) = : (7.71) 
n! 


2 Bi( 引 的 公式 的 极限 情形 加 以 证 明 ， 因 为 不 难 证 明 





Elz) = lim Balz/T)”. 
Ix f 


7.6 ”指数 生成 函数 EXPONENTIAL 
GENERATING FUNCTIONS 


有 时 候 ， 数 列 \9w 会 有 一 个 性 质 相当 复杂 的 生成 函数 ， 而 与 之 相关 的 数 
列 \gn/nW 却 有 一 个 相当 简单 的 生成 函数 . 在 这 样 的 情形 下 ， 我 们 自然 更 
愿意 研究 9w mW， 然后 在 最 后 用 n! 相 乘 即 可 .这 种 技巧 常常 极为 有 效 ， 

所 以 我 们 给 它 一 个 特殊 的 名 字 : 我 们 把 暴 级 数 


n 


G (z) = > In— (7.72) 
© nl 


n=O 





BABI (90> 91, 92°) AVF BE APB (exponential generating 
pon) 2 或 者 简 条 eet 之 所 以 这 样 命名 ， 是 因为 指数 函数 eo BVI 
(1,1, 1 …) 的 egf. 


表 7-3 中 有 许多 生成 函数 实际 上 束 是 egf. 例如 ,方程 (7.50〉 是 指 ， 





Ge “egal | | agg. et 
的 通 疝 的 生成 函数 要 远 为 复杂 《而 且 还 是 发 散 的 ) . 


指数 生成 函数 有 它们 自己 的 一 套 基 本 运算 ， 这 与 我 们 在 7.2 市 中 所 学 习 
的 运算 相 类 似 . 例如 ， 如 果 用 :来 乘 \9w 的 egf， 我 们 就 得 到 
7-2 gn A ait = = ng, 


这 就 是 (0,90;291,…) = (ngn-1) 的 egf. 


我 们 得 到 乐趣 了 吗 ? 


对 (90;91,92…) 的 egf 关 于 s 求 导 就 给 出 

















nz 





n—l _n—-1 -n 


ngn 一 一 一 》 Inr = Y Gati—: (7.73) 
>D "on! "in — 1)! "nl 
n=l f n=O 


n20 








这 就 是 \91,92,… /的 egf.， 于是， 在 指数 生成 函数 上 的 微分 与 在 通常 的 生 

成 函数 上 的 左 移 位 运算 (G3) — go) 14> 相 对应。( 当 我 们 研究 超 几 何 级 数 
(5.106) 时 ， 曾 经 用 过 指数 生成 函数 的 这 一 左 移 位 性 质 ，) 指数 生成 
函数 的 积分 给 出 


im Sie at = 一 2 Inr jy 一 二 一 Jn- af (7.74) 


n>=0 nzi 











这 是 一 个 向 右 移 位 ， 它 是 (0,90,91,…) 的 指数 生成 函数 . 
SHEA Re HEAT AE, LS A a S 
ERE, MAR PCNA (=) (FF on RR BRL, AB 


F(z)G(z 2) EBA (ln) KTR BE EBL, ARRA (Sn) A (Gn) 
的 二 项 ee convolution) : 


hn = > (7) fknk- (7.75) 
k 


T E i “， 从 而 





换言之 ， (hafn!) 是 (fn /ny 和 (gn/n!) 的 通常 卷 积 
二 项 卷 积 在 应 用 中 频繁 出 现 . 例如 ， 我 们 在 〈6.79) 中 用 隐 含 的 递归 式 


(" ji 7 B; = [m = 0] 
j=0 J , BRA m =O 


定义 了 伯 努 利 数 . GRA nf m+ PR BARNE AY PA: 


: C hee (7.76) 
我 们 就 可 以 将 其 改写 成 一 个 二 项 卷 积 . 通过 引入 伯 努 利 数 的 指数 生成 函 


y P= Qing Bo /我 们 可 以 把 递归 式 (7.76) SRAKA 
起 来 (如同 第 6 章 里 所 承诺 的 ) . (7.76) 的 左边 是 (Bu) 与 常数 数列 
(41) 的 三 项 卷 积 ， 从 而 左边 的 指数 生成 函数 是 Blz)e .右边 的 指数 
生成 函数 是 no (Bn +n = 1) 28/t = BU) + 这 样 一 来 我 们 必定 有 
B(z) = z/(e* 一 1)， 这 就 证 明了 方程 (6.81) ， 它 就 是 表 7-3 中 的 方程 
(7.44) . 


现在 我 们 再 次 来 审视 本 书 里 频 楷 出 现 的 一 个 和 陈 
Simin) _ Q”™ a 1e E gn a EPERE E (n 1) m = ` k™. 


0<k<n 
这 一 次 我 们 要 用 生成 函数 来 分 析 问 题 ， 和 希望 它 会 突然 变 得 更 加 简单 . 我 
te LE 








S(z) = So(n) + S1(n)z + So nes) Sale! 


的 系数 .我们 知道 ee pe am a Be 


k™ „m 
t ~ ` 


1—kz 


m=0 


1 
=>) > kee oe l— kz 


m20 O<k<n O<k<n 


我 们 可 以 将 这 个 和 式 表 示 成 封闭 形式 





但 是 我 们 不 知道 这 样 一 个 封闭 形式 怎样 展开 成 A. 


a 函数 来 救 场 了 .我 们 的 数列 Sl), Slin), 32 站) 的 指数 生成 
KE 


9 
Z 


全 
S(z,n) So(n) A in) an) + 2 Ce ae 


为 了 得 到 这 些 系数 Sn{n)， 我 们 可 以 利用 (DE AERA 
即 





而 我 们 有 
9{z 7) = > ` km = ba e. 
m20 O<k<n di O<k<n 
后 面 这 个 和 式 是 一 个 几何 级 数 ， 故 而 有 封闭 形式 
§(2,n) = —— (7.78) 
oiz, nj} = =` l.i Č 


找到 了 ! 我 们 需要 做 的 一 切 就 是 计算 出 这 个 较为 简单 的 函数 的 系数 ， 由 
此 我 们 将 知道 Sin} , AW San) = = m!|z ™S(z n). 


这 里 就 是 伯 努 利 数 一 显 映 手 之 处 .我们 刚刚 注意 到 ， 伯 努 利 数 的 指数 生 
成 函数 是 








和 式 Smin) EF mIFE DIK SHAH 2" 的 系数 . 例如， 


n 
| = — 

So( 72) = 0! (Bo a] n 

n? n ka d 
Sı(n)= 1 Boo ETET = 5 — an 

3 2 

n“ n l3 lə% 
¥ -一 51 = & nee oes a A ei m 52 Ae a es ee Sen ee 
S9(n) = 2! (Box Bian ba) = 3” 27 H-n 


本 Teeb y (下 (n — 1) 
这 样 一 来 ， 我 们 就 义 一 次 推导 出 公式 3 - ; 
而 且 这 是 所 有 推导 中 最 简单 的 方法 : 仅 用 几 行 文字 就 对 所 有 的 mn 求 得 
Sm( 台 的 一 般 性 状 . 


一 般 的 公式 可 以 写成 





Sm-1 (n) =, (By (n) — B,,(0) ) 5 (7.79) 
m 


Bm(T) = y (x) 有 AT * (7.80) 
k v 


所 定义 的 但 努 利多 项 式 . 这 里 给 出 理由 : 伯 努 利多 项 式 是 数列 


(Bo, Br, B2,…) 与 (47, 太 ,…) 的 二 TEMA, JAT (BoU) P (£), Ba(z),…) 的 
指数 生成 函数 是 它们 的 指数 生成 函数 的 乘积 


„m „m å 








Dfa e a Z 二 _ ze TR \ 
Rie) = Do Bae) a ae Py = a7 (7.81) 
这 就 得 到 方程 〈7.79) ， 因 为 根据 (7.78) , (0, So(m),2 的 指数 
生成 函数 是 
一 








现在 我 们 转 到 另 一 个 问题 ， 指 数 生 成 函数 正 是 此 问题 所 需要 的 工具 : 在 
一 个 有 个 顶点 12° :9 的 完全 图 (complete graph) 中 有 多 少 棵 生成 


1 
树 ? 我 们 把 这 个 数 记 为 .完全 图 有 2 "” “条 边 ， 每 一 条 边 连接 一 对 
不 同 的 顶点， 所 以 从 本 质 上 说 ， 我 们 是 要 寻求 用 n 一 1 条 线 连 接 n 件 给 定 
物体 的 方法 数 . 


我 们 有 妇 == 刀 = 二 1 还 有 如 =3， 因 为 有 三 个 顶 后 的 完全 图 是 一 个 阶 为 2 的 
届 ， 我 们 知道 fo = 3-1 n = 4 时 有 16 棵 生成 树 : 


D ee es 
VANE ose Ee (192) 
Mitt ta = 16. 


从 局 的 类 似 问题 得 到 的 经 验 局 及 了 我 们 ， 解 决 这 个 问题 的 最 好 方法 是 挑 
选 一 个 顶点 ， 在 略 去 与 这 个 特殊 的 项 点 连接 的 所 有 边 之 后 ， 观 察 生 成 树 
所 连接 在 一 起 的 块 ， 也 就 是 连通 分 文 . 如果 那些 非特 殊 的 顶点 构成 mm 个 
大 小 为 后 ;: 襄 :各 的 连通 分 支 ， 那 么 我 们 就 能 用 六 启 … 各 种 方式 将 它 
们 与 这 个 特殊 的 顶点 连接 起 来 . 例如 ， 在 ?2 = 4 的 情形 ， 我 们 可 以 把 左 
下 方 的 顶点 视 为 特殊 顶点 . (7.82) 的 最 上 面 一 行 指出 3 种 情形 ， 在 这 














些 情形 中 另外 三 个 顶点 以 种 方式 在 它们 之 间 连 接 ， 然 后 再 以 3 种 方式 
3 
2 x 1 X tət x $ 
与 左下 方 的 顶点 连接 (7.82) 的 最 后 一 行 指出 AN2/ 个 
3 


解 ， 在 这 些 解 中 另外 三 个 顶点 以 \“/ 种 方式 被 分 成 大 小 为 2 以 及 1 的 连通 
分 文 ， 还 有 一 种 情形 忆 ， 在 此 情形 下 ， 另 外 三 个 顶点 相互 之 间 完 全 不 连 


这 一 推理 方法 给 出 递归 式 


5 n— 1 
tn = nt 人 ko.--- .大 kika ot kmtkı tk LS tkm 
m>0 i 大 十 …- 十 天 一刀 一 ] Maa A iii , 对 所 有 


n> 1. 


n— l 
ene ee a 
个 连通 分 支 指 定 n 一 1 个 元 素 ， 有 On a tk" 种 方式 把 那些 具有 生成 树 的 
单个 连通 分 支 达 接 起 来 ， 有 外 ;名 ,…* ,hm 种 方式 将 顶点 n 与 那些 连通 分 








文 连 接 起 来 ， 我 们 再 用 m! 来 除 ， 因 为 布 望 不 考虑 这 些 连 通 分 文 的 次 
Fe. lin, 5 n = 4 时 该 递归 陈 是 


] 3 gy l 3 3 i 
t4 = 3t3 +3((; ,) ants + (4) mot) + ((. 74) 4) = 3t3 + 
Ototy +Ë. 


KT fff BIO ERSA ER, HEH RABA A, BECK 
际 上 并 不 太 差 ， 只 不 过 是 有 些 复杂 . 我 们 可 以 定义 








tin = Tiin, 
然后 一 切 都 可 以 大 大 得 到 简化 : 
vn = l Ski Ska u. km., n >i. (7.83) 
n! 一 m! kı! ko! Em! 
m>0 ky +kot+--+km=n-1 


内 和 是 指数 生成 函数 0( 引 中 A A mE, Mn = 1 时 我 们 也 得 
到 正确 ws 如 果 添 加 与 m = 0 的 情形 对 应 的 项 0(2) .因此 对 所 有 
n > OE 


于 是 我 们 就 有 方程 
D(z) = zet). (7.84) 
有 进展 ! 方程 (7.84) 几乎 与 
E(z) = e*t 
很 像 了 ， PAREN T (5.59) Bl (7.71) HA KBR 


c 


E(z) = Elz). 的 确 ， 我 们 有 
U(z) = zE(z). 


故而 我 们 可 以 很 快 写 出 问题 的 答案 : 





tn = 
n 


对 每 个 n> 0, 


Un 


{1, 


2 ,n} 上 的 完全 图 恰好 有 n" 名 生成 树 . 


OO 
qo 





7.7 ” 猴 利 克 雷 生成 函数 ”DIRICHLET 
GENERATING FUNCTIONS 


ee I a G eee 
SE 





>, Gnn ( 之 ) () > Qn 0 





n (所 有 n ) 
的 “ 核 ? 函 数 Kn (=) A BEAD. GEA IE PRCA Kale) = > ， 而 指数 生成 
函数 用 Kale) = > /4， 我 们 也 可 以 党 试用 下 降 的 阶乘 早 =， 或 者 用 二 项 
式 系数 z /nNn!= G : 


A ea la geass Be HES A 7) oe BL 
Lin’, REAP Mn = 1 开始 而 不 是 从 n= 0 开始 的 数列 I 92: 


G(z) = cle (7.86) 
它 称 为 狄 利克 雷 生 成 函数 ， 简 称 dgf， 因 为 德国 数学 家 G. 工 . 狄 利克 雷 
Gos be 关于 它 做 了 许多 工作 . 
例如 ， 常 数 数列 \1,1,1,…) 的 狄 利克 雷 生成 函数 是 


87) 


— = ({2). ( 


这 就 是 黎 曼 “函数 ， 当 > > ] 时 ， 我 们 也 称 它 是 广义 调和 数 AS 
狄 利 元 雷 生成 函数 的 乘积 与 一 类 特殊 的 卷 积 相对 应 : 


a fig ] 
P(z)G(z) = 》 fi 一 = 》 > figml! "m= nj. 
E m* n* 
l,mz=1 n>1 l.m>1 


Mitt EGC) = H(z) 是 数列 





hy 一 > faGn/a (7.88) 
d\n 


的 犹 利克 雷 生 成 函数 . 





例如 ， i Cas) 我 们 知道 ont O ae Me 
(u(1), (2). 4(3),---)85 (411…) 的 狄 利克 雷 卷 积 ， 故 有 





M(z)¢(z) = 》 B= j (7.89) 
A 


Higi (WO) (2), l3) RARER AE BR BRE AE e) *- 
当 数 列 91 92… ') 是 积 性 函数 (multiplicative function) ， 也 即 
Jmn = Jmn min 
I, AKA m E ea OME. EAEE PORTA o Gn VE 
都 由 nR In AERA RE, BATT ES KA TE E E PR BE) A 
PON 2 ZBL AY) HE AR 
Bol Sa fm R 
G(z) = Tbe De toe | (7.90 ) 


例如 ， 如 果 对 所 有 n 令 on = 1， 我 们 就 得 到 黎 曼 :函数 的 一 个 乘积 表示 : 





C(z)= 二} (7.91) 
默 比 乌 斯 函数 取 值 为 x(P) = -1， 而 对 上 > 1 有 AU ) =0， 从 而 它 的 狄 利 
Oe ea AE AM PRIA AE 


M(z)= I (l- p”), (7.92) 
1 


这 当然 与 (7.89) Fl (7.91) 一 致 ， 欧 拉 e RAUA p“) = p* p 
， 故 而 它 的 狄 利克 雷 生成 函数 有 分 解 的 形式 








(7.93 ) 


习题 
热身 题 


1 一 位 古怪 的 多 米 诺 上 骨牌 搜集 者 ， 搜 集 了 2 x mn 个 骨牌 . 他 为 每 个 垂直 
的 多 米 详 牌 付 4 美元 ， 而 为 每 个 水 平 的 多 米 语 牌 付 1 美 元 . 根据 这 一 标 
oa 有 多 少 种 铺设 恰好 值 m 美 元 ?例如 当时 m = 6 时 有 三 个 解 : TA. A 
IHH. 


2 给 出 数列 (2,5,13,35,…) = (2 + 3") ME RR BATFE ae AE R R RE 
闭 形式 . 


H, /10 
3 dense Ma? 


4 有 理 函 数 局 2J/QLz) 的 一 般 展 开 定理 并 不 完全 是 一 般 性 的 ， 因 为 它 要 
求 P 的 次 数 小 于 8 的 次 数 . 如 果 PP 有 更 大 的 次 数 ， 将 会 发 生 什么 ? 


5 求 一 个 生成 函数 S), E 


基础 题 
6 证明， 递归 式 (7.32〉 可 以 用 成 套 方法 而 不 用 生成 函数 求解 . 
7 求解 递归 式 


go = 1: 
gn = Gn-1 T 29n-2 Fees Hng, n> 0. 
NI In 7- N2 1 ~\m+1 
8  [z"|(In(1 — z))°/(1 — z) ERTAN 


9 利用 上 一 题 的 结果 计算 20 人 





10 ”在 恒等式 (7.62) 中 令 7 = 一 -1/2， 然 后 利用 与 〈5.36) 相似 的 技 
巧 去 掉 所 有 出 现 的 1/2 你 推导 出 什么 样 惊人 的 恒等式 ? 


我 推断 Clark Kent 真 是 一 个 超人 . 9 








9 第 10 题 中 “你 推导 出 什么 样 惊人 的 恒等式 ? ”的 英文 原文 是 What amazing identity do you deduce? 
在 动漫 以 及 喜剧 作品 中 ， amazing identity 的 含义 是 指 剧 中 人 物 “ 神 秘 而 令 人 惊讶 的 里 份 ”. 
Clark Kent 是 美国 著名 电视 剧 Smallvile( 《超人 前 传 》》 中 的 人 物 . 











11 这 个 问题 的 三 个 部 分 是 相互 独立 的 ， 它 可 以 作为 处 理 生成 函数 的 练 
A 2 ne el ae 
对 取 负 值 的 n 其 系数 为 零 . 

[一 a;jbk n Figs 
a 如 果 ares JE RH AM 5 表示 Cc. 

7 n k Hon — BY o 
b 如 果 no, = Die ay, /(n k)! 试用 BRR A. 
a, = = (" p ‘) Dn—k 

c 如 果 ese, BO AN k DO RA B 表 示 4 然后 用 你 的 
公式 求 系数 AO), W T Lagan Filtre 


12 将 数 全 2 :2 排列 成 一 个 2 xm 阵列 ， 使 得 行 和 列 按照 从 左 向 右 
以 及 从 上 问 下 都 递增 的 次 序 排列 ， 这 样 有 多 少 种 方式 ? BION, Sin =5 
时 的 一 个 解 是 

1245 8 

(; 6 7 9 o) 


13 WEHA (7.70) 前面 陈述 的 Raney 的 推广 引 理 . 
14 用 指数 生成 函数 求解 递归 式 
go = 0, al, 


n 
Gn = —2NGn-1 + > @ grgn_k, N> 1. 


k 


15 贝尔 数 wn 是 将 n 件 物品 划分 成 子 集 的 方法 数 . 例如 ms = ?2， 因 为 


我 们 可 以 用 以 下 方法 对 {1 2. 引进 行 划分 : 


{1,2,3}; {1,2}U {3}: {1,3}U {2}: Tuf23 {1}u {2} U {3}. 


证 明 T(=, penra 
Pl) = È n Ta /mn 的 封闭 形式 . 


16 PSB (tn) FU (On) H ERAR 


ai + ky = 1 a? 十 kə = 1 an + En = ] 
We a he Pe) 
ky +2k2+---+nk,=n 


联系 在 一 起 ， 又 有 co = 0 以 及 bo = 14E: 对 应 的 生成 函数 满足 


in B(z) = A(z) + LA(22) + LA(23) 
17 证 明 : 一 个 数列 的 指数 生成 函数 Gtz) 与 通常 的 生成 函数 G(z) 由 公式 


/ceoedu = ale) 
联系 在 一 起 ， 如 果 这 个 积分 存在 的 话 . 
18 求 以 下 数列 的 狄 利 元 雷 生成 函数 : 
a Jn = VN: 


b gn = In”: 











c g, =[n 无 平方 因子 ]. 


将 你 的 答案 用 ,函数 表示 出 来 .无 平方 因子 性 质 在 习题 4.13 中 定 
> 





T ; = o a et = it GX. 
19 每 个 满足 万 = 1 的 震级 数 O = Leno tn? 按照 规则 





定义 一 个 多 项 式 数列 fale), HP fall) = fr, ii fn(0) = n= 一 般 来 
说 ， In BCA nuE: 这 样 的 多 项 式 总 满足 卷 积 公式 


>》 fila ) fn- kly) = falzt+y); 


(x+y) > kfe(a \fn-kl Y) = Tn frl t + y). 








( 表 5-5 和 表 6-8 中 的 恒等式 是 这 一 技巧 的 特殊 情形 . ) 














你 说 的 “一 般 来 说 "是 什么 意思 ? we i = 有 二 … = fma 二 0， 那 么 fn(T) 的 次 数 

至 多 为 [n/n] 
20 Saar igre Giltzj 存 在 有 限 多 个 不 全 为 零 的 多 项 式 

alz) ,Pm(z)， 使 得 

PIG) + PIG) + :+ Palz)G™ (z) = 0. 

那么 和 KENE MA 限 的 (differentiably finite) ， eee 
(90,91,92,…*) 存 在 有 限 多 个 不 全 为 零 的 多 项 式 pole :pmtz)， 使 得 对 所 
有 整数 nn 三 0 都 有 


po(n)gn + Pi(n)gnsl t+ Pmln) gnim = 0, 


MAIKE INE MINEIRA (polynomially recursive) . 证 明 : 
生成 函数 是 可 微 有 限 的 ， 当 且 仅 当 它 的 系数 数列 是 多 项 式 形式 递归 ! 人 


作业 题 


21 一 个 强盗 抢劫 了 一 家 银行 ， oe es 
元 ,他 还 想 知道 出 纳 可 以 将 这 笔 钱 付 给 他 的 方法 数 . 求生 成 函数 (=), 


对 于 它 这 个 数 是 P“]G(2) 再 求 一 个 更 紧凑 的 生成 函数 G(>)， 对 于 它 这 


个 数 是 ct Ga 利用 部 分 分 式 确定 所 要 求 的 方法 数 ，(b) 利 用 与 
(7.39) 类 似 的 方法 确定 所 要 求 的 方法 数 . 


他 会 接受 2 X nn 多米诺 铺设 问题 的 解决 方案 吗 ? 








22 设 忆 是 将 多 边 形 “三 角 齐 分 ?的 所 有 方法 之 和 : 


pee NEA 

(第 一 项 表示 一 个 只 有 两 个 顶点 的 退化 的 多 边 形 ， 其 他 的 每 一 项 都 表示 
一 个 被 分 割 成 三 角形 的 多 边 形 . 例如， 一 个 五 边 形 可 以 用 五 种 方式 进行 
SAMD. ) 在 三 角 前 分 的 多 边 形 4 和 BERET AAB, f 
得 方程 





P=_+PAP 


BOE. 然后 用 z” 代 普 每 一 个 三 角形 ;关于 将 一 个 n 边 形 分 解 成 三 角形 
的 方法 数 ， 你 能 知道 什么 ? 


23 一 根 2 x2 xn 的 柱子 可 以 通过 多 少 种 方法 用 2 x 1 x 1 砖 块 建造 ? 


建造 柱子 的 方法 数 要 比 你 能 付出 钱 球 的 方法 数 更 多 一 些 ， 因 为 有 工会 撑腰 ， 建 筑 工 人 要 
价 很 高 . 


24 当 交 = 3 时 ， 在 一 个 mn 轮 中 有 多 少 柜 生成 树 ? ( n 轮 的 图 形 是 : 它 在 
一 个 加 上 有 个 “外 面 的 * 顶 点， 每 一 个 这 样 的 项 点 都 与 第 (n+ 个 位 
于 “中 心 * 的 顶点 相连 接 . ) 


25 设 m>2 是 一 个 整数 .作为 2: 入 的 函数 ， 数 列 \n mod my) 的 生成 函 


























数 内 封闭 形式 古 什么 ? 利用 这 个 生成 函数 ， 用 复数 = oO "来 表 不 
od2 一 一 一 一 (一 1)7”. 
n mod m”. (Hlan, 5 m = 2 时 有 ww = -1 以 及 anes 2 2 1) 
26 MIERA A (Tn) 由 递归 式 
$0=0:; Fı= l; 
Sn = Sn_1 + Fn- Z3 Pa | 


定义 . 将 癌 用 通常 的 斐 波 那 契 数 所 与 和 n+ 表示 出 来 . 


27 2 xn 知 形 的 一 种 多 米 诡 铺设 ， 也 可 以 被 视 为 在 一 个 由 点 组 成 的 
2 x n 阵 列 中 国 出 n 条 不 相交 的 线 的 方式 : 


Peale atk 
如 果 我 们 将 两 个 这 样 的 图 案 肥 加 起 来 ， 就 得 到 一 组 回路 ， 这 是 由 于 每 点 
都 与 两 条 线 相 连 ， 例 如 ， 如 果 上 面 的 线 与 如 下 的 线 


eo eo @e@ oO 


I 
组 合 起 来 ， 结 果 束 是 


ls sl 


he ey el 和 el 
组 合 起 来 也 得 到 同一 组 回路 . 人 但是， 如果 在 第 一 个 图 案 中 交 蔡 用 向 上 / 
向 下 /向 上 /向 下 /..…….…. 的 箭头 为 垂直 的 线 指定 方向 ， 而 在 第 二 个 图 案 中 交 
蔡 用 向 下 /向 上 /向 下 /同上 /...…... 的 箭头 为 垂直 的 线 指定 方向 ， 我 们 就 得 到 
从 有 登 加 的 图 案 中 重新 构造 出 原来 图 案 的 唯一 一 种 方式 .例如 ， 


Dae Oa | im ¢ ee et — oS ety i | 
这 样 一 来 ， 这 种 定向 回路 图 案 的 个 数 必定 是 ;= w+1， 我 们 应 该 可 以 
用 代数 方法 证 明 此 结论 ， 设 8" 是 定向 的 2 x n 回 路 图 案 的 个 数 , 求 8" 的 
递归 式 ， 用 生成 函数 对 它 求解 ， 并 用 代数 方法 推导 出 On = Fra 


28 (7.39) 中 A(z) iy RAE Ar + Aryo + Ar+20 + Ar+30 = 100 (0 <r < 10 ) 
， 对 此 给 出 一 个 “简单 的 ?解释 . 


29 ” 斐 波 那 契 乘积 的 和 式 











等 于 什么 ? 


30 ”如果 生成 函数 G(3) = 1/0 a2) 一 扣 ) 有 部 分 分 式 分 解 
a/(1—az)+b/(1—8z), FLA G(2)" 的 部 分 分 式 分 解 是 什么 ? 


31 正 整数 n HJATA FHS RKI 数 ql n ) 满 足 递 归 式 
y g(d)p(n/d) = 


d\n 

其 中 ”是 欧 拉 ”函数 ”? 
32 SAAR (arithmetic progression) 是 一 个 无 限 的 整数 集合 

{an +b} = {b,a + 6, 2a+ 6,3a+6,---}. 
WARE TS A 组 数列 的 唯一 一 个 数列 中 出 现 ， 那 么 这 组 等 差 数 
列 {an + bi}, {amn + oj 称 为 精确 覆盖 (exact cover) . 例如 ， 三 个 
数列 {2n} {4n +1}, {4n + 3 引 就 构成 一 个 精确 覆盖 .证明 ， 如 果 
{ayn + bi}, {amn 十 bo 是 一 个 满足 2 系 a <--> < am 的 精确 覆盖 ， 屠 
信 am-1 = am- 
提示 : 利用 生成 函数 . 
考试 题 


33 [w™ z”] (In(1 + z)) /( we ) 等 于 什么 ? 


34 ”如 果 





ae n—mk\ mk 
Gnlz) = ` ( i ee 


k<n/m 


求 出 生成 函数 220 Ones PATE OE mf TEE 
数 ，) 


35 用 两 种 方法 计算 和 式 2_ockcn OA, 


a 将 求 和 项 展开 成 部 分 分 式 ; 
b 将 和 式 当 作 卷 积 处 理 ， 并 利用 生成 E 
36 设 Az) (ag, al , aa, a3, 的 生成 E 





数 . 
AX. 用 4、z 和 汉 表 示 


mB 


„n 
X Ain/m|* - 
n 


37 设 m 是 将 正 整数 n 表 示 成 2 的 虎 之 和 的 方法 数 ， 不 考虑 次 序 . 例如 
m4 二 4， 因 为 4=2+2=2+1+1=1+1+1+1. JME, RIIK a =1 设 


bn 一 20 是 前 面 若干 个 a 的 累积 和 式 . 


a 做 出 一 e ree 你 会 在 这 张 表 里 观察 到 何 种 惊人 的 
关系 ? 《不 需要 证 明 . 


b 将 生成 函数 A=) ZR AN TE FS FEAR 
c 利用 b 中 的 表达 式 证 明 a 中 的 结论 . 
38 ” 求 出 二 重生 成 函数 


M (w,z) = > min (m.n) wz" 


mn zo 


的 封闭 形式 .针对 固定 的 冯 > 2 推广 你 的 答案 ， 从 而 得 出 


M(z3,°-- ,2m) = > min(niy +t Nm) e 


Nis Nyy, LO 








的 封闭 形式 . 
39 ”给 定 正 整数 区 和 n， 求 出 


w kı ko S Kem kı ko pta km 
1<ki <ka<<km <n 和 1<k <ka<--<km <n 的 封闭 形式 . 


(BQO m = 270 n = 3 时 ， 相 应 的 和 是 1x2+1x3+2x3 以 及 


1x14+1x24+1x34+2x24+2x34+3-x 3.) 


提示 : 生成 函数 (1 二 a12)… (1 + anz) 1/0 — az) --- (1 anz) zm 的 系 
数 是 什么 ? 


了 | 有 
40 iomas AE 


41 一 个 阶 为 n 的 上 -下 排列 Cup-down permutation) 是 整数 人 2 对 
的 一 个 交错 增加 和 减少 的 排列 a192…… an: 


ay < ag > a3 a a4 >... 


例如 ，35142 是 一 个 阶 为 5 的 上 ?下 排列 .如 果 如 表示 阶 为 上 的 上 -下 排列 
的 个 数 ， 证 明 : 的 指数 生成 函数 是 (1 + sin z)/ cos z. 

42 空间 探索 发 现 ， 火 星 上 有 机 物 的 DNA 由 5 种 符号 组 成 ， 而 不 是 地 球 
上 DNA 的 那 4 种 元 素 ， 它 们 被 记 为 (acdei cd、ce、ed 和 ee 这 四 对 ， 
在 火星 的 DNA 序 列 中 从 来 没有 连续 出 现 过 ， 而 其 他 任何 未 被 禁止 的 元 素 
对 的 序列 都 是 可 能 出 现 的 . (于 是 ，bbcda 是 不 允许 的 ， 但 bbdca 就 没有 
问题 . ) 那么 可 能 有 多 少 个 长 度 为 n 的 火星 DNA 序 列 ? ( 当 n = 2 时 答 
案 是 21， 因 为 DNA 左 端 和 右 端 是 可 以 辨认 的 . ) 


43 一 个 数列 (9 的 牛顿 生成 函数 定义 为 
G0 = mn (7). 


求 定义 了 数列 In) (go 和 (jn) 之 间 关系 的 卷 积 公式 ， 这 些 数列 的 牛顿 生 
成 函数 由 方程 Flz) G(2) = 及 ( 引 联 系 在 一 起 ， 尽 量 使 公式 简单 和 对 称 . 


44 设 n 是 当 n 个 数 {7T1,… ,Tn} 相 互 比较 时 可 能 的 结果 个 数 . 例如 
43 二 3， 因为 可 能 的 结果 是 


Tis. r a 29) Dy Se = P EN i a E e N e EE A EE y  S 
Ty = T} = T3 ;} T1 = T3 < 79; T} < T1 < T3 ; 

To TE EL Ta Ta 2713 Ta=—=73 <7] 5 

To TI TO >. I 71 = 2) TT Ts 


(an), (bn), (en), EA 


dn = ke” ay. = >. fa) bk = > 4 
) k k 


求 指数 生成 函数 CO) = 2" ER. REJ 


, 1 29 
mLn]/m*n*. 


45 tH manol 
46 用 封闭 形式 计算 


"Aga (e+3) (2-3) 
提示 : í i 27 - 3 a y 


47 WEH: (7.34) 中 给 出 的 3 xz 多 米 诡 铺 设 的 方法 数 Un A Va, Bl 
敛 于 V3 的 Stern-Brocot 树 中 的 分 数 密切 相关 . 


48 对 某 些 满足 gcdla,5,c,d) = lip Rea (a,b,c,d), AED BA (9m 满足 递 
归 式 


agn T bgn TCIn+2 T d = 0, 整数 n 之 0. 


对 介 于 0 和 1 之 间 的 菜 个 实数 a， 它 还 有 封闭 形式 


gn = la (1 T v2) | 整数 n > 0. 
SKH a, b,c, ADR a. 
49 RE PRT BV RABE [A pe. 
基 辛 格 ， 请 记 笔 记 . 


a 考虑 由 公式 





fa 了 全 
an = (14+ V2)" + (1 —- V2)" 


RE XL ABFA) (40; 21, 42, = (2, 2,6, +++) 求 由 这 个 数列 所 满足 的 简单 的 弟 
ARR. 


/ /5 n = aie 
b 证 明 : 对 所 有 整数 n> 0 有 0 二 | = aa 


coR— AB an P+ V4)/2 的 数 w， 使 得 对 所 有 整数 ”> 0 都 有 
la” =n (mod2) | 其 中 PRA 4 是 正 整 数 . 


附加 题 
50 “习题 22 续 ， 考 虑 将 一 个 多 边 形 分 解 成 多 边 形 的 所 有 方法 之 和 ; 

2=_+A 人 + ENHA 

WANGON ON 

对 8@ 求 一 个 符号 方程 ， 并 用 它 来 求 在 一 个 凸 n 边 形 内 部 男 不 相交 的 对 角 
线 的 方法 数 的 生成 函数 . ( 求 出 作为 > 的 函数 的 这 个 生成 函数 的 封闭 形 
式 ， 不 必 对 系数 求 封闭 形式 . ) 
51 证 明 : 乘积 











` kn 1/4 
2” J (os a )U ?+ (cos? He) 
1<j<m m+] n+l 
1<kSn 


是 用 多 米 诡 牌 铺设 一 个 x n 和 矩形 的 方法 数 的 生成 函数 . (有 mn 个 因 
子 ， 我 们 可 以 想象 它们 写 在 这 个 窍 形 的 mn 个 方 格 中 . 如 果 mn 是 奇数 ， 
中 间 的 那个 因子 就 是 零 . W/o 的 系数 是 用 7 个 垂直 的 以 及 大 个 水 平 的 多 
米 诡 牌 做 覆盖 的 方法 数 . ) 提示 : 这 个 问题 比较 难 ， 实 在 是 超出 了 这 本 
书 的 范围 .你 可 能 会 希望 在 m= 3, n= 4 的 情形 验证 此 公式 . 


这 是 提示 还 是 警告 ? 


52 证 明 : 由 递归 式 


1\" n—-1 on = | n—k 
Pnly) = (v = z) = ` 的 (=) pry) 
k=0 \ , Aen > 0 


n 




















n 














mm m 


yet A Prly) = í y” yp y 
定义 的 多 项 式 有 亚信 一 malm ega, see hee ( 
1 < m < n) . 提示 : 这 个 习题 很 有 指导 意义 ， 但 不 那么 容易 . 


53 ”五 边 形 数 数列 (1,9, 12, 22 7) 以 一 种 明显 的 方式 推广 了 三 角形 数 和 平 


方 数 : 


设 第 n 个 三 角形 数 是 五 二 ntn+1)/2， 和 第 n 个 五 边 形 数 是 
二 nn(3n 一 1)/2， 又 设 以 是 在 (7.38〉 中 定义 的 3xn 多 米 诺 铺设 方法 
数 . 证 明 : 三 角形 数 fvsw+s-0/2 也 是 一 个 五 边 形 数 . 


提示 : 30% = (Van_1 + Vni) +2. 


54 ”考虑 如 下 这 个 令 人 好 奇 的 构造 : 


] 2 BA CAS 3 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

1 2 3 4 6 7 8 9 11 12 13 14 16 

1 3 6 10 16 23 31 40 51 63 76 90 106... 
1 3 6 16 23 31 51 63 76 106... 
1 4 10 26 49 80 131 194 270 376" 2s, 
1 4 26 49 131 194 370 as 
1 3 31 80 211 405 781 an 
1 31 211 7281 25 
1 32 243 1024 ... 

(从 包含 所 有 正 整 数 的 那 一 行 开 始 . 然后 每 阳 m 一 1 列 删 去 一 列 ， 这 里 


m = 5. 接 下 来 用 部 分 和 代 答 剩 下 来 的 数 ， 再 每 阳 (m 一 2) 列 删 去 一 列 ， 然 
后 再 用 部 分 和 代 蔡 剩 下 来 的 数 ， 如 此 一 直下 去 . ) 利用 生成 函数 证 明 ， 
最 后 得 到 Wi AE mi. GIO, Sm = 5 时 得 到 

\1 2 3 40/， 正 如 最 后 一 行 给 出 的 那样 . 


55 证明: WR PA Si2) 是 有 限 可 微 的 《如 在 习题 20 中 定义 的 
那样 ) ， 那 么 Plz) + Gl) Plz2)G(2)7pK., 


研究 题 


56 证 明 : 在 菜 一 大 类 “简单 的 封闭 形式 ”中 ， 对 于 (1 He?) oy 





系数 〈 作 为 "的 函数 ) 不 存在 “简单 的 封闭 形式 ” 


57 证 明 或 推翻 : 如果 COA RAEE UR G(z)2 的 所 
有 系数 都 小 于 某 个 常数 MW， 那 么 G(z) 的 系数 中 有 无 穷 多 个 等 于 零 . 








8 离散 概率 DISCRETE 
PROBABILITY 


我 们 在 理解 所 生活 世界 的 诸多 方面 时 都 会 涉及 随机 性 . 如 果 我 们 假设 一 
些 复杂 事件 是 由 适当 的 公理 所 文 配 的 ， 那 么 借助 数学 的 概率 论 (theory 
of probability〉， 我 们 可 以 计算 这 些 事件 友 生 的 可 能 性 . 这 个 理论 在 科 
A a 而 且 它 与 前 几 章 介绍 的 技术 紧密 关 
联 . 


如 琳 我 们 用 求 和 而 不 用 积分 束 能 计算 所 有 事件 的 概率 ， 那 么 概率 束 被 称 
为 “离散 的 ">， 对 于 和 式 ， 我 们 已 经 营 轻 束 熟 ， 所 以 有 了 充分 准备 将 所 学 
知识 应 用 于 某 些 有 意义 的 概率 以 及 平均 值 的 计算 中 ， 这 不 值得 大 惊 小 怪 
ie 





8.1 定义 DEFINITIONS 


概率 论 从 概率 空间 (probability space) 的 思想 出 发 ， 概 率 空 间 则 是 指 由 








在 一 个 给 定 问 题 中 可 能 发 生 的 所 有 事件 ， 以 及 赋予 每 个 基本 事件 
(elementary event) w E€ 一 个 概率 Fe) 的 规则 所 组 成 的 集合 0 .概率 
Prlw) 必 须 是 非 负 实数 ， 且 条 件 


y Pr(w) = 1 (8.1) 


(不 熟悉 概率 论 的 读者 很 有 可 能 会 从 费 勒 对 这 一 学 科 的 经 典 导 引 [20 中 获 益 . ) 
在 每 一 个 离散 的 概率 空间 中 都 必须 满足 ， 这样， 每 一 个 值 Pr(w) 都 必定 


在 区 间 上 .4 中 .我们 把 Pr 称 为 概率 分 布 (probability distribution) , 
为 它 将 总 的 概率 值 1 分 布 在 各 个 事件 ww 之 间 . 


来 看 一 个 例子 : WRT OTR SEAS SP SES 2 就 是 
EE] cee FPS 


D-=4E F 












































i, FN 























D= {5], O, LJ, O, EJ, ER 


古 般 子 落 下 来 时 所 有 6 种 可 能 方式 的 集合 . 口 口 和 口 口 这 样 的 两 次 结 末 
被 视 为 是 不 同 的 ， 因 此 这 个 概率 空间 总 共有 6? = 36 个 元 素 . 


永 不 放弃 .1 






































1“Never say die” 是 一 个 习 语 ， 其 含义 是 “ 永 不 放弃 ”在 英语 里 ， 单 词 die 兼 有 “ 山 子 "? 和 “死亡 ”这 











两 个 不 同 的 含义 . 


我 们 通常 假设 艇 了 于是“ 均 匀 的 "， 这 是 指骨 子 的 6 个 可 能 的 面 中 每 个 面 出 


现 的 概率 都 是 5 “的 36 种 可 能 结果 中 的 每 一 种 出 现 的 概率 都 是 30 我 们 


也 可 以 考虑 “ 灌 铅 的 ”(loaded) RF, EIE AANER A. 
例如 ， 设 


小 心 : 它们 可 能 会 走火 2 





“正文 中 的 “loaded” 一 词 除了 有 " 灌 铅 的 ”含义 之 外 ， 还 有 “子弹 上 膛 ? 之 意 ， 而 子弹 上 了 膛 的 检 是 














Pri(-) = Pr, 4) = 


























Prd) = Pry [ 二 Pri(t 小 om Pri) a 








Ba Zao iÀ = 1， 所 以 Pn 是 集合 D 上 的 一 个 概率 分 布 ， 且 我 们 可 
以 根据 法 由 


Pr; 1 ( dd ) 一 Pry ( d) Pr 1 ( d ) (8.2 ) 




















ET ae 
给 0 = DANTE. wlan, MOO PS 3z. 这 是 一 个 合法 的 分 
布 ， 因 为 


S Pru(w) = >. Prii (dd) = > Prid) Prid) 


wen dd'<D? d.d’<D 
一 > Pr;(d) > Pri(ld) =1x1=1. 
deD d'eD 


RITE UA ENIRA TI, E) 


| 
a Oe > RE (Q 2) 
Pro, (dd’) = Pro(d)Pri(d@’), grh Prod) = g (8.3) 

















在 此 情形 下 ， 有 POD 9575 不 可 能 指望 真实 世界 "中 的 艇 子 的 每 个 


m 不 过 5 通 常 是 对 真理 的 绝 
近似 




















如 果 一 个 立方 体 的 所 有 面 都 是 完全 相同 的 ， 我 们 还 怎么 能 说 出 哪 一 个 面 会 朝 上 呢 ? 
一 个 事件 〈event) 是 0 的 一 个 子 集 . PIMITER THER, BA 
00, 00, 回回 ,四 四, SE, A0 


















































Fe “FH XT” (doubles are thrown) 的 事件 . 2 中 的 诸 个 单元 素 VABER 
为 基本 事件 ， 因 为 它们 不 可 能 再 分 解 成 更 小 的 子 集 ， 我 们 可 以 把 w 视 为 
一 个 单元 素 事件 1%} 一 个 事件 4 的 概率 由 公式 


Pr (w € A) = 》 Pr(w) (8.4) 


定义 ， 一 般 来 说 ， 如 果 R(w) 是 关于 w 的 任意 一 个 命题 ， 那 么 我 们 用 。 
Pr(A(w)" 来 表示 使 得 Ro) 为 真 的 所 有 Pee HA. 例如 ， 地 搓 一 对 均匀 


的 人 般 子 时 出 现 对 子 的 概率 是 36 36 36 36 36 36 6， 但 是 当 两 
ABTA -其 有 概率 分 布 PUT TIE EY, 这 个 概率 等 于 


i6 64 64 64 are eee 
件 更 有 可 能 发 生 . 


(我 们 一 直 在 更 一 般 的 意义 下 使 用 第 2 章 里 定义 的 王 记 号 : (8.1) 和 
(8.4) 中 的 和 陈 是 对 一 个 任意 集合 的 所 有 元 系 w 求 和 ， 而 不 仅仅 是 对 整 
数 求 和 的 . 然而， 这 个 新 情况 并 不 真 的 令 人 担心 ， 我 们 可 以 约定 ， 一 旦 
要 对 非 整 数 求 和 ， 束 使 用 三 下 方 的 特殊 记 写 ， 所 以 这 与 我 们 通常 的 习惯 
做 法 并 不 混 消 .第 2 草 里 其 他 的 定义 依然 运用， 特别 地 ， 当 集合 "无 限 
时 ， 那 一 章 里 的 无 限 和 式 的 定义 为 这 里 的 和 式 给 出 了 合适 的 解释 . 每 一 
个 概率 都 是 非 负 的 ， 且 所 有 的 概率 之 和 是 有 界 的 ， 所 以 〈8.4) 中 事件 4 
的 概率 对 所 有 的 子 集 445 2 都 有 民 好 的 定义 ) 


随机 变量 (random variable〉 是 在 概率 空间 的 基本 事件 ww 上 定义 的 函 
数 . 例如 ， 如 果 9 = D?*， 我 们 就 可 以 将 3%) 定义 为 掷 出 的 骨 子 的 点 数 
ZR, TA SED, 点 的 总 为 7 的 概率 庆生 事件 Sie) = TO 

WL RE 


Pr ED + Prd esl) + Prei D+ Pre: 





































































































1) + PED) + Pra). 











l 

FISSI CPr= Pro) ， 此 事件 就 以 概率 6 发 生 ， 用 灌 负 的 角子 
Pr=Pri) ， 它 就 以 概率 16 64 64 64 64 16 16 发 生 ， 这 与 我 
们 对 对 子 所 看 到 的 ERAH. 


习惯 上 ， a M a 因为 我 们 面 对 任 何 特殊 的 问 
ein 通常 只 涉及 一 个 概率 空 ai 对 于 掷 出 7 这 个 事件 ， 我 们 融 
而 对 于 事件 化 ; LD 就 说 S = 4. 随 机 变量 可 以 
通过 其 值 的 概率 分 布 加 以 刻画 . 站 当 BASEL 
{2:3 ,12} 时 ， 我 们 可 以 对 这 个 集合 中 的 每 一 个 s， 用 表 列 出 S= s 的 






































概率 如 下 . 


Proo (S= s) 





如 果 我 们 研究 一 个 只 涉及 随机 变量 STAN RP EA Te, A 
从 这 些 概 率 中 就 能 计算 出 答案 ， 而 无 需 考虑 集合 O = D? 的 细节 . 实际 

上 ， 我 们 可 以 将 概率 空间 定义 为 更 小 的 集合 2 = {2,3,… ,12}， 并 赋予 
它 所 希望 的 任意 的 概率 分 布 Frtsi. 此 时 “ S = 4” 就 是 一 个 基本 事件 . 这 

ee ee ee ai a eee 
ee oa) . 


如 果 两 个 随机 变量 X 和 了 定义 在 同一 个 概率 空间 2 上 ， 而 且 我 们 对 XK 
值 范 围 中 的 每 一 个 z 以 及 Y 取 值 范 围 中 的 每 一 个 y 都 知道 它们 的 联合 分 
布 (joint distribution) 





对 吸食 毒品 说 不 . 3 

















3joint distribution 在 这 里 是 一 个 数学 术语 ， 但 它 还 有 “传播 毒品 的 不 良 地 点 ”之 意 . 美国 前 总 统 里 
根 曾 号 召 美国 青少年 抵制 毒品 ， 故 有 此 一 说 . 









































P(X =r HY =y), 


那么 无 需 全 盘 了 解 0 的 细 市 ， 我 们 残 能 刻画 出 这 些 随机 变量 的 性 状 . 如 
果 对 所 有 cA YAR 


Pr(X =x H Y =y} Pr(X =2)-Pr(Y =y), (8.5) 





那么 我 们 称 XX 和 了 是 独立 的 〈independent) 随机 变量 . 直观 地 说 ， 这 就 
意味 着 XX 的 值 对 YY 的 值 不 产生 影响 . 


例如 ， 如 果 OREM ESE D2， 我 们 可 以 设 5 是 第 一 个 散 子 的 点 
数 ， $2 则 是 第 二 个 散 子 的 点 数 ， 那 么 随机 变量 51 和 55 相 对 先前 讨论 的 
BER AAG Pro, Pru 以 及 Pru 中 的 每 一 个 都 是 独立 的 ， 因 为 对 每 一 个 大 
本 事件 4d， 我 们 将 散 子 的 概率 定义 为 51 = 4 的 概率 与 号 = 《的 概率 的 科 
只 。 我 们 本 来 可 以 用 不 同 的 方式 定义 概率 ， 例 如 使 得 


Pre) / Pred) # Pre J EDP E 


























— 
>- 














PRE RF NASER. 


(LEBER ARE, BLA BAIE ARV AA ARREZ In Ae 
响 ， 利 用 现在 的 定义 ， 这 里 的 两 个 比值 都 等 于 Pr(S = 5)/Pr( Sy = 6). 


我 们 已 经 把 5 定义 成 两 个 点 数 之 和 S+ 9， 让 我 们 来 考虑 另外 一 个 随机 
变量 P， 它 是 乘积 S9192. SA P 是 独立 的 吗 ? 随便 一 看 ， 它 们 就 不 是 独立 
的 ， 如 果 有 人 说 5 = 2， 我 们 就 知道 P 必 定 为 1. 正 儿 八 经 地 说 ， 它 们 仍 
然 不 是 独立 的 ， 因 为 很 显然 独立 性 条 件 (8.5) DARA EDEIS 
于 的 情形 是 如 此 : 对 于 s 和 2 的 所 有 合法 什 ， 部 有 


l ji 
0 < Prool9 = s) x Pryo(P =p lí- x- 、 
0o =S A ToL SP SEAI, XARA RES Pros = s H P =p 
l 


)， 后 者 是 36 的 倍数 . 


如 果 我 们 想 要 理解 一 个 给 定 随机 变量 的 典型 性 状 ， 常 常会 问 及 它 的 “ 平 
均值 ， 但 是 "平均 "这 个 概念 有 些 含混 不 清 ， 当 给 出 一 列 数 的 时 候 ， 人 
们 通常 会 说 到 以 下 三 种 不 同类 型 的 平均 值 


。 均值 (mean) : 它 是 所 有 值 的 和 再 除 以 值 的 个 数 ; 
e 中 位 数 (median) : 它 是 在 数值 上 处 于 中 间 位 置 的 值 ; 
。 众 数 (mode) : 最 常 出 现 的 值 . 


3 十 1 十 4 十 1 十 5 a 
ila, (3, 1, 4, 1, 5) 的 均值 是 5 ““”， 中 位 数 是 3， 而 众 数 则 


是 1. 


但 是 ， 概 率 论 学 者 通常 研究 的 是 随机 变量 而 不 是 数列 ， 所 以 我 们 也 想 对 
随机 变量 定义 一 种 “ 陪 均 ”的 概念 .假设 我 们 一 授 又 一 过 地 重复 一 个 试 

验 ， 以 这 样 一 种 方式 来 做 独立 试验 : 使 得 XX 的 每 一 个 值 以 与 它 的 概率 近 
似 成 正比 的 频率 出 现 ，《 例 如， 我 们 可 以 多 次 掷 一 对 人 般 子 ， 以 观察 5 或 














者 PRE. ) 我 们 希望 这 样 来 定义 一 个 随机 变量 的 平均 值 ， 使 得 这 样 的 
试验 通常 产生 出 一 个 数列 ， 它 的 均值 、 中 位 数 以 及 众 数 都 近似 地 与 根据 
定义 所 得 到 的 的 均值 、 中 位 数 以 及 众 数 相同 . 

我 们 是 这 样 定义 的 . 概率 空间 Q 上 的 实 值 随 机 变量 x 的 均值 定义 为 
> r- Pr(X = T), (8.6) 


如 果 这 个 可 能 为 项 数 无 限 的 和 存在 . (这 里 XOR E PX < r)i 
非 零 值 的 所 有 实数 值 了 & 六 (人 3 组 成 的 集合 。〉 六 的 中 位 数 定义 为 满足 


(8.7) 


mle 


l ， 
PT 过 有 之 = Pr(X >2)2 





HMA TE 六 (3) 组 成 的 集合 ， 而 X 的 众 数 则 定义 为 所 有 适合 
Pr(X =x) > Pr(X =’), Yr € X(Q) (8.8) 


Hy T € “所 组 成 的 集合 ， 人 概率 分 布 为 Prom 


时 ， 5 的 均值 四 2x 基 + 3x + +12x 7 = 而 概率 分 布 为 Pr 
时 ， 其 均值 也 是 7， 且 还 表明 ， 在 这 两 种 分 布下 ， 它 的 中 位 数 和 众 数 也 
部 是 {7} 所 以 s 在 所 有 三 种 定义 下 都 有 同样 的 平均 值 ， 另 一 方面 ， 事 实 


证 明 在 分 布 Prw 下 ， persia = 125, 它 的 中 位 数 是 人 0}， 而 众 数 则 
是 {16,12 上 如 果 我 们 给 盘子 灌 铅 使 之 有 分 布 Prii， 则 P 的 均值 并 没有 改 
变 ， 但 是 其 中 位 数 降 为 8}， 而 众 数 则 只 剩 下 {6}- 


概率 论 学 者 对 随机 变量 的 均值 有 一 个 特殊 的 名 称 和 记号 ， 他 们 称 之 为 期 
望 值 (expected value) ， 并 记 之 为 











Bx = a X(w) Pr(w). (8.9) 


在 搓 货 子 的 例子 中 ， 这 个 和 式 有 36 项 〈9 中 每 一 个 元 素 对 应 一 项 ) ， 而 
2 是 一 个 仅 有 11 项 的 和 式 . 但 是 这 两 个 和 式 有 同样 的 值 ， 因 为 它 
NIE 


2 TPr(w)[rz = X(w)| 





事实 证 明 ， 随 机 变量 的 均值 在 应 用 中 比 其 他 种 类 的 平均 值 更 有 意义 ， 所 
以 我 们 从 现在 起 忘掉 中 位 数 和 众 数 ， 这 一 章 的 其 余部 分 将 几乎 交 车 使 
用 “期 望 值 *、“ 均 值 和 “平均 值 ”， 


REJ: 平均 说 来 ,“ 平 均值 ?就 是 “均值 ” 


如 果 X 和 了 Y 是 在 同一 个 概率 空间 上 定义 的 两 个 随机 变量 ， 那 么 X +Y 也 
是 在 同一 概率 空间 上 定义 的 随机 变量 . 根据 公式 〈8.9) ， 其 和 的 平均 
值 就 是 其 平均 值 之 和 : 


E(X+Y)= > (X(w) + ¥(w)) Pr(w) = EX + EY. (8.10) 


weEN 
类 似 地 ， 如 果 a 是 一 个 负数， 我 们 就 有 简单 的 法 则 
ElaX) = aEX. (8.11) 


但 是 一 般 来 说 与 随机 变量 的 乘法 对 应 的 法 则 更 加 复杂 一 些 ， 期 望 值 定义 
为 对 基本 事件 求 和 的 和 式 ， 而 乘积 的 和 通常 没有 简单 的 形式 ,尽管 有 这 
样 的 困难 ， 在 随机 变量 是 独立 的 这 一 特殊 情形 下 ， 乘 积 的 均值 还 是 有 很 
好 的 公式 的 ; 

E(XY) = (EX)(EY)， 如 果 XX 和 Y 是 独立 的 . (8.12) 
我 们 可 以 用 乘积 的 分 配 律 来 证 明 此 结论 ， 


E(XY) = >) X(N (w) Prw) 
































= yA xy: Pr(X =x H Y=y) 
xeX (Q) 
yeY (Q) 

= > xy- Pr(X = x)Pr(Y=y) 
xe X (Q) 
JE7(9) 


二 
xeX (Q) yeY (Q) 


例如 ， 当 1 和 SES RT EY, RAJEE S= S1 + A 


NIN 


P= 515 于 是 有 P29, 从 而 Bs -7 此 外 ， Si 和 sz 是 独立 的 ， 
2 2 oe 如 前 所 述 ， 我 们 还 有 

P(S +P) =ES+EP=T+ 了 但 是 s 和 PP 不 是 独立 的 ， 所 以 我 们 不 能 断 
是 有 ar “G4 实际 上 ， 可 以 证 明 在 概率 分 布 Pro 中 SP 的 期 


望 值 是 6 ， 而 在 分 布 Pru 中 其 期 望 值 ( 正 好 〉 等 于 112. 


49 343 





8.2 ”均值 和 方差 MEAN AND VARIANCE 


知道 了 期 望 值 之 后 ， 随 机 变量 的 下 一 个 最 重要 的 性 质 就 是 它 的 方差 
(variance) ， 定 义 为 它 与 其 均值 偏差 的 平方 的 均值 : 


VX =E((X —EX)’). (8.13) 











如 果 用 1/ 记 EX， 则 方差 VX 就 是 (X PRR. EEE X 的 分 布 
的 “分 散 程度 ” 


来 看 一 个 方差 计算 的 简单 例子 . 假设 我 们 刚刚 接受 了 一 个 无 法 拒绝 的 提 
议 : 我 们 获得 两 张 礼券 参与 某 种 抽奖 活动 . 抽奖 活动 的 组 织 者 每 个 星期 
立 出 100 张 彩票 用 于 抽 炎 . 这些 彩票 的 每 一 张 都 是 通过 一 致 随机 的 程序 
挑选 出 来 的 〈“ 即 每 张 彩票 都 有 同等 可 能 被 选中 ) . 这 张 幸 运 彩 票 的 持 有 
者 将 局 得 1 亿美 元 ， 而 其 余 99 张 彩票 的 持 有 者 什么 也 得 不 到 . 

我 们 可 以 通过 两 种 不 同 的 方式 使 用 礼券 : 在 同一 次 抽奖 中 买 两 张 彩票， 
或 者 在 两 次 抽奖 中 各 买 一 张 彩 票 . 哪 一 种 策略 更 好 呢 ? 我 们 来 对 此 进行 
分 析 ， 设 怀 和 上 飞 且 随 机 变量 ， 分 别 表 示人 第 一 张 和 第 二 张 彩 票 局 得 的 痰 
金 数额 . 人 六! 的 期 望 值 〈 以 百 万 美元 为 单位 〉 是 


KERDE: 根据 我 们 所 用 的 策略 ， 有 两 个 概率 空间 ， 但 在 这 两 个 空间 中 BAT 

















99 l 
0+ — x 100 = 1, 


Erang 
100 100 


同样 的 结论 对 六 2 也 成 立 ， 而 期 望 值 是 可 加 的 ， 所 以 不 论 采 用 哪 一 种 策 
略 ， 我 们 顾 得 奖金 总 额 的 平均 值 是 


E(Xı + X2) =EX,;+EX,=2 (GAS). 


但 是 这 两 种 策略 看 起 来 仍然 是 不 同 的 . 抛 开 期 望 值 ， 我 们 来 研究 
、A1+A2 的 精确 的 概率 分 布 : 





赢得 的 奖金 《 百 万 美元 ) 





0 100 200 
相同 的 抽奖 0.9800 0.0200 
不 同 的 抽奖 0.9801 0.0198 0.0001 


如 果 我 们 在 同一 次 抽奖 中 买 两 张 彩票 ， 就 有 98% 的 可 能 什么 也 得 不 到 ， 

而 有 2% 的 机 会 得 到 1 亿美 元 ， 如 果 我 们 在 两 次 不 同 的 抽奖 中 买 两 张 彩 

票 ， 就 有 98.01% 的 可 能 空手 而 归 ， 这 就 比 前 一 种 不 得 奖 的 可 能 稍 大 一 

点 ， 而 此 时 我 们 有 0.01% 的 可 能 赢得 2 亿美 元 ， 这 比 前 一 种 稍 高 一 些 ， 而 
现在 赢得 1 亿美 元 的 可 能 性 是 1.98%. 所 以 在 第 二 种 情形 下 ， 六 1 二 六 2 的 
分 布 要 更 分 散 一 些 ， 其 中 间 值 1 亿美 元 的 可 能 性 略微 小 一 点 ， 而 取得 极 
端 数值 的 可 能 性 要 略微 大 一 些 . 


方差 所 要 抓 住 的 核心 正 是 随机 变量 的 分 散 程 度 这 个 概念 .我们 用 随机 变 
量 与 其 均值 偏差 的 平方 来 度量 其 分 散 程 度 . 于 是 在 情形 1 中 ， 其 方差 就 
KE 























0.98(0M — 2M)? + 0.02(100M — 2M)? = 196M?: 
而 在 情形 2 中 ， 这 个 方差 等 于 
0.9801(0M — 2M)?4+0.0198(100M — 2M)?+0.0001 (200M — 2M}?= 198 M°. 


正如 我 们 所 期 望 的 ， 后 面 一 个 方差 要 略微 大 一 些 ， 因 为 情形 2 的 分 布 更 
加 分 散 一些 . 


有 意思 的 是 : 一 美元 的 量 的 方差 用 平方 美元 为 单位 来 表示 . 


当 我 们 研究 方 关 时， 每 一 项 都 取 平 方 ， 所 以 数 有 可 能 变 得 非常 大 . N 
F W 是 10 000 亿 〈102) ， 这 个 数 即使 对 于 大 赌注 的 赌 棍 来 说 也 是 够 可 
观 的 了 . ) 为 了 将 数字 返回 到 原来 更 有 意义 的 单位 ， 我 们 经 名 取 方 兰 的 
e a 
FE o3 ZN: 






































一 一 一 


IT 一 VVAX. (8.14) 


在 两 种 抽奖 策略 的 问题 中 ， 随 机 变量 A NOB HE Ae xe 
V196M2 = 14.00M 以 及 V198M2 = 14.071 247M 在 某 种 意义 下 ， 第 二 种 选 





择 大 约 有 71 247 美 元 的 风险 . 


方差 如 何 来 帮助 我 们 选取 策略 ? 这 并 不 明显 . 方差 更 大 的 那 种 策略 要 冒 
一 点 风险 ， 然 而 ， 是 采用 多 一 些 风 险 的 策略 还 是 采用 更 安全 的 策略 ， 才 
能 得 到 最 多 的 回报 呢 ? 假设 我 们 有 机 会 买 100 张 票 ， 而 不 是 仅仅 两 张 ， 
那么 我 们 就 能 确保 在 单独 一 次 抽奖 中 获胜 (此 时 方 乔 为 零 ) . 或 者 我 们 
可 以 赌 100 次 不 同 的 抽奖 ， 这 就 会 有 0.99'” = 0.366 的 机 会 什么 也 得 不 
到 ， 不 过 也 会 有 一 个 非 零 的 概率 可 以 赢利 高 达 100 亿 美元 . 在 这 些 不 同 
人 te ee eae 
来 做 计算 


另外 一 种 化 解 风险 的 方法 或 许 是 贿赂 彩票 抽 淡 官员 .我 猜想 那 就 是 概率 变 得 力 不 能 及 之 处 . 
实际 上 ， 无 需 用 定义 813 ， 还 有 一 个 更 简单 的 方法 计算 方差 . (我 
们 猜测 其 中 一 定 隐藏 着 某 种 数学 的 东西 ， 因 为 在 彩票 抽奖 例子 中 的 方差 
魔术 般 地 显现 为 41 的 整数 倍 ，) 由 于 (EX ) 是 常数 ， 故 而 我 们 有 

《注意 : 这 些 劳 注 所 表达 的 观点 并 不 一 定 代 表 本 书 作者 们 的 观点 .) 






































B(x =E J] = 6 = ox (EX) (EXI 
= E(X?) = HEX \(EX) + (EXY)’, 


从 而 

VX = E(X?) 一 (EX) (8.15) 
“方差 等 于 随机 变量 的 平方 的 均值 减 去 其 均值 的 平方 . ” 
例如 在 这 个 彩票 抽奖 问题 中 ，(X1 + X2) 的 均值 是 
0.98(0M)° + 0.02(100M}? = 200M?， 或 者 是 


0.9801(0M)? + 0.0198(100 M)? 十 0.0001(200M)? = 202 M° JRE 4M? (均值 的 
平方 ) ， 融 给 出 我 们 历经 艰难 才 得 到 的 结 来 . 


当 针 和 YY 为 独立 的 随机 变量 时 ， 如 采 我 们 想 要 来 计算 (NX Y), EAB 
有 一 个 更 加 容易 的 公式 . 我 们 有 
B((X+Y)*) = E(X? 4+2xY 4+ Y") 
SEX YAA EX )(EY) 十 E(Y?). 





因为 在 独立 的 情形 下 我 们 知道 有 (入 Y) = (EX)(EY) 这 样 一 来 ， 就 有 


WE = 
= E(X?) + (EX)(EY ) + E(Y’) — (EX)? — 2(EX)(EY) — (EY)? 
= E(X?) —(EX)* + E(Y?) — (EY)? 
=VX +4 VY. (8.16) 


“独立 随机 变量 之 和 的 方差 等 于 它们 的 方差 之 和 . ”例如 ， 我 们 用 单独 一 
KIR RE EFKE EMIN EE 





E(X?) — (EX1)? = 0.99(0M)? + 0.01(100M)? — (1M)? = 99M?. 
于 是 ， 在 两 次 分 开 〈 独 立 的 ) 抽奖 中 购买 两 张 彩票 所 能 说 得 的 奖金 


i by 

eh Al 
的 方差 是 2 x 99M? = 198) IF mn 张 独 立 彩 票 而 言 ， 相 应 的 获奖 总 金额 
的 方差 是 n x 99M?. 


PUBL TFA BEAL 5 的 方差 是 这 个 公式 的 一 个 推论 ， 这 是 由 于 
5 = Si + 5 是 两 个 独立 的 随机 变量 之 和 ， 当 散 子 都 均匀 时 ， 我 们 有 








ME T R R 6 而 灌 铅 的 般 子 则 有 





1 2. 7\* 45 
5 三 三 人 又 1 六 3 和 2 人 (5) eer 
8 2 12 


T. ge 

Witt 4 eae VO 0 = 全 注意 ， 灌 铅 般 子 的 5 方差 更 
大 ， 尽 管 5 实际 上 比 使 用 均匀 山子 时 更 经 常 取 到 均值 7， 如 果 我 们 的 目 
的 是 掷 出 许多 幸运 数 7， 那 么 方差 就 不 是 我 们 获得 成 功 的 最 好 指标 . 


如 果 切 比 雪夫 在 1867 年 证 明了 它 ， 它 就 是 一 条 经 典 的 67 款 切 比 雪 夫 定 理 .4 


] 


















































4“67 款 切 比 雪夫 定理 ”是 “67 款 雪佛兰 汽车 ”('67 Chevrolet) 的 谐音 . 




















好 的 ， 我 们 已 经 学 习 了 如 何 计 算 方 赤 ， 但 是 疝 未 真正 看 出 为 什么 方差 是 
需要 计算 的 当然 指标 . 人 人 都 计算 它 ， 但 是 为 什么 要 这 样 做 呢 ? 其 主要 


原因 是 切 比 雪夫 不 等 式 〈[9] 和 [57) ， 它 表明 方差 有 一 个 重要 的 性 质 : 
Pr ((X - EX} >a) <VX/a, 所 有 a>0. (8.17) 

《这 不 同 于 我 们 在 第 2 章 里 遇 到 的 切 比 雪夫 单调 不 等 式 ，) 非常 粗略 地 

说 ，《〈8.17) 告诉 我 们 : 如果 一 个 随机 变量 X 的 方差 VX 很 小 ， 那 么 它 


en eee eee eRe ree mere? ee 
们 





VX = 》 (X(w) — EX)” Pr(w) 


>. (X(w) — EX Pr(w) 


>》 @Pr(w) = a Pr ((X — EX)’ 2a), 


wEN 


(Xlw)-EX V >a 
用 a 来 除 就 完成 了 证 明 . 
如 果 我 们 用 /表示 均值 ， 用 o 表 示 标 准 差 ， 叉 在 (8.17) 中 用 c2VX 代 蔡 


a， 则 条 件 (X — EX)? > CVX 与 (X 一 1)? > (co) 相同 ， 因 此 (8.17) 就 
给 出 


Pr (|X 一 yl > ca) < l/c. (8.18) 


这 样 一 来 ， 除 了 至 多 1/c 概率 之 外 ，X 都 将 落 在 以 均值 为 中 心 、 标 准 差 
的 c 倍 为 半径 的 区 间 范 围 内 . 一 个 随机 变量 至 少 在 75% 的 时 间 里 落 在 以 
均值 1 为 中 心 、 2c 为 半径 的 区 间 范 围 内 ， 它 至 少 在 99% 的 时 间 里 落 在 
4 一 10c 与 A+ lc 之 间 . 这 些 结果 是 切 比 雪夫 不 等 式 当 a = 4VX 以 及 

a 二 100VX 时 的 情形 . 


AAPM ATE nK, EAR CHESTS BAL 


数 几 乎 总 是 接近 于 Tn 其 原因 是 : mn 次 独立 抛掷 的 方差 是 6 6 的 方 
差 意 味 着 标准 差 是 











所 以 切 比 雪夫 不 等 式 告诉 我 们 : KMR n MAI IN, 28747 99% 
的 试验 所 涉及 的 最 后 的 和 式 部 将 介 于 


/35 z 135 
Tn — 104/ —n in+104/—n 
/6 Fil V 6 


之 间 . 例如 ， 抛 搓 一 对 均匀 的 般 子 100 万 次 ， 所 得 到 的 所 有 两 个 数 的 总 
和 有 大 于 99% 的 机 会 介 于 6 975 000 与 7 025 000% M]. 


一 般 来 说 ， 设 X 是 概率 空间 Q 上 任意 一 个 随机 变量 ， 它 有 有 限 的 均值 4/ 
和 有 限 的 标准 差 o. 那 么 我 们 可 以 考虑 概率 空间 O, CRES E ”元 
事件 组 wiw ,wn)， 其 中 每 个 we & 8， 且 它 的 概率 是 





Pr(wl wo ,om) = Pr(w1) Pr(we) -Pr (wn). 
如 果 现 在 用 公式 
Xplw ua Wn) = KX (wk) 
来 定义 随机 变量 Xr, NE 
bp Rae E 
是 "个 独立 随机 变量 之 和 ， 它 对 应 于 在 2 上 取 X 的 mn 个 独立 的 样本 
(sample) ， 并 将 它们 相 加 在 一 起 人 六 1 + AQ 十 + 六 的 均值 是 kh， 而 


标准 差 是 Vnr， 从 而 这 nn 个 样本 的 平均 值 
Tii + Xə 可 Xa ) 


EDIAN TELA TM o/ val u+ 190/Vn 之 间 ， 换 旬 话 说 ， 如 
果 我 们 选取 足够 大 的 n 值 ， 则 nn 个 独立 样本 的 平均 值 将 几乎 忆 是 非常 接 
近期 望 值 EX. (在 概率 论 的 教科 书 中 ， 证 明了 一 个 被 称 为 强大 数 定律 的 
更 强 的 定理 ， 不 过 为 了 我 们 的 目的 ， 刚 刚 推导 出 来 的 切 比 雪夫 不 等 式 的 
简单 推论 就 足够 了 . ) 


( 那 就 是 说 ， 对 于 n 的 任意 回 定 的 值 ， 当 我 们 观察 一 组 吧 个 独立 样本 时 ， 其 平均 值 在 所 



























































在 情形 的 999% 之 中 将 落 在 所 说 的 界限 之 间 ， 不 要 错误 地 将 它 理解 成 当 n 变动 时 无 穷 序列 
入 1, 六 2, 入 3," 的 平均 值 .) 


有 时 我 们 并 不 知道 一 个 概率 空间 的 特征 ， 想 要 通过 反复 对 随机 变量 X 的 
值 取 样 来 估计 这 个 随机 变量 的 均值 . 〈 例 如 ， 我 们 或 许 想 要 知道 旧金山 
在 一 月 里 中 午 的 平均 温度 ， 或 者 保险 代理 人 的 平均 预期 寿命 ，〉 如 果 我 
们 得 到 了 独立 的 经 验 观 察 数据 六 1, 六 2,… Xn, LAER HH ASE APY eT 


等 于 





a Xit Xy a 7 
EX = . (8.19) 
n 





而 且 我 们 还 能 利用 公式 
Ree eee Oe eee 
n—1 n(n —1) 


来 估计 方差 . 公式 中 的 几 个 ln 一 上 看 似 印 刷 错误 ， 似 乎 它们 应 该 像 在 
(8.19) 中 那样 是 nw， 因 为 真正 的 方差 VX 是 由 式 (8.15)〉 中 的 期 望 值 定 
a A 
H 


VX= (8.20) 














E(V X)= VX (8.21) 
其 成 立 的 理由 是 : 
E(VX) = 和 eee 
= n=l] : k n : i 
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EC ~ EEO) + n(n— 1)E(X)")) 
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ER (EX) A k] + EX) = 有 代替 (XjXK) 时 ， 这 个 推导 用 到 了 所 观 


察 样本 之 值 的 独立 性 .) 


实际 上 ， 关 于 一 个 随机 变量 x 的 试验 性 结果 通常 可 由 计算 样本 均值 
fi = EX 以 及 样本 标准 差 5 = VTX， 并 将 答案 表示 成 让 士 5/Vn 的 形式 而 
得 到 ， 例 如， 这 里 是 对 两 个 均匀 般 子 掷 十 次 的 结果 : 


其 点 数 之 和 5 的 样本 均值 是 


f=(7+11 十 8 十 5 十 4 十 6 十 10 十 8 十 8 十 7)/10 = 7.4; 


PEAT axe 





















































(7? +11? +8? + 5? + 4? + 6? + 10? +8? +8? + 7? — 107%) /9 ~ 2.1", 
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74 士 2.1/V10 s 74 土 0.7 我 们 再 来 考虑 一 个 有 关 均 值 和 方差 的 例子 ， 目 
的 是 指出 它们 从 理论 上 而 不 是 凭 经 验 应 该 怎样 计算 . 我们 在 第 5 章 考虑 
过 “足球 胜利 问题 *"， 在 该 问题 中 及 顶 帽子 被 抛 向 空中 ， 而 其 结果 是 由 
子 的 一 个 随机 排列 .我 们 在 方程 (5.51) 中 指出 了 : 没有 人 得 到 正确 由 
子 的 概率 是 m/we 对 于 恰好 有 上 个 人 得 到 自己 帽子 的 概率 ， 我 们 还 扒 
导出 了 公式 














1 (n-k) 


eet (8.22 ) 





Panz (r= 
重新 叙述 刚刚 学 过 的 这 些 用 数学 形式 表述 的 结果 ， 我 们 就 可 以 来 考虑 
(1,2,… ,中 的 所 有 n! 个 排列 x 组 成 的 概率 空间 I， 其 中 对 所 有 & ID 都 
有 Prin}: = 17 2 随机 变量 
不 要 与 斐 波 那 契 数 搞 混 了 . 
Put) = 的 “不 动 点 ”的 个 数 ，r ET 


所 计算 的 是 在 足球 胜利 问题 中 正确 下 落 的 帽子 的 个 数 ， 方程 (8.22) 给 
出 Frtn 三 局， 不 过 我 们 假装 并 不 知道 任何 这 样 的 公式 ， 仅 仅 想 研究 Fn 





的 平均 值 及 其 标准 差 . 


事实 上 ， 避 开 第 5 章 里 的 所 有 复杂 性 ， 这 个 平均 值 非常 容易 计算 ， 我 们 
直接 注意 到 





F, (2) = F(a) + F,,(@) +--+ F, (T); 
已,(m=[ 元 的 位 置 上 是 一 个 不 动 点 ]，ze 1, 





因此 


EF, = EFhn.1 F EFhn.2 z aoas E EP nn: 


Fx 的 期 望 值 就 是 Fix = ! 的 概率 ， 它 等 于 1/n， 因 为 1 个 排列 
T = TI172..7m E Uy 中 ae (n — 1) )!' 个 满足 Tk = .于 是 


BP, =n/n=1, n>0. (8.23) 


平均 来 说 ， 会 有 一 顶 帽 子 落 在 它 正 确 的 位 置 上 .“ 平 均 来 说 ， 一 个 随机 
排列 有 一 个 不 动 反 . ” 


平均 值 为 1. 


标准 差 是 什么 呢 ?” 这 个 问题 更 为 困难 ， 因 为 诸 个 fm 相互 并 不 独立 .但 
征 我 们 可 以 通过 分 析 它 们 之 间 的 相关 性 来 计算 方差 : 


2 n n 
E(F? ) 一 二 (3: Fas SE 5 Se me) 
k=1 j=l k=1 


= E(FnjFne)= >. E(Fan) E( Fa jF, 
j=l k=l l<k<n l<j<k<n 








(我 们 在 第 2 草 里 推导 (2.33) 时 用 到 过 类 似 的 技巧 . ) 现在 有 
fnk nk, 由 于 fm 或 者 为 0 或 者 为 1， 从 而 与 之 前 一 样 有 
ECF?) = EFnk ==1/n. 又 如 果 j <k, RIRA E EnEn) = PH DL JA k 
为 不 动 点 ) = {n — 2)!/n! = 1/n(n — 1). 于 是 





E E 
aF a “n= aaa = 5 ot Li, ane; i DÈ 
天 是 ) 一 (EF = 1， 所 以 标准 差 〈 与 均值 相像 ) 是 1.“ n > 2 个 元 素 


TEPLI Lt 1 个 不 动 点 ， ‘ 


8.3 ”概率 生成 函数 PROBABILITY 
GENERATING FUNCTIONS 

如 果 X 是 一 个 仅 取 非 负 整数 值 的 随机 变量 ， 我 们 可 以 利用 第 7 章 的 技术 
很 好 地 掌握 它 的 概率 分 布 . 闪 的 概率 生成 函数 (probability generating 


function, pgf) 有 是 


Gx(z)= 2 Pr(X = k)z*. (8.25) 
k>0 
这 个 关于 z 的 才 级 数 包含 了 有 关 随 机 变量 XxX 的 所 有 信息 . 我 们 也 能 用 男 
外 两 种 方式 来 表示 它 : 
Gx = S. Proe "= Bie"). (8.26) 


Gx) 的 系数 是 非 负 的 ， 且 它们 的 和 为 1， 后 面 这 个 条 件 可 以 写成 
Giysi (8.27) 

反 过 来 ， 任 何 具 有 非 负 系数 且 满 足 CU) = 1 的 震级 数 C4z) 都 是 某 个 随机 

变量 的 概率 生成 函数 . 

有 关 概 率 生 成 函数 的 最 大 长 处 是 ， 它 们 通常 可 以 简化 均值 和 方差 的 计 

算 . 例如 ， 均 值 容易 表示 成 


EX = 》 k-Pr(X =k) 


k>0 


= > Pr(X = k) kek} (8.28) 
s= 
k>0 








= G’y(1). 
我 们 直接 对 概率 生成 函数 关于 : 求 导 并 令 : = 1. 
方差 也 只 略微 复杂 一 点 : 


E(X?) = > k? -Pr(X =k) 


k20 


= 》 Pr(X = k) - (k(k — 12"? + kz" )| = 
k>0 


这 样 一 来 就 有 
VX = G% (1) + G%(1) — G% (17. 
等 式 (8.28) 和 (8.29) 告诉 我 们 : 如 果 能 计算 两 个 导数 值 SCx(t1) 和 


Gx(1)， 就 能 计算 均值 和 方差 . 我 们 并 不 需要 知道 概率 的 封闭 形式 ， 其 
至 都 不 需要 知道 Cx(tz) 本 身 的 封闭 形式 . 


4 G 是 任意 一 个 函数 时 ， 记 
Mean(G) = G’(1). (8.30) 
Var(G) = G11) 十 GO) — 4’. (8.31) 
这 是 很 方便 的 ， 因 为 我 们 经 常 性 地 要 计算 导数 的 这 些 组 合 . 


关于 概率 生成 函数 的 第 二 大 长 处 是 : 在 许多 重要 的 情形 ， 它 们 都 是 :的 
比较 简单 的 函数 . 例如 ， 我 们 来 观察 阶 为 ”的 均匀 分 布 (uniform 
distribution〉， 在 其 中 随机 变量 以 概率 1/7 取 40,1,… ,7 一 中 的 每 一 个 
E. 在 这 种 情形 下 ， 它 的 概率 生成 函数 是 


(8.29) 














Un(z) = —(1+24---4+2"1)=-——, n2B1. ee) 
n n i-z 


Xf Unle), RITAS ABS, AARE ASILAR. 


但 是 这 个 封闭 形式 有 点 令 人 篮 傣 : 当 我 们 代入 2 = 1 时 (这 是 :对 概率 生 
成 函数 来 说 最 为 关键 的 值 )， 就 得 到 未 加 定义 的 0/0 的 值 ， 尽 管 Un( 引 是 
一 个 多 项 式 ， 且 在 > 的 任何 值 都 有 很 好 的 定义 ， 根 据 非 封 闭 形式 
”J/"， 显 然 可 见 值 Un(1) = 1， 而 如 果 我 们 想 要 从 封闭 形 
式 来 确定 Un(1)， 看 起 来 必须 借助 洛 必 达 法 则 来 求 hm:-1Cntz) 用 洛 必 达 
法 则 来 求 V4(1) 要 更 加 困难 一 些 ， 因 为 其 分 母 中 有 一 个 因子 

(2 一 了，Un( 了 有) 的 计算 还 要 更 加 困难 . 








幸运 的 是 有 一 个 跳出 这 种 两 难处 境 的 好 方法 ， 如 果 CO T uno? 
任何 一 个 寡 级 数 ， 它 至 少 对 满足 “|> 1 的 一 个 > 值 收敛， 那么 宕 级 数 
PU) = Dono "Sn" 也 有 这 个 性 质 ， 故 而 "(=)" ABS Umut. BORE 
来 ， 根 据 索 勒 定理 ， 我 们 可 以 写成 


P l yo ord G1) 5 G1), eae 
G(1 +t) =G(1)+ t+ t + —— P +::-, (8.33) 
1! 2! 3! 








当 G(1 + RFE RG IRA, COE <- 1 处 所 有 的 导数 都 将 作为 系 
数 出 现 . 


例如 ， 均 匀 概 率 生 成 函数 Un (=) A SAS Ty TR OR RAG: 








> has er n— 1 Lee (n — 1){n — 2) ae 
U,(1) -= I Ch) = 5 5 U (1) = 3 Š (8.34) 











且 一 般 来 说 有 Un” (]) = (n-1)/(m+1), REKT HAIER 
只 需要 m= 1 和 m = 2 的 情形. 均匀 2 分 布 的 均值 是 











ri r (8.35) 
U’ (1) A ~ 
而 方差 是 
panes ree ey. Me (n— 1 ) (n — 1) (n— 1 
U”(1) +U4(1) - Ut (1)? =4 - 
12 12 12 
n?— 1 l l 
一 (8.36) 
12 





概率 生成 函数 的 第 三 大 长 处 是 :概率 生成 函数 的 乘积 对 应 于 独立 随机 变 
EZM. 在 第 5 革 和 第 7 半 里 我 们 得 知 ， 生 成 函数 的 乘积 对 应 于 数列 的 卷 








具 ， 但 是 在 应 用 中 更 加 重要 的 是 知道 概率 的 卷 积 对 应 于 独立 随机 变量 之 
Al. 的确， 如果 X 和 了 是 只 取 整 数值 的 随机 变量 ， 那 么 X +Y = 7 的 概 


率 是 


Pr(X +Y =n) gp —f 


H Y =n—k). 
如 果 X 和 了 是 独立 的 ， 我 们 就 有 


Pr(X +Y =n) Spa pence) Pr(Y =n—k) 


这 是 一 个 卷 积 .于 是 (这 是 关键 所 在 ) 
Gxsy(2) = Gx(2)Gy(2), WE X 和 了 是 独立 的 ， (8.37) 
(Ei GM PARISI EL, 27 AI 


V(X +Y) = VX + VY Ple)AM Gle) XM Y HERE PRA, MK 
H(z)fe X +Y VERENE Bl. 那么 








H(z) = F(z)G(z), 
而 从 〈8.28) 2) (8.31) 有 关 均 值 和 方差 的 公式 告诉 我 们 ， 必 定 有 
Mean( H ) = Mean( F) + Mean(G): (8.38) 

Var( H ) = Var( F) + Var(G). (8.39) 
这 些 公式 给 出 导数 Mean( H) = H'(1) 以 及 Var(H) = H"(1) + H’(1) — H'(1)? 
的 性 质 ， 它 们 对 任意 的 函数 乘积 Hl) = FGFS, RITE 

H'(z) = F’(z)G(z) + F(z)G’(z). 

A"(z) = F"(z)G(z) + 2F"(z)G’(z) + F(z)G"(z). 
但 是 ， 如 果 令 > = 1， 我 们 就 能 看 出 ， 只 需 

F(1) = G(1) = 1, (8.40) 


且 导 数 存在 ， 那 么 〈8.38) Fl (8.39) 在 一 般 情形 下 就 都 能 成 立 .为 使 
这 些 公 式 成 立 ，“ 概 率 ” 不 必 一 定 在 中 .1 中 ,只 要 f(D 和 GAELS, 
为 了 使 得 这 个 条 件 成 立 ， 我 们 可 以 通过 始终 用 了 (UJ 和 G(1 来 除 使 得 下 (31 


和 Glz/ 标 准 化 . 


均值 和 方差 并 不 是 全 部 的 内 容 . 它们 仅仅 是 丹麦 天 文学 家 Thorvald 
Nicolai Thielel350 于 1903 年 引入 的 所 谓 的 累积 量 (cumulant) 统计 学 的 无 
穷 级 数 中 的 两 个 .一 个 随机 变量 的 前 两 个 囚 积 量 局 和 m2 就 是 我 们 称 为 均 
值 和 方 兰 的 量 ， 还 有 更 高 次 的 累积 量 ， 它 们 表达 了 概率 分 布 的 更 加 精致 
的 性 质 . 当 G(3J 是 一 个 随机 变量 的 概率 生成 函数 时 ， 一 般 的 公式 


我 将 以 优 寞 成 绩 毕 业 ， 














K AD « K3 ， 
In G(et) = t+ 22 + 38 4+ 
it: 3! 4! 


就 定义 了 所 有 阶 的 累积 量 . 
我 们 来 更 加 密切 地 观察 累积 量 . 如果 SG:) 是 X 的 概率 生成 函数 ， 我 们 有 


K ‘ 
fie ee (8.41) 














kt™ 
phy (3% hk oS a 

G(et) = >》 Pr(X — ke = ` Pr(X = k) 5 
k>0 k.m=0 i 

L 19 9 L3 3 j \ 

ee a eee. (8.42) 
1! 2! 3! 

lim = 》 k" Pr(X = k) = E(X”). (8.43) 
k20 


这 个 量 Wn 称 为 的 mB FE ( mth moment) .我 们 可 以 在 〈8.41) 的 两 
边 取 指 数 ， 这 就 给 出 了 Gle ) 的 另 一 个 公式 


(mit + de +---) (mt deat? t+---) 


1! 2! 





Glo = 14 





L- 2 9 
= l + Kit + —(hg 4+ KDE 十 …: 
9 一 


一 


让 t 的 暴 的 系数 相等 就 导出 一 系列 的 公式 


K1 = 41, 
了 
K2 = flo — fy, 
63 
K3 = H3 一 3H1H2 + 24}, 


K4 = H4 — 4u u3 + 124i p09 — 3403 一 6p}, 


K5 = 15 — Offi pts + 2017 H3 一 1023 + 30 pu, H5 一 60u32 + 24u? 


(8.44) 
(8.45) 
(8.46) 
(8.47) 
(8.48) 


这 些 公式 用 和 矩 定义 了 累积 量 . TERR, volt apt EX?) - (EX), 


恰 如 断 言 的 那样 . 


方程 (8.41) 使 得 下 述 结论 变 得 明显 : 由 两 个 概率 生成 函数 的 乘积 


(2)G(3J 所 定义 的 累积 量 是 (3) 和 G3) 对 应 的 累积 量 的 和 ， 因 为 乘积 的 
对 数 是 和 . 于 是 独立 随机 变量 之 和 的 所 有 的 累积 量 都 是 可 加 的 ， 恰 与 均 








值 以 及 方差 相同 .这 个 性 质 使 得 累积 量 比 窜 更 加 重要 . 





“对 这 些 更 高 阶 的 半 不 变量 ， 我 们 不 打算 给 出 特殊 的 名 称 .” 


—_—T.N. Thiele!354 


如 果 我 们 采用 稍微 不 同 的 途径 ， 记 


1 Q? 9 





X ‘ aQ ( 
G4) =14.—44 7 + 
1! 


Fike (8.33) 告诉 我 们 : 诸 a NRE” 


Om = Gm™ ( ] ) 


k>0 


= > k™Pr(X = k) 


k20 
= E(t”). 


由 此 得 出 


(8.49) 


] oo 
= 1+ mf + zlata) + 





我 们 可 以 用 导数 G”(1) 来 表示 累积 量 : 


K1 = Q]. (8.50) 
5 Po: 

Kg = Go2 + Q1 — Qj; (8.51) 
J i SaN 

K3 = a3 + 302 十 al 一 3aoal 一 3ai + 2a] (8.52) 


这 一 列 公式 得 出 的 “加 性 ”恒等式 ,将 (8.38) FA (8.39) 推广 到 了 所 有 
的 累积 量 . 


让 我 们 回 到 现实 中 来 ， 并 将 这 些 想法 应 用 到 简单 的 例子 上 去 . 一 个 随机 
变量 的 最 简单 情形 是 “随机 第 数 ”， 其 中 XX 以 概率 1 取 固 定 的 值 zx 在 此 情 
ETF Gx(z) =, HA mG) = zt， 因 此 均值 是 z， 其 他 所 有 的 累积 
量 都 是 零 . 由 此 推出 ， 用 x? 乘 以 任何 概率 生成 函数 的 运算 都 使 均值 增加 
r， 但 是 保持 方 莽 以 及 所 有 其 他 的 累积 量 不 变 . 


T KA ERE MHA PR PE? AIRT A A REE Bk 








其 中 UEG AAR ERR. T AEN, i 
以 其 均值 是 3.5， 而 不 是 〈8.35) 中 那样 的 “2 T, AAA 
的 “ 2" 并 不 影响 方差 (8.36) ， 其 是 12 


两 个 独立 肯 子 上 的 总 反 数 的 概率 生成 函数 是 一 个 般 子 上 扣 数 的 概率 生成 
函数 的 平方 





Gsl z) -一 
= Ulz Y. 


WRR- IRT n 次 ， 类 似 地 ， 我 们 总 共 得 到 上 点 的 概率 是 
[2*| Gg(z)" = [z*] znU) 


到 [z -nU l z jan 


后 先 考 虚 过 和 直 的 帽子 下 落 欢 呼 足球 胜利 问题 ， 也 可 称 为 计算 随机 排列 的 不 
动 点 问题 ， 我 们 由 《〈5.49) 知道 其 概率 生成 函数 是 


帽子 的 分 布 是 一 个 不 同 种 类 的 均匀 分 布 . 























有 (n-k) z“ 
BO 2. a n=0. ( 8.53 ) 
Tet 
_ py. Al 

Hony ee 
IE (n—k)! (k-1)! 
E (n-1-k)jz* 
o<k2n-ı (n—1-%)! k! 

= MAOR 


不 用 知道 这 些 系数 的 详细 情况 ， 我 们 就 能 由 递归 式 太一) 推导 
fh 2) = Fal), Ati 


Fn) (1) =Fn mntl) = [a2 mn]. (8.54) 


这 个 公式 使 得 计算 均值 和 方差 更 容易 ， 与 之 前 一 样 〈 不 过 更 加 快捷 ) 地 
求 出 : 当 > 2 时 它们 两 者 都 等 于 1. 


实际 上 ， 我 们 可 以 证 明 : RÆ nm, 这 个 随机 受 量 的 第 m 个 囚 积 量 Km 
WEET. 因为 第 m] 个 累积 TGF DFO a] 1) 有 关 ， HXH R 
oe 从 而 对 第 mí 个 累积 RESINAS, 与 用 极限 概率 生成 





RE fn(3J 时 得 到 的 答案 相同 ， 对 这 个 极限 概率 生成 函数 的 所 有 阶 导 数 
都 有 fo (1) = 1 Fo 的 累积 量 恒 等 于 1， 因 为 





.hy es i 





8.4 di FLIPPING COINS 


现在 我 们 转向 得 到 两 个 结果 的 过 程 . 如 果 我 们 抛掷 一 枚 硬币 ， 它 出 现 正 
面 的 概率 是 P， 而 出 现 反 面 的 概率 是 4， 其 中 


骗子 们 都 知道 ， 当 你 在 一 张 光滑 的 桌面 上 旋转 一 枚 新 铸 的 美国 分 币 时 ，P © 0.1 (重量 
pee ye re tele he Sages 























p+ @ = i. 


(我 们 假设 硬币 不 停止 在 竖 直 状态 ， 也 不 掉 进 洞 中 等 等 ，) 在 整个 这 一 
WH, BPA 4 的 和 总 是 1， 如 宁德 币 是 均匀 的 Clair) o RURA 


“ ” 2， 反 之 硬币 就 是 不 均匀 的 (biased) . 
在 抛掷 硬币 一 次 之 后 ， 正 面 出 现 次 数 的 概率 生成 函数 是 
H(z) = q + pz. (8.56) 
如 果 抛 掷 硬币 次 ， 并 总 是 假设 不 同 的 硬币 抛掷 是 独立 的 ， 则 根据 二 项 
式 定 理 可 知 ， 正 面 出 现 的 次 数 由 


H(z)" = (q + pz)" = >D 的 prq" et (8.57) 


k20 下 





n k n—k 
ER. 于是， 在 7 次 抛掷 中 恰好 得 到 ane KE GA 
概率 序列 称 为 二 项 分 布 (binomial distribution) . 


假设 我 们 反复 抛掷 一 枚 硬币 直到 第 一 次 出 现 正面 ， 愉 好 需要 抛掷 上 次 的 
概率 是 多 少 ? 以 概率 7， 则 有 二 1 (这 是 第 一 次 抛 括 就 出 现 正面 的 概 
率 ) ， 以 概率 4p， 则 有 2 这 是 首先 出 现 反面 ， 接 下 来 出 现 正面 的 
概率 ) ;而 对 一 般 的 此 概率 为 “Pp 所 以 其 生成 函数 是 














pz 
~~ Aes qz 





pz + gpz + gp +- (8.58) 


重复 这 一 过 程 直 到 得 到 ”个 正面 ， 这 就 给 出 概率 生成 函数 


=D 4 prt zk. a 
一 人 
: 


附 融 指出， 这 就 是 2" 乘 以 


P " E n+ k— nak sk Pee 
(; 一 = 2 ( k ‘) Pq (8.60) 


它 是 负 二 项 分 布 (negative binomial distribution) 的 生成 函数 . 


(8.59) 中 的 概率 空间 《其 中 我 们 抛掷 一 枚 硬币 直到 出 现 "个 正面 ) 与 
这 一 章 早先 提 到 的 概率 空间 不 同 ， 因 为 CORI SEAT. pees 
都 是 由 正面 和 《或 ) em ZA “ARP, ESSE LS nME 
面 ， 且 以 正面 作为 结束 ， 这 样 一 个 序列 的 概率 是 mr “， 其 中 上 一 n 是 反 
面 的 个 数 . 例如 ， 如 果 n = 3 且 我 们 用 H 代 表 正 面 ， 而 用 工 代 表 反 面 ， 

则 序列 THTTTHH 融 是 这 个 概率 空间 的 一 个 元 系 ， 且 它 的 概率 等 于 
qpq4qq4pp = pg: : 

正面 我 赢 ， 反 面 你 输 . 不 ? 那 好 ， 反 面 你 输 ， 正 面 我 赢 . 
AN? 好 的 ， 那 么 ， 正 面 你 就 输 ， 反 面 我 就 启 . 


设 X 是 一 个 服从 二 项 分 布 8.57) 的 随机 变量 ，Y 是 一 个 服从 负 一 项 分 
布 (8.60) 的 随机 变量 .这 些 分 布 都 与 n 和 了 有 关 . X 的 均值 是 
nH'(1) = np， 因 为 它 的 概率 生成 函数 是 HO), RYŽE 


n (H” (1) + A’(1) — H (1)* ’) = = n(O0+ p— p°) = npq. (8.61) 









































从 而 其 标准 差 是 VDnp4:， 如 果 抛 掷 一 枚 硬币 n 次 ， 我 们 期 待 得 到 正面 大 约 
np 十 Vnp4 次 . YY 的 均值 和 方差 可 以 用 类 似 的 方法 求 得 如果 设 

P 
] 一 qz 








G(z) = 


我 们 就 有 


Aes H 
(1 — qz) 
2pq? 
G'(z)= 
(1 — q2) 


从 而 G’(1) = pq/p" = q/P A. G"(1) = pq" Ip’? = 2¢° /三 由 此 推出 y 的 均值 是 
ng/P， 而 方差 是 4/P -推导 Y 的 均值 和 方差 的 一 个 更 简单 的 方法 要 用 到 
倒数 生成 函数 (reciprocal generating function) 








| ] 一 qz l 
F(z) = ai d a 


(8.62) 
w 
G(z2) = F(z) ™. (8.63) 


这 个 多 项 式 了 (3 不 是 概率 生成 函数 ， 因 为 它 有 人 负 的 系数 . 但 它 的 确 满足 
关键 条 件 PUL) =1 从 而 (在 形 式 上 是 一 个 二 项 式 ， 它 与 以 等 于 4/P 
的 “概率 ”得 到 正面 的 硬币 相对 应 ， 而 Stz) 在 形式 上 等 价 于 抛掷 这 样 一 枚 
人 硬币 一 1 次 (! ) . 这 样 一 来 ， 具 有 参数 书记 的 负 二 项 分 布 就 可 以 看 成 
是 以 (WY,P) = (-n, 一 4/P) 为 参数 的 通常 的 二 项 分 布 ， 形 式 地 进行 下 去 ， 
其 均值 必定 为 n'p = (—n)(—q/p) = nq/P, 而 方差 必定 为 

n'p'g = (—n)(—q/p) (1 + gq/p) = nd .涉及 负 概 率 的 这 一 形式 推导 是 合法 
的 ， 因 为 我 们 对 于 通 香 的 二 项 式 的 推导 是 以 形式 震级 数 之 间 的 恒等式 为 
Fen, TEFL AOR SCA HE O Ps 1 这 个 假设 条 件 . 


我 变 年 轻 的 概率 是 负数 . 
R? 那么 你 变 老 或 者 保持 不 变 的 概率 束 大 于 1. 


我 们 转 回 男 外 一 个 例子 :要 连续 得 到 两 次 正面 ， 我 们 需要 将 一 枚 人 硬币 抛 
撕 多 少 次 ?现在 的 这 个 概率 空间 包含 由 瑟 和 工 组 成 的 所 有 如 下 形状 的 
序列 : 除了 结尾 处 是 HH 之 外 ， 中 间 没 有 相连 的 H: 


Q={ HH, THH, TTHH, HTHH, TTTHH, THTHH, HIIHH，...} . 


WI RE HH， 用 4 代替 工 就 可 以 得 到 任何 给 定 序列 的 概率 ， 例 如 ， 
序列 THTHH 以 概率 


























Pr (THTHH) = dp4pp = pq 


出 现 . 


现在 ， 我 们 可 以 如 同 在 第 7 革 开 始 所 做 的 那样 来 尝试 使 用 生成 函数 . 设 
5 是 0 的 所 有 元 系 组 成 的 无 限 和 式 


S = HH + THH + TTHH + HTHH + TTTHH + THTHH + HTTHH +... 


如 采用 Pea A, AD 2 代 蔡 每 一 个 全 ， 我 们 束 得 到 直到 出 现 两 
个 连续 正面 所 需 的 抛掷 次 数 的 概率 生成 函数 . 


在 5 与 等 式 (7.1) 中 的 多 米 诺 铺设 的 和 式 
T= 14+04+0+H+00+1H+HI+-:: 


之 间 有 一 个 奇特 的 关系 . 的确， 如 果 我 们 用 工 代 葵 每 一 个 0， 而 用 HT 
代 蔡 每 一 个 日 ， 然 后 在 结尾 处 放 上 一 个 HH， 就 从 了 得 到 5 这 个 对 应 关 
系 容 易 证 明 ， 因 为 对 东 个 了 = 小 有 的 每 一 个 元 素 都 有 (CT + HT)"HH 的 
形式 ， 且 工 的 每 一 项 都 有 (0+67 的 形式 . 于 是 ， 根 据 (7.4) 我 们 就 有 


S=(1-T-HT)'HH, 


TTA RS Vy SL FS BE E AEX PR I E 

















G(z) = (1 — qz — (pz)(qz)) ' (pz)” 
= = Ee. (8.64) 
l — qz — pqz* 
对 负 二 项 分 布 所 得 的 经 验 为 我 们 提供 了 一 条 线索 ， 使 得 我 们 可 以 记 
Giz) = Eag F(z) = 1 — q2 -me 
F(z) (其 中 p ) ， 





并 通过 计算 这 个 伪 概 率 生 成 函数 了 (3 的 “均值 > 和 “ 方 莽 "就 能 最 容易 地 来 
计算 (8.64) 的 均值 和 方差 . (再 次 引入 了 一 个 满足 fl1 = 1 的 函 

数 . ) 我 们 有 

FF(1)=1 —q — 2pq) |p" 一 2 一 p! z; p 2, 


F”(1) = —2pq/p* = 2 — 2p k 


HF 2? = F(2)G(z), Mean(z?) = 2 以 及 Var(2?) =0， 因 而 分 布 G(z) 的 均值 
PUA Zee 


Mean(G) = 2 — Mean(F) =p ° +p}, (8.65) 
Var(G) = —Var(F’) = p + 2p” 一 2p? = pt. (8.66) 
] 
3 Mee 其 均值 和 方差 分 别 是 6 和 22. (习题 4 讨论 用 减法 计算 均值 
[方差 . 





现在 ， 我 们 尝试 一 个 更 加 艰深 的 实验 : 我 们 抛掷 硬币 直到 首次 得 到 模式 
THTTH. 获 胜 位 置 之 和 现在 是 


S = THTTH + HTHTTH + TTHTTH + HHTHTTH + HTTHTTH + 
THTHTTH + TTTHTTH + ... ; 


这 个 和 式 比 前 面 一 个 更 加 难于 描述 .如 果 回 到 第 7 章 求解 多 米 诺 问题 时 
所 用 的 方法 ， 通 过 将 它 考虑 成 为 由 下 面 的 “ 目 动机 ”所 定义 的 一 个 “有 限 


状态 语言 ”: 





















































Se Olas 一 一 一 台 计 算 机 ，' 我 叫 起 来 ,“ 有 时 在 你 的 号 上 有 某 种 肯定 古 非 人 
性 的 东西 .2” 
一 一 H. 华 生 [831 





5 这 是 英国 侦探 小 说 作家 柯南 . 道 尔 (1859—1930) 于 1890 年 出 版 的 小 说 《四 签名 》 (The sign 
of the four) 中 华 生 评价 福尔摩斯 的 话 . 


CG Ge | 


cp lat ence 5 的 一 个 公式 . 在 此 概率 空间 中 的 其 本 事件 是 由 HH 和 
工 组 成 的 从 状态 0 通 癌 状态 5 的 序列 . 例如 ， 假 设 我 们 刚刚 看 到 THT, 
则 我 们 处 于 状态 3. 现在 ， 据 出 反面 会 将 我 们 带 到 状态 4， 在 状态 3 据 出 
正面 会 将 我 们 带 到 状态 2《〈 并 非 所 有 的 方法 都 能 回 到 状态 0， 因 为 我 们 刚 
刚 看 到 的 TH 后面 可 能 跟着 的 是 TTH) . 


在 这 个 公式 化 的 表述 中 ， 我 们 可 以 设 Swal FARS EAA H M T HH 
成 的 所 有 序列 之 和 ， 由 此 推出 

















S, =1+S,H+S,H, 
S, =ST+ST+ST， 
S, =SH+SH 

S, =S,T, 

S, =S,T, 

S, = SH. 


现在 问题 中 的 和 式 SIE 55， 我 们 可 以 通过 求解 有 6 个 未 知 数 50, 51 Ss 
的 这 6 个 方程 来 得 到 它 。 用 PARE HL, FA 4: 代 蔡 工 ， 就 给 出 生成 函数 ， 
其 中 "在 sk 中 的 系数 是 经 过 次 抛掷 后 我 们 处 在 状态 人 的 概率 . 


用 同样 的 方法 ， 状 态 间 转 移 〈 其 中 从 状态 7 到 状态 的 转移 以 给 定 的 概 
28 Pjk 出 现 ) 的 任何 图 形 都 引导 出 一 组 联 立 线性 方程 ， 它 们 的 解 就 是 在 
出 现 n 次 转移 之 后 状态 概率 的 生成 函数 . 这 种 系统 称 为 马尔 可 夫 过 程 ， 
而 有 关 它 们 的 性 状 的 理论 与 线性 方程 的 理论 密切 相关 . 


但 是 抛掷 硬币 问题 可 以 用 简单 得 多 的 方法 求解 ， 没 有 一 般 的 有 限 状态 方 
法 的 复杂 性 ， 蔡 代 6 个 未 知 数 50,51,… ,55 的 6 个 方程 ， 可 以 仅 用 2 个 未 知 
数 的 2 个 方程 就 给 出 对 5 的 刻画 .这 里 的 技巧 在 于 考虑 所 有 不 包含 出 现 
给 定 模式 THTTH 的 抛掷 硬币 序列 的 辅助 和 式 


N = So + Sy + S2 + S3 + S4- 





N=1+H+T+HH+...+THTHT+ THTTT?+.... 
我 们 有 
1+NH+T)=N+S, (8.67) 
因为 左边 的 每 一 项 要 么 以 THTTH 结束 ( 它 属于 5S) ， 要 么 不 以 它 结束 
( 它 属于 和 N) . 反之 ， 右 边 的 每 一 项 要 么 是 空 的 ， 要 么 属于 NH 或 者 
NT. 而 且 我 们 还 有 重要 的 附加 方程 
N THTTH = S + S TTH, (8.68) 


ANELKA- MRE EENH, MEEA H ZA 
构成 了 5s 的 一 项 ， 而 且 右 边 的 每 一 项 都 属于 左边 . 








这 两 组 联 立 方程 的 解 容易 得 到 : 由 (8.67) A N=(1-S){(1-H-Ty!, 
从 而 


(1 - S){(1 -T - Hy! THTTH = S(1 + TTH). 
与 前 相同 ， 如 果 用 PREH, eRe 工 ， 我 们 就 得 到 抛掷 次 数 的 概 
率 生成 函数 G(z). 由 于 P+4= 1， 做 一 点 简化 就 得 到 
(1 — G(z)) pP ez" pe 
l—z 





(z)(1 + pq’z°), 


从 而 解 为 


pz’ 





Ss p2g3z 十 (1 十 pg2z3)(1 一 2 
注意 ， 如 果 pa # OMAR CU) = 1 我 们 的 确 最 终 以 概率 1 遇 到 了 模式 
THTTH， 除 非 硬 币 的 构造 使 得 它 总 是 出 现 正 面 ， 或 者 总 是 出 现 反 面 . 
为 了 得 到 分 布 〈8.69) 的 均值 和 方差 ， 我 们 如 同 在 上 一 个 问题 中 所 做 的 
那样 ， 将 G(z) 倒 过 来 ， 记 CH) = z /f(z)， 其 中 是 一 个 多 项 式 : 


(8.69) 





了 20g32 十 (1 十 pg 2 (1 —2z) 








F(z) _ (8.70) 
Pq 
相关 的 导数 是 
F'(1)=5— (1+ py pP Ë, 
F”(1) = 20 — 6pq?/p?q?: 
又 如 果 NETWARE, REIRET 
EX = Mean(G) = 5 — Mean(F) = p °g’ +p ‘q_!: (8.71) 
VX = Var(G) = —Var(F) 
= —25 + pqg’ 一 7p ig! + Mean( py 
= (EX)? — 9p g? -3p lgt. (8.72) 


— 








a ae 均值 和 方差 分 别 是 36 和 996. 


现在 我 们 来 讨论 一 般 情 形 ， 我 们 刚刚 解决 的 问题 是 足够 “随机 的 ?， 筷 表 
明了 怎样 来 分 析 正 反面 的 一 种 任意 模式 4 第 一 次 出 现 的 情形 . 我 们 再 次 
Be 5 是 由 瑟 和 工 组 成 的 所 有 获胜 序列 之 和 ， 叉 设 N 是 所 有 未 过 到 模式 
4 的 序列 之 和 .方程 (8.67) 将 保持 原样 ， 方 程 (8.68) 将 会 变 成 


NA = S(1+ Al 1) alm} 二 Alm 1)] + Al?) /4(m—2) = Alm 2) | jes 
ACD AW A(1)]), 8.73) 


RE mit 4 的 长 度 ， 而 4 和 4) 分别 表示 4 的 最 后 面 个 字符 以 及 最 前 
BEDEIT. BE, WR 4 是 刚刚 研究 过 的 模式 THTTH， 我 们 就 有 
A® =H, A? =TH, A® =TTH, A® = HTTH; 
An =T, A = TH, A = THT, 4y =THTT. 








由 于 仅 有 的 完全 匹配 是 ”= Ao, FFE (8.73) 就 转化 为 〈8.68) . 


设 4 是 在 模式 APA PP 代 蔡 耳 以 及 用 4 代替 工 所 得 到 的 结果 . 那么 
不 难 将 我 们 对 (8.71) 以 及 (8.72) 的 推导 进行 推广 以 得 出 结论 (习题 
20) : 一 般 的 均值 和 方差 是 











EX — y Ay lat ) = Aw) , (8.74) 


m 


VX =E z (2k — 1) AQy[A® = Aq]. (8.75) 


] 
te? DARRER, RAIT DAF PHREN PL 7 SOE ARN 
st. AEA mE A i 


m 


A:A= AN = Ay] - (8.76) 
k=1 
我 们 可 以 用 下 面 的 方法 很 容易 地 得 到 这 个 数 的 二 进 制 表示 ， 即 在 每 一 个 
这 样 的 位 置 下 面 放 一 个 “1”， 使 得 当 一 个 字符 串 被 合 放 到 它 自 身 的 一 个 











副本 之 上 时 《这 个 副本 被 移动 到 在 这 个 位 置 上 开始 ) ， 该 字符 串 与 目 己 
完全 匹配 : 


4=HTHTHHTHTH 
4:4=(100001010D, =512+16+4+1=533 
HTHTHHTHTH vV 
HTHTHHTHTH 
HTHTHHTHTH 
HTHTHHTHTH 
HTHTHHTHTH 
HTHTHHTHTH vV 
HTHTHHTHTH 
HTHTHHTHTH vV 
HTHTHHTHTH 
HTHTHHTHTH vV 


现在 等 式 〈8.74) 告诉 我 们 : 如 果 我 们 用 一 枚 均匀 硬币 ， 那么 直到 模式 


4 出 现 ， 所 期 望 的 抛 搓 次 数 恰 好 是 2(4 : A), BAP ope 

Ati) = 2 这 个 结果 是 由 前 苏联 数学 家 A. D. Solovev 在 1966 年 首先 发 现 的 
331]， 初 看 起 来 这 个 结果 似乎 有 悖 常理 ， 自 我 不 重 冯 的 模式 要 比 自我 有 
重 莅 的 模式 出 现 得 更 早 ! 遇 到 HHHHH 所 花 的 时 间 几 乎 是 过 到 
HHHHT 或 者 THHHH 所 花 时 间 的 两 倍 . 

“单词 中 重 和 登 的 部 分 越 多 ， 它 就 出 现 得 越 晚 ” 

A.D. Solov'ev 



























































现在 我 们 来 考虑 一 个 有 趣 的 游戏 ， 发 明 它 的 人 是 Walter Penney， 他 是 在 
1969 年 发 明 这 个 游戏 的 2891.，Alice 和 B 记 抛掷 一 枚 硬币 直到 HAT 或 者 

HTT 出 现 . 如 果 模 式 HHT 首先 出 现 ， 则 Alice 获 胜 ， 如 果 模 式 HTT 首 
先 出 现 ， 则 B 记 获胜 . 这 个 游戏 现在 称 之 为 Penney 赌 注 游 戏 . 如 果 是 用 
一 枚 均匀 硬币 玩 这 个 游戏 ， 看 起 来 肯定 是 公平 的 ， 因 为 如 果 我 们 孤立 地 
看 待 它们 ， 那 么 两 个 模式 HHT 和 HTT 有 同样 的 特征 ， 直 到 HHT 首先 
出 现 所 需 等 待 时 间 的 概率 生成 函数 是 


„3 








G(z)= = = 
z? — &(z—1) 


而 对 模式 HTT 有 同样 的 结论 . 这 样 一 来 ， 如 果 他 们 玩 单 人 纸牌 游戏 的 
话 ， 无 论 是 Alice 还 是 Bill 都 不 占 优势 . 


当然 不 ! 谁 会 有 超越 他 人 的 优势 呢 ? 
但 是 ， 当 同时 考虑 两 个 模式 时 ， 在 这 些 模式 之 间 有 一 种 有 趣 的 相互 作 
用 . We ?4 是 Alice 获 胜 的 构 型 之 和 ， 8 是 Bi 获胜 的 构 型 之 和 : 


Sa = HHT + HHHT + THHT + HHHHT + HTHHT + THHHT +--+; 
Sa =HTT +THTT +HTHTT + TTHTT + THTHTT + TTTHTT +--.. 


又 〈 从 仅仅 涉及 一 种 模式 的 有 效 技巧 中 取得 线索 ) 用 N 记 无 论 哪 一 位 玩 
家 迄今 都 没有 获胜 的 所 有 序列 之 和 : 


N=1+H+T+HH+HT+TH+TT+HHH+HTH+THH+... 
(8.77) 











这 样 我 们 束 可 以 很 容易 地 验证 下 面 一 组 方程 : 
1+N(H+T)=N +S, 45,5 
N HHT = S;; (8.78 ) 
NHIT=S,T+S,. 


] 
如 果 我 们 现在 令 了 = 工 =2， 所 产生 的 54 的 值 就 变 成 Alice 获 胜 的 概率 ， 
而 S8 则 变 成 B 记 获胜 的 概率 . 这 三 个 方程 转变 成 


1 l ] 
1+N=N+S4+ Sp,-N = S4,-N = -S4 + SB, 
A B 8 A 8 2 A B 


] 
OB = 


我 们 求 得 ”4 一 子 3 Alice 获 胜 的 可 能 性 大 约 是 B 记 的 两 倍 ! 


在 这 个 游戏 的 一 个 推广 中 ，Alice 和 B 记 选取 由 正面 和 反面 组 成 的 模式 A 
和 巨 ， 他 们 抛掷 硬币 直到 AR B 出 现 . 这 两 个 模式 不 必 有 同样 的 长 度 ， 
但 是 我 们 假设 ADE B 的 内 部 出 现 ，B 也 不 在 4 的 内 部 出 现 . 《人 否则 的 
话 ， 这 个 游戏 就 是 退化 的 . 例如 ， 如 末 A=HTH 而 B=TH， 那 么 可 怜 
的 B 记 永远 不 会 获胜 ， 又 如 果 A= HT 而 B=THTITH， 那 么 两 位 玩家 可 能 
会 同时 声称 他 们 获胜 . ) 这 样 我 们 就 能 写 出 三 个 与 〈8.73) Al (8.78) 
类 似 的 方程 : 


1+N(H+T)=N+S,+8,; 
l min(/,m) 
NA=S, > A°[A® = Ay ]+S; AP BY = As. 
k=l k=l 
min(/,m) 
NB=S, BOTA = BaS >a [B® = By). (8.79 ) 


k=l 





这 里 是 4 的 长 度 ， 而 mJ BAKE. 例如 ， 如 果 我 们 有 A = 
HTTHTHTH 以 及 B= THTHTTH， 则 这 两 个 依赖 模式 的 方程 是 





N HTTHTHTH = S,TTHTHTH+ S, +.S, TTHTHTH+ S, THTH , 
N THTHTTH = S THTTH+ S TTH + S,THTTH + S,. 


] 
如 果 我 们 假设 用 的 是 均匀 硬币 ， 那 么 取 H= 工 = 2 就 得 到 获胜 的 概率 ， 
这 就 将 两 个 关键 性 的 方程 转化 为 
-S92 24[4 = AS SOB! FA 


( 8.80 ) 


Gre m 
N=S， 2 Bt > 2 (BO = BI: 


k=1 k=l 


如 果 我 们 将 (8.76) 的 A: 4 运算 推广 到 两 个 独立 字符 串 4 和 B 的 函数 ， 
就 能 看 出 发 生 的 事情 : 


min(/,m) 
A:B= > 2 A) = By. (8.81) 
k=1 


方程 (8.80) 现在 直接 变 成 
S4(A:A)+ Sp(B: A) = S4(A: B)+ Sp(B: B), 


有 利于 Alice 的 可 能 性 是 


人 (8.82) 


C-SRC AZ UE A BUS ACL 


例如 ， 如 果 与 上 面相 同 ， 有 A= HTTHTHTH LX B=THTHTTH, J) 
么 我 们 就 有 


A: A = (10000001). = 129, A: B = (0001010) = 10, B: A= 
(0001001). = 9 以 
& B : B = (1000010). = 66: 所 以 比值 $4/S8 是 (66 — 9) /(129 — 10) = 57/119. 
平均 来 说 ，Alice 在 每 176 次 中 仅 有 57 次 获胜 . 


在 Penney 游 戏 中 有 可 能 发 生 奇 怪 的 事情 . 例如 ， 模 式 HATH 获胜 的 可 
能 性 与 模式 HTHH 相 比 为 3*， 而 模式 HTHH 获胜 的 可 能 性 与 模式 

THHH 相 比 为 ?所 以 模式 HATH 应 该 比 模式 THHH 好 得 多 . 然而 
THHH 实际 上 获胜 的 可 能 性 与 HHTH 相 比 却 是 7/31 模式 之 间 的 关系 
并 不 传递 . 事实 上 ， 习 题 57 证 明了 : 如 果 Alice 选 择 了 长 度 ! 3 的 任何 
一 种 模式 02m ABINERA TTT-T, 那么 Bi 总 能 确保 他 


有 比 2 更 大 的 获胜 可 能 性 ， 其 中 eG 2 的 正 反 面相 反 . 
TER, 奇怪. 


8.5 Avi HASHING 


在 这 一 章 最 后 ， 我 们 将 概率 论 应 用 于 计算 机 编程 . 在 一 台 计 算 机 的 内 

部 ， 一 些 重要 的 存 贮 以 及 检索 信息 算法 是 以 称 为 散 列 法 “hashing) KE 
术 为 基础 的 . 一 般 的 问题 是 保持 一 组 记录 ， 每 个 记录 包含 一 个 “ 键 ” 值 到 
以 及 关于 那个 键 值 的 数据 只 全)， 我 们 和 希望 在 给 定 天 时 能 很 快 求 出 

D(A 人 J 例如， 每 一 个 键 值 可 能 是 一 个 学 生 的 名 字 ， 而 与 之 相关 的 数据 可 
能 是 这 位 学 生 的 家 隆 作 业 分 数 . 


“在 20 世 纪 60 年 代 中 期 ， 动 词 to hash 不 知 以 何 种 方式 魔术 般 地 变 成 了 键 值 变换 的 标准 术 
语 ， 然 而 在 1967 年 之 前 没有 什么 人 极其 轻率 地 公开 使 用 这 个 不 雅 的 单词 .” 


i HZ) 




































































在 实践 中 ， 计 算 机 没有 足够 的 容量 对 每 一 个 可 能 的 键 值 都 拨 出 一 个 记忆 
单元 供 它 使 用 ， 有 可 能 有 十 亿 个 键 值 ， 不 过 在 任何 一 个 应 用 中 实际 上 出 
现 的 都 是 比较 少 的 键 值 . 对 此 问题 的 一 种 解法 是 保留 两 个 表 KEY[i ] 以 
及 DATA[;] (1sJ7Jsv) ， 其 中 和 N 是 可 以 提供 的 记录 总 数 ， 男 一 个 变 
量 n 告 诉 我 们 实际 上 有 多 少 个 记录 出 现 . 然后 我 们 就 能 用 一 种 明显 的 方 
式 连 续 地 查 遍 这 张 表 以 寻找 一 个 给 定 的 键 值 K: 

S1 置 7 := 1.( 我 们 已 经 搜索 了 所 有 < ;的 位 置 . ) 

S2 如 果 j >n, 1E. (搜索 不 成 功 . ) 

S3 WR KEY[j] =K, Fik. (搜索 成 功 . ) 

S4 给 7 增加 1， 转 到 步骤 S2. (我 们 再 次 尝试 .) 


在 一 次 成 功 的 搜索 之 后 ， 所 想 要 的 数据 条 目 DUOW SIZE DATAL] 中 . 
在 一 次 不 成 功 的 搜索 之 后 ， 我 们 可 以 令 


n :一 了 KEY”) := K DATA”) := D(K )， 
来 将 和 ZE ) 插 入 到 表 中 ， 假 设 表 中 的 容量 还 没有 用 尽 . 


这 个 方法 有 效 ， 但 是 可 能 非常 地 慢 ， 只 要 出 现 一 个 不 成 功 的 搜索 ， 我 们 
就 需要 重复 步骤 $2 总 计 交 + 1 次 ， 而 且 n 可 能 相当 大 . 














发 明 散 列 法 就 是 为 了 加 快速 度 ， 按照 它 的 一 种 通用 形式 ， 其 基本 思想 是 
利用 m 个 分 开 的 列表 ， 而 不 是 用 一 张 巨 大 的 列表 .一 个 “ 散 列 函数 将 每 
一 个 可 能 的 键 值 变换 成 为 1 与 mm 之 间 的 一 个 编号 为 A ) 的 列表 .对 于 
1 < 71 < mm， 一 个 辅助 性 的 表 FIRST] 指向 列表 i 中 的 第 一 个 记录 ; 对 于 
1gj&N, 妨 一 个 辅助 性 的 表 NEXT 则 指 加 在 其 列表 中 跟 在 记录 7 后 
面 的 那个 记录 . 我 们 假设 


FIRST[i]=-1， 如 果 列 表 i 是 空 的 ; 
NEXTIj]=0， 如 果 记 录 j 是 其 列表 中 的 最 后 一 个 记录 . 
与 前 相同 ， 存 在 一 个 变量 n， 它 告诉 我 们 有 多 少 条 记录 被 存储 在 一 起 . 


例如 ， 假 设 键 值 是 姓名 ， 并 假设 有 m = 4 个 列表 是 以 姓名 的 第 一 个 字母 
为 基础 的 : 

















b (ASP, 
5 GLK, 
h( 姓 名) = ee 
4 S-Z. 


我 们 从 四 个 空 的 列表 开始 并 取 n = 0. 比 方 说 ， 如 果 第 一 个 记录 以 Nora 作 
HEHE, RIMA Nora) = 3， 所 以 Nora 变 成 了 列表 3 中 的 第 一 条 
键 值 . 如 果 下 面 两 个 姓名 是 Glenn 和 Jim， 他 们 两 人 就 进入 列表 2. 现在 
存 贮 器 中 的 表 看 起 来 束 像 这 样 : 

FIRST[1]= -1，FIRST[2]-2，FIRST[3]-1，FIRST[4]= -1 

KEY[1]=Nora, NEXT[1]=0: 

KEY[2]=Glenn, NEXT[2]=3; 

KEY[3]=Jim, NEXT[3]=0: n=3. 





(DATA[1]、DATA[2] 以 及 DATA[3] 的 值 是 保密 的 ， 不 会 显示 出 
来 . ) 在 插入 了 18 个 记录 之 后 ， 列 表 或 许 包含 如 下 姓名 : 


列表 1 列表 2 列表 3 列表 4 


Dianne Glenn Nora Scott 
Ari Jim Mike Tina 
Brian Jennifer Michael 
Fran Joan Ray 
Doug Jerry Paula 

Jean 











为 上 课 坐 在 前 排 并 将 自己 的 姓名 借 给 这 个 实验 使 用 的 学 生 们 干杯 . 
这 些 姓名 将 会 在 KEY 阵列 以 及 NEXT 条 目 中 混杂 出 现 ， 以 保持 列表 有 
效 地 分 隔 开 来 . 如 果 我 们 现在 想 要 搜索 John， 必 须 搜 遍 列 表 2 中 的 六 个 
姓名 ( 它 碰巧 是 最 长 的 列表 ) ， 但 是 与 搜索 全 部 18 个 姓名 相 比 这 还 不 是 
那么 糟糕 . 

这 里 精确 说 明了 算法 ， 它 按照 这 个 方案 搜索 键 值 K: 
H1 置 ， := h(K)VUK j: = FIRST[ i]. 

H2 如 果 JSO, ik. (搜索 不 成 功 . ) 

H3 WR KEY[j] =K， 停 止 . GRAM. ) 


H4 置 ' :=J， 然 后 置 关 =NEXT[i]， 转 到 步骤 H2. (我 们 再 次 尝试 搜 
zB. ) 

例如 ， 为 了 搜索 Jennifer， 步 骤 H1 就 会 置 ; := 2 和 j := 2 步骤 H3 会 发 现 
Glenn “Jennifer; 步 又 H4 置 J := 3 而 步骤 HH3 发 现 Jim Jennifer. 再 重复 
一 次 步骤 H4 和 H3 就 会 确定 Jennifer 在 表 中 的 位 置 .() 


我 打赌 他 们 的 父母 会 对 此 感到 高 兴 .5 





























6 他 们 的 父母 当然 会 对 “Glenn 不 是 Jennifer* 以 及 “Jim 不 是 Jennifer” 感 到 高 兴 . 


与 上 一 个 算法 一 样 ， 在 一 次 成 功 的 搜索 之 后 ， 所 要 求 的 数据 D(A 出现 
在 DATA[j] 之 中 . 而 在 一 次 不 成 功 的 搜索 之 后 ， 我 们 就 可 以 通过 做 如 
下 的 运算 : 

n:=n+l; 

if 7<0 then FIRST[i]:=n else NEXT[i]:=7 ; 

KEY[nm]:= K ; DATA[n]:= D(K); NEXT[n]:=0 (8.83 ) 





而 进入 表 中 的 KA D(A): 现 在 这 张 表 再 次 得 以 更 新 . 


我 们 希望 得 到 长 度 大 致 相等 的 列表 ， 因 为 这 会 使 得 搜索 工作 快 上 普 僧 ， 
m 的 值 通常 要 比 4 大 得 多 ， 所 以 因子 /会 是 有 意义 的 改进 . 


我 们 预先 并 不 知道 会 出 现 哪 些 键 值 ， 但 是 一 般 来 说 可 以 选取 散 列 函数 
， 使 得 我 们 可 以 将 RK) 视 为 一 个 在 1 与 mm 之 间 均 匀 分 布 的 随机 变量 ， 与 
所 出 现 的 其 他 键 值 的 散 列 值 无 天 . 在 这 样 的 情形 ， 计 算 散 列 函 数 就 像 抛 
I-74 m“MA RY. 有 可 能 所 有 的 记录 都 落 在 同一 个 列表 中 ， 正 如 
有 可 能 一 个 般 子 会 总 是 出 现 四 一样 ， 但 是 概率 论 告 诉 我 们 这 些 列表 几乎 
总 是 非常 均匀 的 ， 


散 列 法 分 析 : 引言 


“算法 分 析 ” 是 计算 机 科学 的 一 个 分 支 ， 它 得 到 计算 机 方法 有 效 性 的 定量 
信息 .“ 算 法 的 概率 分 析 ” 是 研究 算法 运行 时 间 ， 它 被 视 为 是 一 个 随机 变 
量 ， 这 个 随机 变量 依赖 于 输入 数据 所 假设 具有 的 特性 . 散 列 法 是 应 用 于 
概率 分 析 的 一 个 特别 好 的 待 选 方法 ， 因 为 平均 来 说 它 是 一 种 极其 有 效 的 
方法 ， 尺 管 其 最 坏 情 形 是 无 法 想象 地 可 怕 . 《 当 所 有 的 键 值 都 有 同样 的 
散 列 值 时 就 会 出 现 最 坏 情形 . ) 的 确 ， 使 用 散 列 法 的 计算 机 程序 员 最 好 
是 相信 概率 论 的 人 . 


设 P 是 用 上 述 算法 执行 搜索 时 步 又 H3 执 行 的 次 数 . (步骤 H3 的 每 一 次 
执行 都 称 为 在 表 中 进行 的 一 次 探索 . ) 如果 知道 已 ， 我 们 就 知道 每 一 步 
又 要 执行 多 少 次 ， 这 取决 于 此 次 搜索 是 否 成 功 : 





























步 RR 不 成 功 的 搜索 成 功 的 搜索 
H1 1 次 1 次 
H2 P+1 次 已 次 
H3 Pik Puke 
H4 已 次 P-1 次 














从 而 掌控 搜索 程序 运行 时 间 的 主要 量 束 是 探索 的 次 数 已 想象 我 们 是 在 保 
存 一 本 地 址 短 ， 这 本 地 址 短 按 照 特 殊 的 方式 安排 ， 每 一 页 只 有 一 个 条 

目 ， 这 样 我 们 在 脑海 里 就 有 了 算法 的 一 个 很 好 的 图 像 ， OE m 个 列表 的 
每 个 列表 的 第 一 个 条 目 ， 我 们 在 这 本 地 址 敌 的 封面 上 记 下 它 的 页 码 ， 每 
一 个 名 字 KK 就 确定 了 它 所 属 的 列表 人) 这 本 地 址 短 内 部 的 每 一 页 都 指 
回 在 其 列表 中 紧 跟 其 后 的 那 一 页 . 在 这 样 一 本 地 址 短 中 ， 找 寻 一 个 地 址 











所 需要 探索 的 次 数 就 是 我 们 必须 要 查阅 的 页 数 . 
如 果 插入 了 "项 ， 那 么 它们 在 表 中 的 位 置 仅 依赖 于 其 各 自 的 散 列 值 
(ħi; has ==> shn) 这 mm” 个 可 能 的 序列 (如, 如,… ,有 a) 中 的 每 一 个 都 被 视 为 是 
等 可 能 的 ， 而 P 就 是 与 这 样 一 个 序列 有 关 的 随机 变量 ， 
情形 1， 键 值 不 出 现 

钥匙 (key) 不 见 了 ? 那 就 在 门 前 的 垫子 下 面 找 找 看 . 


我 们 首先 考虑 在 一 次 不 成 功 搜索 中 已 的 性 状 ， 假 设 前 面 已 经 将 n 个 记录 
人 在 这 种 情形 下 ， 相 关 的 概率 空间 由 m"* 个 基本 





w = (hy, ho,--- , hn, hr) 


组 成 ， 其 中 广 是 插入 的 第 7 个 键 值 的 散 列 值 ， 而 m+1 则 是 搜索 不 成 功 所 
对 应 的 键 值 的 散 列 值 ， 我 们 假设 散 列 函数 /已 经 适当 地 加 以 选取 ， 使 得 
对 每 一 个 这 样 的 w 都 有 Pr(%) = 1/m” ， 


例如 ， 如 果 m = 二 n= 二 2， 就 有 八 种 相等 的 可 能 性 : 


hy hy hz: P 
1 1 l: 2 
1 1 2: 0 
1 2 1: 1 
1 2 2: 1 
2 l 1: l 
2 1 2: 1 
2 2 l: 0 
2 2 2: 2 





WR h = h = ha， 那 么 在 断定 新 的 键 值 不 出 现 之 前 我 们 要 做 两 次 不 成 
功 的 探索 ， 如 果 入 = 有 2 了 壮 h3， 则 我 们 没有 做 不 成 功 的 探索 ， 如 此 等 等 . 
这 个 表 列 出 的 所 有 可 能 性 表明 : 当 mm= 二 n==2 时 ， 了 PP 具有 由 概率 生成 函 








get a 2) paneer 


一 次 不 成 功 的 搜索 要 针对 编号 为 "+1! 的 列表 中 的 每 一 项 都 做 一 次 探索 ， 
所 以 我 们 有 一 般 的 公式 


P = [hy = figgi| + [h2 = Rag t+ + [An = Rna]. (8.84) 


对 于 l<ejen, h; = hn+t1 的 概率 是 1/m, 由 此 推出 


EP = Elhi = hn+1| T E{hg 一 hn] eda Elh z hn+1] z = 
m 
或 许 我 们 应 该 慢 慢 来 : 设 SE GAL 
Xj = X;(w) = [h; = hn+1]. 
KERA PXA + Xn, AAPA J sn 都 有 EAXAi =1/m, Aii 


EP = EX1 +--+ + EX, = n/m. 
好 的 .正如 我 们 希望 的 那样 ， 平 均 探 索 次 数 是 1/ ELAN FA UTE A 


要 的 平均 探索 次 数 . 此 外 ， 诸 随机 变量 沪 还 是 独立 的 ， 且 它们 每 一 个 
都 有 同样 的 概率 生成 函数 











re m—l+z 
Xj(z) = 
m 
于 是 ， 一 次 不 成 功 搜索 中 总 的 探索 次 数 的 概率 生成 函数 是 
sa te, ed m— 1+z\” A 
Piz) = Ail) Aal (==) l (8.85) 
m 


这 是 一 个 以 了 =m 以 及 9 = tm 一 1/m 为 参数 的 二 项 分 布 。 换 句 话 说 ， 
在 一 次 不 成 功 的 搜索 中 ， 探 索 次 数 的 性 状 ， 恰 与 殷 搓 一 枚 每 次 正面 出 现 
概率 为 1/ 台 的 不 均匀 硬币 时 正面 出 现 次 数 的 性 状 相同 . 方程 (8.61) 告 
诉 我 们 ， 这 样 一 来 尸 的 方差 就 是 





ním — 1) 
npq = > 
m4 


当 mn 很 大 时 ， PHRA EMSF n/m, HAREE V/m 





情形 2: 键 值 出 现 
现在 来 观察 成 功 的 搜索 . 在 这 种 情形 下 ， 针 对 不 同 的 应 用 ， 相 应 的 概率 
空间 要 稍微 复杂 一 些 . 我 们 设 2 是 所 有 基本 事件 


w = (ħi, hanik) (8.86) 


组 成 的 集合 ， 其 中 方 如 前 一 样 是 第 7 个 键 值 的 散 列 值 ， 而 上 则 是 要 搜索 
的 键 值 的 指标 〈 散 列 值 是 六 的 键 值 ) ， 这样 我 们 就 有 
l<hem(1l<jen)pRick<n, BIA m" .mn 个 基本 事件 w. 


设 与 是 我 们 正在 搜索 插入 表 中 的 第 7 个 键 值 的 概率 . 如 果 "是 事件 
(8.86) , HA 





Prlw) =a. jn". (8.87) 


〈 东 些 应 用 最 经 名 搜索 的 是 首先 插入 的 项 ， 或 者 是 最 后 插入 的 项 ， 所 以 


我 们 不 假设 每 一 个 与 =1/n.) eR Devcon PM) = Da = 1 从 而 
(8.87) 定义 一 个 合法 的 概率 分 布 . 


在 一 次 成 功 的 搜索 中 ， 如 果 键 值 是 打算 插入 它 的 列表 中 的 第 了 个 键 
值 ， 那 么 探索 的 次 数 P 是 PASE OR 





P(hy ee hn: k) = [hi = hk]+ [ho = hy.|+- i + [hj = hx], (8.88) 
P= X1,+Xo4+---4+ Xx. (8.89) 


PIM, RERNA m = 10 以 及 = 16, ACME ABP “BEAL AYR 


aK: 
以 前 我 在 什么 地 方 见 过 那 种 模式 ? 


(hi... hg) = 3 14159265358 <9 79 3; 
(Pye Pee hate LD 1D 2a bet 2 ea 1, 21 Se. 


找到 第 7 个 键 值 所 需要 探索 的 次 数 PANE EY. 


方程 (8.89) 将 PP 表示 成 为 随机 变量 的 和 式 ， 但 是 我 们 不 能 直接 用 
EX) +: 十 上 和 :来 计算 EP， 因 为 量 上 本 和 丑 是 一 个 随机 变量 . 那么 P 的 概 
率 生 成 函数 是 什么 ”为 了 回答 这 个 问题 ， 我 们 需要 离开 正题 一 会 儿 ， 讨 
论 一 下 条 件 概率 (conditional probability) . 








方程 (8.43) 也 和 暂时 偏离 了 主题 . 


如 果 4 和 B 是 一 个 概率 空间 中 的 事件 ， 我 们 说 给 定 BIN 4 的 条 件 概率 是 


Pr(w € AN B) 
Pr(w E B) 





Pr(w € Alw € B) = (8.90) 





例如 ， WMR 和 YY 是 随机 变量 ， 则 给 定 了 = y 时 事件 XX = z 的 条 件 概 率 
KE 


Pr(X =xHY = y) 
PY=y) 


Pr(X =x|Y=y)= (8.91 ) 

对 Y 的 取 值 范围 内 的 任意 一 个 y， 这 些 条 件 概 率 对 六 取 值 范围 内 的 所 有 
rz 求 和 等 于 Pr(Y = W/ PrlY =y)=1, FH (8.91) 定义 了 一 个 概率 分 
布 ， 我 们 就 能 定义 一 个 新 的 随机 变量 “六 |"， 使 得 

Pr (( X|y) Sf) = Pex =a Ey): 








如 果 六 和 YY 是 独立 的 ， 则 随机 变量 六 ly 本 质 上 与 X 相 同 ， 与 y 的 值 天 
关 ， 这 是 因为 根据 (8.5), PIX = ?Y=Y) 等 于 Pr(X = 7z)， 这 正 是 独 
立 性 的 含义 之 所 在 . 但是， 如果 六 和 YY 是 相关 的 ， 则 随机 变量 六 ly 和 
XIV y #Y 时 不 一 定 是 按照 任意 方式 相互 相似 的 
如 果 X 仅 取 非 负 整数 值 ， 我 们 就 能 将 它 的 概率 生成 函数 分 解 成 关于 任何 
另 一 个 随机 变量 了 的 条 件 概率 生成 函数 之 和 ; 

Gx(z)= x Pr(Y = VG. (2). (8.92) 

ye Y(Q) z 

此 式 成 立 是 因为 对 所 有 z < 六 (9)， 左 边 RARE PX = 7)， 而 右 
边 的 系数 等 于 


> Pr(Y=y)PN(X=xY=y)= 》 Pr(X =xHY=y) 


yeY (Q) yeY(Q) 


= PrLY =x). 


例如 ， 如 果 XX 是 两 个 均匀 山子 上 点 数 的 乘积 ， 而 Y 则 是 点 数 之 和 ， 那 么 
X16 的 概率 生成 函数 就 是 





G 





(z) = - 2 


an| bo 

orl bo 
we 
s 

bh 


CT 
tS] 


x |e 


因为 当 Y = 6 时 的 条 件 概率 由 五 个 等 可 能 的 事件 全 晶 , 口 蝇 , 和 加 ,日 吕 ,日 中 
组 成 .在 这 种 情形 ， 方 程 (8.92) 就 变 成 








9 
Gy(z) = — ae a z) + (z). + (z 
ENE) 38 T x a EET E 
À C E iin: TE ( (z) G Ate) 
7 之 | =— oh ges 十 7 Z 
36 入 |e 36 入 | 36 入 |s 36 Xx |9 
3 、 2 有 | ee 
36 Xx |10 36 入 |u 36 * |12 
一 旦 你 履 了， 就 会 觉得 这 个 公式 很 明显 . WA SE BIZ RD 

















哦 ， 现 在 我 明白 了 数学 家 说 某 个 东西 是 “显然 的 "、“ 易 懂 的 ”或 者 “平凡 的 "， 指 的 是 什么 . 





在 散 列 法 的 情形 ， (8.92) 告诉 我 们 如 果 设 X =P, Y-K, gE 
次 成 功 搜索 中 写 出 关于 探索 次 数 的 概率 生成 函数 ， 对 介 于 1 与 n 之 间 任 
何 固定 的 上 ， 随 机 变量 Pike ¥ gAHtr RABE A Mito + Xe, SEHR 
是 (8.89) . 所 以 它 有 概率 生成 函数 


G (2) m—1+2z mE 
Pls 和 m 7 


ORE R, PRI KIRK AE BM PR BOE A it 

















Gp(z) = 》 G p(z) 
k=l 
k (==) 
-一 Sk z 
m 
k=1 
{m—1l1+z2z re 
= Z9 (==) l (8.93) 
m 
“明确 无 误 的 是 ， 我 的 意思 是 一 位 优秀 的 大 学 新 生 就 应 该 能 解决 它 ， 尽 管 这 个 问题 并 不 完 
全 是 显而易见 的 .” 
一 保罗 : 厄 尔 多 斯 9 
其 中 
S(z) = s1 + s9z + 8927 +--+ + 5,2"! (8.94) 


是 搜索 概率 5 的 概率 生成 函数 为 方便 起 见 用 :来 除 ) 
好 的 . 我 们 有 了 P 的 概率 生成 函数 ， 现 在 就 能 用 微分 法 来 求 出 其 均值 和 


方 受 .稍微 容易 一 点 的 是 首先 去 挥 因子 :， 正 如 我 们 以 前 做 过 的 那样 ， 
这 样 就 求 出 也 一 1 的 均值 和 方差: 


nA Sy eae er ii) tae a 
Pz} = Gpiz}/z=S : 
m 














因而 就 有 


EP = 1 + Mean(F) = 1+ F’(1) = 1+ m 'Mean(S), (8.95) 
VP = Var(F) = F”(1) + F’(1) — F’(1)? 
=m ad +m eet) —m 7s" 1)" 


—m *Var(S) + (m~! — m~?)Mean(S). (8.96) 


这 些 是 用 所 假设 的 搜索 分 布 5 的 均值 和 方差 来 表示 探索 次 数 P 的 均值 和 
方差 的 一 般 性 公式 . 

















例如 ， 假 设 对 1<*< n 我 们 有 5 = 1/7. 这 就 意味 着 我 们 是 在 做 一 个 纯 

粹 “随机 的 ”成 功 搜 索 ， 表 中 所 有 的 键 值 是 等 可 能 的 . 这 样 S(t 
(8.32) 中 的 均匀 概率 分 布 Cnl>)， 且 我 们 有 

Mean(S) = (n —1)/2, Var(S) = (一 1)/12. 因 此 





7 一 ] 
2m 
ia 2 一 ] (m—1)(n—1) (n —1)(6m+n— 5) saith 
VP = -57 +t TE = “Tar (8.98) 
12m4 2m- 12m4 


我 们 再 次 得 到 了 所 希望 的 加 速 因子 L/L m = i Inn noo, EX 
J ys a a atop ahi 一 ] AR 

种 情形 下 ， 每 次 成 功 搜索 的 平均 探索 次 数 大 约 是 2  ， 而 其 标准 差 渐 

近 地 等 于 \ Inn)/ v12. 

另 一 方面 ， 我 们 可 以 假设 对 1<k<n 有 sk =(kHn)”， 这 个 分 布 称 为 

Zipf 法 则 . 这 样 残 有 

Mean(S) = n/H, —1, Var(S) = =n n+1)}/H, — n? / 


EP = +1, (8.97) 











2 He ns sc 时， 对 于 
m 守 n/ nn 的 平均 探索 次 数 近似 等 于 2， 其 标准 差 近 似 等 于 Vinn/V2. 
在 这 两 种 情形 下 ， 分 析 让 担心 最 坏 情形 出 现 的 人 心安 了 : 切 比 雪夫 不 等 
式 信 诉 我 们 ， 除 了 极 疹 军 见 的 情形 之 外 ， 这 此 分开 的 列表 者 是 合 宣 且 简 
ait. 

情形 2， 续 : 方差 的 变 体 

通过 将 PERERA m" -n NIRA M ,hn; 太 的 概率 空间 上 的 随机 变 
量 ， 我 们 计算 了 在 一 次 成 功 搜索 中 探索 次 数 的 方差 但是， 我 们 本 来 可 
以 采用 另 一 种 观点 : 散 列 值 的 每 一 种 模式 ,各 ) 定 义 一 个 随机 变量 
P ,bm)， 它 表示 对 有 n 个 给 定 键 值 的 特殊 散 列表 进行 一 次 成 功 搜 
索 所 做 的 探索 ， 人 (1m) 的 平均 值 


A(hy,--- hn) = > p: Pr ((Pl(h, … ,hn)) =p) (8.99) 


好 了 ， 伏 计 ， 又 到 了 你 可 以 略 读 的 地 方 了 . 
一 一 友好 的 助教 





可 以 解释 成 表示 一 次 成 功 搜索 的 运行 时 间 . 这 个 量 A ,WJ 是 仪 与 
(a. In) RRM SHRI SOCKS. 我 们 可 以 将 它 写 
成 形式 
Alhi, ,hn) = X sgP(hi,: , hn;k), 
k=1 


其 中 Pay Aai kE (8.88) HARE SL, BI Pl Pn) 一 2 具有 概率 
par Pr P(hy,--- , Ani k) = p) 7 yon sel ,hn:k) = p] 


n 
kaki 
5 Pr(h, > , hn;k) ym" sy 
n 
~ oe sk|P(hi, es g hpn: k) = p] . 


对 所 有 mi 种 可 能 性 s ,hn) 求 和 并 用 mx 来 除 ， 所 得 到 的 

4( 有 加,… ,hh) 的 均值 将 与 《8.95〉 中 所 得 到 的 均值 是 一 样 的， 但 是 ， 
A ,hh) 的 方差 则 有 所 不 同 : 这 是 mw 个 平均 数 的 方差 ， 而 不 是 所 计 
入 的 m".n 次 探索 的 方差 例如， 如 果 m =1 (所 以 仅 有 一 张 列 表 ) ， 
则 平均” 值 An yin) = 4(1,… 实际 上 是 一 个 常数 ， 所 以 它 的 方差 
V4 为 零 ， 但 是 一 次 成 功 搜索 中 的 探索 次 数 不 是 常数 ， 所 以 方差 VP 不 为 


专 . 





副 总 统 CVP) 仅仅 在 选举 年 才 会 被 人 们 关注 ， 

我 们 可 以 通过 对 1 入 上 入 2 有 < = 1/n 这 一 最 简单 情形 ， 对 一 般 的 m 和 n 
进行 计算 ， 从 而 描述 方差 之 间 的 这 种 区 别 . 换言之 ， 我 们 要 暂时 假设 有 
一 组 均匀 分 布 的 搜索 键 值 ， 任 意 给 定 的 一 列 散 列 值 (及,… en EXT m 
个 列表 ， 对 某 些 数 IK HEI FE ALS I (71,72,… Wm) SSA, FR 


ni 二 79 十"… 十 Nhm =n. 


一 次 成 功 搜索 〈 表 里 ”个 键 值 中 的 每 一 个 都 有 同等 的 可 能 性 ) 的 平均 探 
索 运 行 时 间 将 是 























A{thi,-… , Ay) = zs 
ni(ni 十 1) 十 n2(n2 十 1) 十-… 十 nm(nm + 1) 
本 2n 
2. 2 
ni tngt---+ni +n 





我 们 的 目标 是 : 在 由 所 有 m" 个 序列 (hh,… ,hn) 组 成 的 概率 空间 上 ， 计 
算 这 个 量 AU s h HIDA. 


事实 表明 ， 如 果 我 们 计算 一 个 略微 不 同 的 量 


Bt sha) = (Y) (2) 


的 方差 ， 则 计算 就 会 更 加 简单 .我 们 有 

A(hi, hn) = 1+ Blhy,- ,hi) /n 
从 而 4 的 均值 和 方差 满足 
VB 


EB 
BA=14+—, VA=— 
n n- 


IRKI n ,nm 的 概率 是 多 项 式 系数 


n n! 
N1, N2, ,Nm ny!ng!---np,! 


被 m" 除 ， 从 而 Bla. ;的 概率 生成 函数 是 


(8.100) 








N 


` 四 的 的 

n 5 J B 

Balz) = z T m”. 
í 721.722.- ,Nm 


NINA,- nem 20 
nl 十 nn2 十 … 十 nim 二 nn 








这 个 和 式 在 没有 经 验 的 人 看 来 着 实 有 点 可 怕 ， 但 是 从 第 7 革 中 获得 的 经 
验 已 经 教会 我 们 分 辨 出 它 是 一 个 n 重 卷 积 . 的确， 如 果 考 虑 指数 超级 生 


成 函数 (exponential super-generating function ) 





nm n 


5 | Mw 
G(w,z) = 》 Ba(z) = 


72 
n20 





我 们 就 能 容易 验证 (w=) NILES mm TRE: 


k m 
E 、 2 | w* 
G(w,z) = +2 E ; 


k=0 


检查 一 下 ， 我 们 尝试 令 > = 1， 这 样 就 得 到 Gtw,1) =(te )， 所 以 
m™w" nl 的 系数 是 Bn(1) = 1. 


如 果 我 们 知道 BO BORE, MAHE Var(B). 所 以 我 们 取 Glu, 2) 
关于 :的 偏 导 数 : 








9 ,mw” 
ee aA) = 
(Jw fk) (3H wt 
a AS 2 
-n| Z; 3 | Fa 
0 > my" 
3 


= m(m- of Be" an PG ” z) 
(ge) E 


fee 这 很 复杂 ， 但 是 当 我 们 置 > = 1 时 一 切 都 大 大 简化 了 . 例如 ， 我 
站 











n 
p (1 ye hw _ mel tw w 
n mL nN 
2 2 2(k — 2)! 
n=O k22 
k+2 
w 
= — me\™ 1)w 
2k! 
k>0 
n+2 
mwel™ Vw n (mw) ** n(n 一 1)m"w" 
= e” = = 
; ors =a ea 
n>0 PENI n20 dii 
i n\ 1 本 
B’(1) = =en (8.101) 
i 2) m l | 


(8.100) 中 EA 的 表达 式 现在 给 出 EE4=1+(n 一 1)/2m， 这 与 (8.97) 
吻合 . 


B75(1) 的 公式 包含 类 似 的 和 式 
k k we -i + 1)k(k —1)(k — 2)w* 
BO a 


k20 k2 


1 (k + 1)w* 1 (k + 4)w*t g l 4 3 \ „w 
= TA (k — 3)! “42 i = ie + w € 7 








从 而 我 们 求 得 


n n 2 


ja w amd L oN 1 : 
X Bntl = m(m — 1)e”™ o Gute”) + me’) (和 +w? )e" 
| | 2 4 
n=O 
or 
= me" (Gm w“ 十 w? j 


Hin n n l NEET 
zo- (A-J 109 


(eS Sea 起 ， 来 计算 所 要 求 的 方差 V4. 其 中 出 现 
大 量 的 抵消 ， 结 来 简单 得 令 人 慰 讶 : 





_ VB _ BY, (1) + B’n(1) — B’n(1)” 


2 9 
n<“ nmn“ 


_ n(n—1) (cr m we) 


m2n2 4 2 4 





VA 





(m— 1)(n—1) Ler 

= (8.103) 

当 发 生 这 种 “巧合 时， 我们 怀疑 其 中 有 某 种 数学 缘由 ， 或 许 有 另外 的 方 

法 来 解决 这 个 问题 ， 从 而 解释 为 什么 其 答案 有 这 样 一 种 简单 的 形式 . 的 

确 有 另 一 种 方法 〈 在 习题 61 中 ) ， 它 表明 : 当 sk 是 搜索 到 第 个 插入 元 
素 的 概 紊 时， 平均 成 功 搜索 的 方差 有 一 般 的 形式 








n 


ee | | 
VA= ~ Y (k -1). (8.104) 


m” 
k=1 





方程 (8.103) Ær =1/n (1 Sh <n ) 的 特殊 情形 . 


除了 平均 值 的 方 莽 之 外 ， 我 们 还 可 以 考虑 方差 的 平均 值 ， 换 句 话 说 ， 定 

义 散 列表 的 每 一 个 序列 (有,… ,hm 也 对 成 功 搜 索 定义 了 一 个 概率 分 布 ， 

且 这 个 概率 分 布 的 方 关 告诉 我 们 : 在 不 同 的 成 功 搜索 中 ， 探 索 的 次 数 是 

例如 ， 我 们 回 到 将 n= 16 件 东西 插入 到 m = 10 个 列表 
I 情形 : 














(hiı.--- Aig) =3141592653589793, 
(Pi,---, Pas) =1112111122312133. 
所 产生 散 列 表 中 的 一 次 成 功 搜索 有 概率 生成 函数 
16 
G(3,1,4,1,+-+ 3) = $ skz bbb 
k=1 
n —_ aA ae .3 
= 81247 S22 + 83247 S42 +++ S162 . 








我 以 前 在 哪里 看 到 过 这 个 模式 ? 
我 以 前 在 哪里 看 到 过 这 个 涂鸦 ? 
I7ZP- 7 























| zyvP 可 译 为 ， 我 吃 了 一 块 新 的 比萨 屏 ， k E a, hio) 的 数值 恰好 对 应 
| 常数 的 前 16 位 数字 故而 有 此 涂 








RNR E 了 在 这 个 表 的 一 次 成 切 搜索 中 平均 探索 次 数 ， 也 就 是 
4(3, 1,4,1,… ,3) = Mean (G(3, 1,4,1,… ,3)) .我 们 也 可 以 考虑 方差 


2 2 
sı .1 十 5 .1 十 53. +s4.2 +.…++s16.3 


一 {s1 ` 1 + s3- 1+ s3- 1+ s4- 24---+516 -3). 


这 个 方差 是 一 个 随机 变量 ， 它 与 aa ,hm) 有 关 ， 所 以 考虑 它 的 平均 值 
是 很 自然 的 事 . 


换 句 话说 ， 为 了 理解 成 功 搜 索 的 性 状 ， 有 三 种 自然 的 方差 我 们 或 许 希 望 
了 解 : 对 所 有 (及 ,… ,hyjJ 和 上 所 取 的 探索 次 数 的 总 方差 (overall 
variance) ; 探索 次 数 平均 值 的 方差 (variance of the average) ， 其 中 的 
平均 值 是 对 所 有 所 取 的 ， 而 方差 则 是 对 所 有 a ,hy 所 取 的 ;还 有 
探索 次 数 的 方差 的 平均 值 (average of the variance) ， 其 中 的 方差 是 对 
所 有 上 大 所 取 的 ， 而 平均 值 则 是 对 所 有 的 (及,… ,hj 所 取 的 . 用 符号 来 表 
AN» BATALI 


ee YS Phi hb D Yp ) 
了 T 
I<hi pehn Sm 


1<hi ,-- ,hn sm k=1 

















平均 值 的 方差 是 


1 n l 2 1 n 2 
7T A — e > ) ae "人 ae = > ? ese - [| 
ve yo (Sure a) ( Heh a) | 








AV = ò = | ) sk P(ħi, +- haik)? = | > skP(ħ1, Mit) ) . 

7 
l<hy y hp sm k=1 

事实 表明 ， 这 三 个 量 以 一 种 简单 的 方式 相互 联系 在 一 起 : 


VP =VA+ AV. (8.105) 


事实 上 ， 如 果 X 和 了 Y 是 任何 概率 空间 中 的 随机 变量 且 X 取 实数 值 ， 条 件 
概率 分 布 总 是 满足 恒等式 





VX = V(E(X|Y)) + E(V(X|Y)) (8.106) 


(这 个 恒等式 在 习题 22 中 证 明 . ) FRE (8.105) 是 一 种 特殊 的 情形 ， 
在 此 特殊 情形 中 ， 六 是 一 次 成 功 搜索 中 的 探 过 次数， 而 Y 则 是 散 列 信 序 
(fa (ee 

一 般 方程 (8.106) 需要 仔细 弄 明 白 ， 因 为 记号 容易 把 不 同 的 随机 变量 
和 在 其 中 计算 期 望 值 以 及 方差 的 概率 空间 掩盖 起 来 ， 对 于 了 的 取 值 范围 
中 的 每 一 个 多 RNE (8.91) 中 就 已 经 定义 了 随机 变量 XY, mA 
随机 变量 有 一 个 与 y 有 关 的 期 望 值 EX 外 :现在 (XX| 站 表示 一 个 随机 变 
量 ， 它 当 y 取 遍 Y 的 取 值 范围 中 所 有 可 能 的 值 时 ， 取 值 为 FX， 而 
V (E(X|Y)) 则 是 这 个 随机 变量 关于 六 的 概率 分 布 的 方差 ， 类似 地 ， 

E (V(X )) 是 当 y 变 化 时 随机 变量 “(X 的 平均 值 。(8.106) 的 左边 是 
VX， 它 是 的 无 条 件 方差 . 由 于 方差 是 非 负 的， 所 以 我 们 永远 有 


VX > V(E(X|Y)) gy VX 2 E (V(X|Y)). (8.107) 














(现在 是 做 热身 题 第 6 题 的 好 时 机 ，) 
情形 1， 再 续 : 回顾 不 成 功 的 搜索 


我 们 再 做 一 个 关于 算法 分 析 的 典型 计算 ， 以 结束 我 们 对 于 散 列 法 的 深入 
探讨 . 这 一 次 ， 我 们 要 更 仔细 地 关注 与 不 成 功 搜索 相关 联 的 总 运行 时 间 
Se ee ee meer 
Tiar. 


(8.83) 的 插入 过 程 有 两 种 情形 ， 这 依赖 于 7 是 负数 还 是 零 . 我 们 有 
j <0 当 且 仅 当 已 =0， 这 是 由 于 负 的 值 来 自 一 个 空 列 表 的 FIRST 条 目 . 
所 以 ， 如 果 这 个 列表 以 前 是 空 的 ， 我 们 就 有 PP = 0 且 必 须 置 FIRST 
[Bnn] = n+ 1. (这 个 新 的 纪录 将 插入 到 第 n+ 1 个 位 置 . ) 如 若 不 然 ， 我 
们 就 有 已 > 0 且 必 须 将 NEXT 条 目 放 进位 置 n+ 1. 这 两 种 情形 可 能 会 耗 
费 不 同 的 时 间 ， 于 是 对 一 次 不 成 功 的 搜索 来 说 ， 总 运行 时 间 有 如 下 形式 


P 仍然 是 探索 的 次 数 . 








T=a+BP+6P =0, (8.108) 


其 中 ac、 OUR 5 古音 数 ， 它 们 依赖 于 所 使 用 的 计算 机 ， 以 及 用 这 合 机 





器 的 内 部 语言 对 散 列 法 进行 编码 的 方法 .知道 工 的 均值 和 方差 是 有 用 
的 ， 因 为 这 样 的 信息 实际 上 比 P 的 均值 和 方差 更 为 重要 . 


到 目前 为 上 ， 我 们 仅仅 对 取 非 负 整 数值 的 随机 变量 用 到 了 概率 生成 函 
Bl. 但 是 事实 表明 ， 当 X 是 任意 一 个 实 值 的 随机 变量 时 ， 我 们 也 可 以 用 
本 质 上 相同 的 方法 来 处 理 





= ` Pr(w)2* 0%) 
ROEALA X WIERE COXE = = 1 附近 的 性 状 有 关 ， 在 那里 ota 
有 民 好 的 定义 . 例如 ， 一 次 个 成 功 搜索 的 运行 时 间 Su 是 一 个 随 
机 变量 ， 它 定义 在 由 等 可 能 散 列 值 (各 Pn fns) CIS Aj <m ) 组 成 的 
概率 空间 上 ， 即 使 当 a E e A 


Gr(z 一 一 S n +8P(hı ,hnt1)+6[P(hi ,hn+1)=0| 
hi=l hn=lh 
看 成 是 一 个 概率 生成 函数 . ERE, Sra, CUK 5 是 有 时 间 维 度 
的 物理 量 ， 它 们 甚至 不 是 A SL aed ea 
它们 ，) 通过 计算 Gr DA GTrU) 并 按照 通常 的 方式 将 这 些 值 组 合 起 来 ， 
我 们 仍然 能 计算 了 的 均值 和 方差 . 


用 PANS 了 得 到 其 生成 函数 为 














ROOK, SOTA 
Gr 2 ) = y Pr( P = p) zat 3p+ő[p=0] 


p20 


= 2° G — 1) Pr(P = 0) + 》 Pr( 书 = 7D)z " 


p20 


"( ð (==) (=) 
=z {(z —1) FA ic eel il | 
m ra 





现在 来 确定 MeantCr) 和 vartGzr) 就 是 常规 做 法 了 : 





n (m= 1y" gm 
Mean(Gr) = G7(1) =a + 8— + if ) ; (8.109) 


n on{n— 1) 
本 


m eu ae * m? 


n n 
{m—1 E fm—1l 
+ 2a0 + d(d — 1) : 
m m 


Var(Gr) = G”r(1) + G@'r(1) — Gp (1)? 


/ n 
n(m — 1) _{m-l1 n 
= 5 — 250| —— = 
m? m m 


9 m—1\" m—1 = pot ee ee 
+07 ; (8.110) 
m m 


在 第 9 划 里 ， 我 们 将 要 和 学习 当 mi nR ANERER E. A 
如 ， 如 果 m =n 且 n 一 seo， 第 9 章 的 技术 将 会 指出 了 的 均值 和 方差 分 别 
是 a+B+5e + O(n!) 8? —285e' + P(e"! —e*) + Oln’) tE 
m=n/lnn+0(1)H n> co， 则 对 应 的 结果 是 




















TL 


f \ P Nog 2 
Var(Gr) = 6? Inn+O (=) 


ere ~ {ogn a 
Mean(Gr) = Slnn+a+O 3 


n 


习题 
热身 题 


1 当 一 个 般 子 是 均匀 的 而 妨 一 个 角 子 是 灌 铅 的 时 ， 在 (8.3) 的 概率 分 
Afi Pra 中 出 现 对 子 的 概率 是 多 少 ? RE S = 7 的 概率 是 多 少 ? 


2 一 副 随 机 洗 好 的 牌 上 下 两 张 都 是 A 的 概率 是 多 少 ? (所 有 52! 个 排列 
均 有 概率 1/521.) 


3 1979 年 在 斯 坦 福 大 学 学 习 具 体 数 学 读 的 学 生 ， 被 要 求 抛掷 便 币 直到 
连续 两 次 得 到 正面 ， 并 报告 所 需要 抛掷 的 次 数 . 结果 是 


3.2. 3. BS V2. 6. 6.9. 2 











为 什么 只 有 10 个 数 ? 其 他 学 生 要 么 没有 参与 ， 要 么 是 便 币 抛 到 桌子 底下 去 了 . 


1987 年 在 普林斯顿 大 学 学 习 具 体 数 学 的 学 生 也 被 要 求 做 类 似 的 事情 ， 得 
到 下 面 的 结果 : 








10, 2, 10, 7, 5, -2,-10,-6, 10, 2. 


计算 均值 和 方差 ，(a) 以 斯 坦 福 大 学 的 样本 为 基础 ，(b) 以 普林斯顿 大 学 
的 样本 为 基础 . 


4 BA) = F/G), Sef FC) = GC) =1 证 明 ， 如 果 所 指出 的 导数 
在 : = 1 存在 ， 那 么 与 (8.38) 和 (8.39) 类似 地 有 
Mean(H ) = Mean( F) — Mean(G). 
Var( H ) = Var( F) — Var( G). 
5 假设 Alice 和 B 记 利用 正面 出 现 概率 为 Z 的 一 枚 不 均匀 的 硬币 玩 游戏 
(8.78) . 是 否 存在 一 个 ? 值 ， 使 得 游戏 变 得 公平 ? 


6 当 XX 和 Y 是 独立 的 随机 变量 时 ， 条 件 方差 律 (8.106) 会 转化 成 什 


2 


基础 题 
7 证 明 ， 如 果 两 枚 灌 铅 的 散 子 具有 同样 的 概率 分 布 ， 那 么 出 现 对 子 的 
概率 总 是 至 少 等 于 6 
8 iW 4 和 B 是 满足 AUB = OWS. 证 明 
Pr(w € A(B) = Pr(w € A) Pr(w € B) — Pr(w ¢ A)Pr(w ¢ B). 


9 ”证 明 或 推翻 如 果 X 和 了 是 独立 的 随机 变量 ， 那 么 当 PA G 是 任何 
函数 时 ，F(X) 和 G(Y) 也 是 独立 的 . 


10 根据 定义 〈8.7) ， 能 够 成 为 一 个 随机 变量 的 中 位 数 的 元 系 的 最 
大 个 数 是 多 少 ? 


11 构造 一 个 具有 有 限 均 值 和 无 限 方 过 的 随机 变量 . 
12 
a 如 果 了 (3 是 随机 变量 的 概率 生成 函数 ， 证 明 


Prt 区) 区 TP(T) TL 
ER 


(这 些 重要 的 关系 式 称 为 尾 不 等 式 (tail inequality) .) 
b 在 特殊 情形 P(z) = (1+2)"/2" 下 ， 利 用 第 一 个 尾 不 等 式 证 明 : 当 
O<a< oH sf 有 


>. 的 < 1/a®(1 _ a)n, 
k<an k i 


13 如果 人 六 1,… ,六 m 是 具有 相同 概率 分 布 的 独立 随机 变量 ， 又 如 果 a 是 
任意 一 个 实数 ， 证 明 


X] A Xn ; X 5 Temes a Xn 
Pr al< 


2n n 








Q 


N| 一 





14 i 所 2 和 G2) 是 概率 生成 函数 ， 又 令 
H(z) = pF(z) + qG(z) 


FA pt+q=1. (PRA FM GHG Cmixture) ， 它 对 应 于 抛掷 一 枚 便 
币 ， 并 根据 硬币 出 现 的 是 正面 还 是 反面 而 选择 概率 分 布 FF 或 者 G.) H P 
~ IWR FA G 的 均值 和 方才 来 表示 瑟 的 均值 和 方差 . 


15 如果) 和 G3 是 概率 生成 函数 ， 我 们 可 以 用 “复合 ”来 定义 另外 一 
个 概率 生成 函数 Hl): 











H(z) = F(G(2)) 

用 Mean(F), Var(F), Mean(G) 以 及 Var(G) 来 表示 Mean(H) pl 7% Var(H). 
(方程 (8.93) 是 其 特殊 情形 . ) 

16 当 Ple) (8.53) 中 所 定义 的 足球 不 动 点 生成 函数 时 ， 对 超级 生成 
函数 220 (9) 求 封闭 形式 . 


17 设 人 Pp 和 Ynp 分 别 服从 参数 为 (n, 了 ) 的 二 项 分 布 和 负 二 项 分 布 。〈 这 
些 分 布 定 义 在 (8.57) 和 “(8.60) 中 . ) 证 明 

Pr¥np S M) = PrXminp 2 "这 个 结果 表明 二 项 式 系 数 中 什么 样 的 恒 等 
式 ? 


18 如 果 对 所 有 大 > OF PX =k) =e Ai， 就 说 随机 变量 X 服 从 均 
值 为 的 泊 松 分 布 . 


每 单位 体积 水 中 鱼 的 数量 的 分 布 .8 














8 泊 松 分 布 中 的 Poisson 一 词 除了 是 法 国 数学 家 西 莫 恩德 尼 : 泊 松 的 姓氏 之 外 ， 在 法 语 中 还 
有 “ 鱼 ” 的 含义 .故而 在 旁 注 中 特别 提 到 鱼 在 水 中 的 分 布 ， 而 它 恰好 近似 服从 泊 松 分 布 . 


a 这 样 一 个 随机 变量 的 概率 生成 函数 是 什么 ? 
b 它 的 均值 、 方 差 以 及 其 他 累积 量 等 于 什么 ? 


19 ”继续 上 一 习题 ， 设 六! 是 均值 为 1 的 泊 松 随机 变量 ， 而 入 2 是 均值 为 
/2 的 泊 松 随机 变量 ， 它 与 六! 独立 . 























a Xi + Xo 一 "的 概率 是 多 少 ? 
b 2X1 + 3X2 的 均值 、 方 差 以 及 其 他 累积 量 等 于 多 少 ? 


20 证明 (8.74) 和 (8.75) ， 它 们 是 等 待 正 面 和 反面 组 成 的 一 个 给 定 
的 模式 出 现 所 需 时 间 的 均值 和 方差 . 


] 


21 WREE (8.77) 中 令 了 和 工 两 者 的 值 都 为 2， 那么 N 的 值 表示 什 
A? 


22 证 明 (8.106) ， 即 证 明 条 件 期 望 和 条 件 方 普 的 定律 . 
作业 题 


23 BE Prm 是 两 枚 均匀 骨 子 的 概率 分 布 ，Pri 是 在 (8.2) 中 给 出 的 两 枚 
灌 铅 般 子 的 概率 分 布 ， 求 使 得 Proo (A) = Pro (AREARE 4 这 些 
事件 中 的 哪些 仅 与 随机 变量 S 有 关 ? (由 9 = DELBAERE 2° 
个 事件 ， 这 些 事件 中 仅 有 21 个 只 与 s 有 关 .) 


24 WMX JPL 2n + MISES, HARM AES. 玩家 K 
接 下 来 叫 了 一 个 介 于 1 与 6 之 间 的 数 ， 并 抛掷 剩 下 来 的 般 子 ， 再 去 抒 出 现 
ATAU AA ABER. ITE BEB FR, BAAR PR. 去 
fa Teh ie SAR EA n+ 1 个 或 者 更 多 ) 为 胜 者 . 


a J ARNT RANMA ATA? 提示: 散 子 是 独立 的 . 
b 当 = 2 时 ,J 获胜 的 概率 是 什么 ? 


25 考虑 一 个 博彩 游戏 ， 你 在 其 中 设 定 一 个 给 定量 的 赌注 4 并 抛掷 一 枚 
WAS. 如 果 出 现 的 点 数 为 £:， 就 用 2 一 /5 乘 你 的 赌注 . (特别 
th, RACE, WRN, (Ae oO HO, RABAT 
赌注 . ) 你 可 以 在 任何 时 候 停 止 游 戏 并 重新 设置 新 的 赌注 . 在 经 过 次 
a 你 的 赌注 的 均值 和 方差 是 多 少 ? (不 计 货币 舍 入 取 整 的 任何 影 
a], ) 


26 RE 2 个 元 素 的 一 个 随机 排列 中 /循环 的 个 数 的 均值 和 方差 . (在 
(8.23) ~ (8.24) 和 (8.53) 中 讨论 过 的 足球 胜利 问题 是 ! = 1 的 特殊 
























































情形 . ) 

27 WXX O ,An 是 随机 变量 NAILER AS. 方程 (8.19) 和 
(8.20) 解释 了 怎样 在 这 些 观 察 样本 的 基础 上 估计 XA eT 
第 三 个 累积 量 “3 的 估计 给 出 类 似 的 公式 . (你 的 公式 应 该 是 一 个 “无 偏 
的 ”(unbiased〉 估计 ， 它 的 含义 是 估计 量 的 期 望 值 应 该 等 于 "3.) 

28 在 下 述 条 件 下 ， 抛 掷 硬币 游戏 〈8.78) 的 平均 长 度 是 什么 : 


a 给 定 Alice 获 胜 ? 





b Ze Bill FRA? 


29 Alice、B 记 以 及 计算 机 抛掷 一 枚 均匀 便 币 ， 直 到 模式 A=HHTH，B 
= HTHH 或 者 C=THHH 中 的 一 个 第 一 次 出 现 . (如 果 仪 有 这 些 模式 
中 的 两 种 ， 由 (8.82) 我 们 知道 : 4 有 可 能 打败 3，B 有 可 能 打败 C, 
而 C 也 有 可 能 打败 4， 但 是 所 有 三 种 模式 同时 在 此 游戏 中 . 〉 每 一 位 玩 
家 获胜 的 机 会 是 多 少 ? 

30 正文 中 考虑 了 在 一 个 散 列 表 中 与 成 功 搜索 有 关 的 三 种 方差 . 实际 上 
还 有 另外 两 种 : 我 们 可 以 考虑 Pla. in ITE CE I ,hn 上 ) 
BER CRF AR), MERIME WS RAB CE h, ,hn 上 ) 的 
方差 (关于 kk) . 计算 这 些 量 . 

31 一 个 苹果 位 于 五 边 形 4BCDE 的 顶点 4， 而 一 只 蠕虫 位 于 隔 着 一 个 
顶点 的 C 点 . 每 一 天 ， 晴 虫 都 以 相等 的 概率 爬行 到 两 个 相 邻 顶点 中 的 一 
个 。 这 样 经 过 一 天 之 后 ， 肾 虫 来 到 项 点 6 或 者 顶点 吕 ， 到 每 一 个 项 点 的 


概率 都 是 2 两 天 之 后 ， 蠕 虫 可 能 会 再 次 回 到 C， 因 为 它 对 以 前 的 位 置 没 
AWL. SERA AN, wtf POR MAE. 


PEE a FY i 
a 在 进餐 前 ， 其 经 过 的 天 数 的 均值 和 方差 等 于 什么 ? 
b 设 了 是 天 数 至 少 为 100 的 概率 . 切 比 雪夫 不 等 式 关 于 P 有 何 结论 ? 
c 尾 不 等 式 〈 习 题 12) 关于 P 告 诉 我 们 何 种 结论 ? 























32 Alice 和 Bill 都 在 军队 服役 ， 驻 扎 于 堪 院 斯 、 内 布 拉 斯 加 、 密 苏 里 、 
俄 克 拉 荷 马 和 科罗拉多 这 五 个 州 之 一 . 一 开始 Alice 在 内 布 拉 斯 加 ， 而 
Bill 在 俄 元 拉 谷 马 ， 每 个 月 ， 他 们 每 个 人 重新 被 派 志 到 一 个 相 邻 的 州 ， 
每 一 个 相 邻 的 州都 是 等 可 能 的 ， 《其 相 邻 和 关系 如 下 图 : 


全 内 布 拉 斯 加 


he 
nh 


OETA 

起 始 的 州 画 上 了 圆圈 ) 例如 ， 一 个 月 之 后 ，Alice 重 新 派驻 到 科 罗 拉 
多 、 堪 萨 斯 或 者 密苏里 ， 派 往 其 中 每 个 州 的 概率 都 是 /3. SK Alice Bill 
找到 彼此 所 需 月 数 的 均值 和 方差 . (你 或 许 希 望 求 助 于 计算 机 . ) ? 


和 状态" 和“ 州 ?在 英语 里 是 同一 个 单词 state. 
















肯定 是 有 限 状态 的 情形 . 9 














9 状态 >? 和“ 州 ” 在 英语 里 是 同一 个 单词 state. 





33 (8.89) 中 的 随机 变量 六 和 六 2 是 独立 的 吗 ? 


34 ” 吉 娜 是 一 位 高 尔 夫 球 运动 员 ， 她 每 击 一 球 ， 击 出 超标 准 杆 一 杆 

的 “超级 击 球 ” 的 概率 是 了 = 0.09， 击 出 常 一 杆 的 概率 是 4 二 0.91， 而 击 出 
低 标准 杆 一 杆 的 “低级 击 球 ” 的 概率 则 是 ” = 0.04.《〈 对 于 非 高 尔 夫 球 运动 
员 ， 每 一 轮 她 以 概率 PL 4 以 及 r 回 上 自己 的 目标 分 别 推进 2 步 、1 步 以 及 0 
步 . 按照 mm 杆 洞 ， 她 的 得 分 最 少 为 n， 这 使 得 她 在 " 轮 击 球 之 后 至 少 推 
进 了 m 步 . 低 分 比 高 分 更 好 .) 


用 计算 器 来 处 理 本 问题 中 的 数值 计算 工作 .) 
a 证 明 : 当 吉 娜 与 一 位 平均 水 平 的 运动 员 对 垒 时 ， 她 赢得 4 杆 洞 的 机 会 


4 py 3 5.) 
























































b 证 明 : 在 4 杆 洞 时 ， 她 的 得 分 大 于 4.《〈 这 样 一 来 ， 按 照 总 分 来 计算 ， 
她 在 与 一 位 “稳健 ?对 手 比赛 时 容易 输 反 ， 尽 管 在 按照 洞 数 来 计算 的 比赛 
中 她 更 可 能 获胜 .) 





考试 题 
35 一 枚 灌 铅 骨 子 具有 概率 分 布 
Prep. Prep, e; PrE D=ps. 


BE Sn XMT BOON nR Ja ATE ABCA. 求 出 关于 “ 灌 铅 分 
AB? HI — PS AFORE, BEAST ATA n， 两 个 随机 变量 Sn mod 2 和 
Sn mod 3 都 是 相互 独立 的 . 

36 ”一 枚 般 子 的 六 个 面包 含 的 点 数 是 

而 不 是 常见 的 口 到 上 四. 
a 证 明 : 有 一 种 方法 给 另 一 枚 般 子 的 六 个 面 指定 点 数 ， 使 得 在 抛掷 这 两 
枚 般 子 时 ， 点 数 之 和 与 抛掷 两 枚 通常 人 般 子 所 得 点 数 之 和 有 同样 的 概率 . 
《假设 所 有 36 对 骨 子 的 面 是 等 可 能 的 . ) 

b 推广 之 : KEA nRT H 6n 个 面 指定 点 数 的 所 有 方法 ， 使 得 点 数 之 


和 的 分 布 与 抛 据 n 枚 通常 角子 所 得 的 反 数 之 和 的 概率 分 布 相 同 . (每 一 
个 面 都 应 该 有 正 整 数 的 点 数 . ) 


37 没 才 是 抛 撕 一 枚 均匀 硬币 直到 连续 出 现 两 次 正面 恰好 需要 抛 撕 "次 
的 概率 ， 并 设 T oron PES Pa 和 名 这 两 者 求 出 用 非 波 那 问 数 表示 的 
封闭 形式 


38 ”对 于 抛掷 一 枚 均匀 人 般 子 直 到 所 有 六 个 面 都 出 现 所 需要 的 抛掷 次 数 ， 
其 概率 生成 函数 是 什么 ?推广 到 有 m “STEEN SPT: 对 于 抛掷 这 
PERE ES mm 个 面 中 有 /个 面 出 现 所 需要 的 抛掷 次 数 的 均值 和 方差 ， 

给 出 其 封闭 形式 .这 个 数 恰 好 等 于 nn 的 概率 是 什么 ? 


39 一 个 狄 利 元 雷 概 紊 生成 函数 具有 形式 






































1 \ Pn 
a= —, 
PAZ) >: Se 

从 而 P(0) = 工 如 果 X 是 一 个 随机 变量 ， 且 Pr(X = 7) = po, H PORR 
导数 来 表示 EX), VXU En X). 
40 ”二 项 分 布 〈8.57) 的 第 m 个 累积 量 “m 有 "fm(lp) 的 形式 ， 其 中 fm 是 
一 个 mn 次 多 项 式 。 m AP) = 了 以 及 fly) =p 一 成， 因为 其 均值 和 
方差 是 iP 和 npq-) 


a 求 出 fm(p) 中 的 系数 的 封闭 形式 . 





] 
fm (5) = (2™ = 1)Bm/m F [m = 1] an 局 
b 证 明 下 ， 其 中 Bn 是 第 mm 个 伯 努 利 数 . 


41 设 随 机 变量 A\* 是 抛掷 一 枚 均匀 硬币 直到 正面 总 计 出 现 ”次 所 需要 的 


fw-ly__/_1n D fei — i 、.、 
papa. ay POD 一 "(in2+ Hwi = Ha) 利用 第 9 章 的 方法 信 
计 这 个 值 ， 使 之 带 有 绝对 误差 O(n 


42 某 人 寻找 工作 的 问题 ， 如 果 他 在 任何 一 个 早晨 未 找到 工作 ， 就 存在 
一 个 常数 概率 Pn 与 过 去 的 历史 无 关 ) ， 使 得 他 在 那天 晚上 之 前 被 人 雇 
W. 但 是 如 果 在 他 那 一 天 开始 时 得 到 了 一 份 工作 ， 就 存在 一 个 常数 概率 
P1， 使 得 他 到 傍晚 就 会 被 解雇 . 求 他 第 二 天 早晨 就 有 一 份 受 雇工 作 的 这 
样 晚上 的 平均 个 数 ， 假 设 他 起 先 被 雇佣 了 且 这 个 过 程 一 直 持 续 了 nn 天. 
(例如 n= 1， 则 答案 是 1 一 Pf) 











B RATHER ma O = Denso Pen 的 封闭 形式 ， 其 中 区 是 ,个 
物体 恰好 有 个 轮换 的 随机 排列 的 概率 .轮换 个 数 的 均值 和 标准 差 是 什 


2 


44 ”体育 系 为 2" 位 网 球 运动 员 举 办 了 一 场 校内 的 “淘汰 锦标 赛 ". 在 第 一 
轮 ， 运 动员 们 随机 配对 ， 每 一 种 配对 都 是 等 可 能 的 ， 这 样 就 有 2" XT LL 
赛 . 胜 者 进入 第 二 轮 ， 第 二 轮 在 同样 的 过 程 中 产生 2 一 位 优胜 者 . 如 此 
BA, ÆR RRO 2 一 位 未 被 击败 的 选手 之 间 产 生 2 对 随机 的 配 

对 而 第 2 轮 则 产生 出 冠军 . 实际 上 ， 在 运动 员 之 间 有 一 个 不 为 比赛 组 
织 者 所 知道 的 排序 ， 在 这 个 排序 中 呈 3 是 最 好 的 ， z2 是 第 二 好 的 ，… ,zz 
是 最 差 的 . 当 三 与 RH 7 <* 时 ， TIRER P, M Zk 获胜 的 











概率 则 是 1 一 P， 这 与 其 他 的 比赛 无 关 . 我 们 假设 同样 的 概率 P 对 所 有 的 
J 和 上 大 都 适用 . 


一 组 特别 的 网 球 运动 员 . 
azl 最 得 钊 标 赛 的 概率 是 多 少 ? 


b 第 n 轮 (最 后 一 轮 ) 比赛 是 在 水 平 最 高 的 两 位 运动 员 71 与 ?2 之 间 进 行 
的 概率 是 多 少 ? 

c 最 好 的 兰 位 运动 员 是 倒数 第 帮 轮 比 赛 的 参赛 者 的 概率 是 多 少 ? (前 面 

两 个 问题 是 上 = OAK = 1 的 情形 . ) 

d 设 和 2 是 本 质 上 不 相同 的 比赛 结果 的 个 数 ， 两 次 锦标 赛 是 本 质 上 相同 
的 ， 如 果 比 赛 发 生 在 相同 的 运动 员 之 间 且 有 相同 的 获胜 者 . 证明 


N(n) = 2"!. 


e La FS HAD BE HE HE & 2D 2 

















f 证 明 ， 如 果 2“”” ， 则 三 获胜 的 概率 严格 大 于 ORME ER ( 
a7 <2"). 


45 以 一 种 多 步骤 产 目 西班牙 的 真正 的 雪 利 酒 称 为 Solera.， 为 简单 起 

见 ， 我 们 假设 酒 的 生产 者 仅 有 三 个 桶 ， 称 之 为 4、B 和 CC. 每 一 年 ，C 桶 

中 酒 的 三 分 之 一 被 装 成 瓶 ， 代 之 以 装 入 B 桶 中 的 酒 ; 接 下 来 BREA A 

桶 中 酒 的 三 分 之 一 ; 最 后 4 桶 中 用 新 酒 装 满 . 设 Ale), Ble), Cli 

oe 其 中 2" AY Re TE ee a YT ne FE 
il) 


“一 种 快速 的 算术 运算 证 明了 ， 由 于 这 套 巧 妙 设计 的 装置 ， 所 产 出 的 雪 利 酒 至 少 是 三 年 陈 
酿 . 不 过 ， 要 想 计 算出 酒 的 确切 年 份 会 使 你 法 头 转向 .” 
一 一 《法 国 葡萄 酒 评论 》，1984 年 11 月 


a 假设 这 种 操作 上 自 远古 以 来 就 一 直 进 行 ， 因 而 处 于 一 种 稳定 的 状态 .在 
这 种 状态 下 ， (2)、B(3J 和 Cl>) 在 每 一 年 的 开始 都 是 相同 的 .对 这 些 生 
成 函数 求 出 它们 的 封闭 形式 . 


b 在 同样 的 假设 下 ， 求 每 只 桶 里 的 酒 的 年 份 的 均值 和 标准 差 . 当 雪 利 酒 























































































































被 效 瓶 时 ， 它 的 平均 年 份 是 什么 ? 其 中 有 多 少 是 恰好 25 年 的 年 份 酒 ? 


c 现在 考虑 有 限 的 时 间 : 假设 在 年 份 为 0 那 一 年 的 开始 时 ， 所 有 三 个 桶 都 
gn ead eee pes 
是 什么 ? 


46 斯 特 凡 . 巴 拿 赤 习惯 带 上 两 盒 火 柴 ， 每 一 盒 开始 都 包含 n 根 火柴 ， 每 


当 他 需要 一 丝 腕 光 时 ， 就 随机 选取 一 盒 ， 取 到 每 一 盒 的 概率 都 是 2， 且 
取 法 与 他 上 一 次 的 取 法 无 关 . 取出 一 根 火 染 之 后 ， 他 会 把 盒子 放 回 口袋 
中 (即使 盒子 变 空 了 也 依然 如 此 一 一 所 有 著名 的 数学 家 都 习惯 于 这 样 
做 )》。 妆 他 所 选择 的 盒子 古 空 的 时 ， 他 束 将 空 侈 了 抛弃 挥 并 取 用 为 一 个 


= 
L 





a 他 曾经 发 现 另 外 一 个 盒子 也 是 空 的 ， 这 件 事 发 生 的 概率 是 多 少 ? ( 
,一 1， 这 种 情况 有 一 半 时 间 会 发 生 ， ;一 2， 这 样 的 情况 有 3/8 的 时 间 会 
发 生 ，) 为 解答 这 一 部 分 ， 要 求 出 生成 函数 T mn Pree g 
对 闭 形式 其 中 Pane FARREZ: 一 开始 一 个 盒子 里 及 根 火柴 
而 另 一 个 盒子 里 及 根 火 柴 ， 当 第 一 次 选 到 一 个 空 盒子 时 两 个 盒子 都 是 
空 的 ， 然 后 求 出 Po nlf Bh HIBS. 


b 推广 你 的 解答 a， 对 下 述 事件 的 概率 求 封闭 形式 : 当 一 个 空 盒子 第 一 
次 被 抛弃 时 ， 妃 一 个 盒子 里 恰好 有 ,大根 火 荣 . 

c 对 允 一 个 盒子 中 火柴 的 平均 数 求 封 朵 形式 . 

对 空 盒子 中 火柴 的 平均 数 求 封闭 形式 . 

47 ” 菏 些 医生 与 茶 些 物理 学 家 合作 ， 在 最 近 发 现 了 一 对 用 一 种 特别 方式 
进行 繁殖 的 微生物 .其 中 的 雄性 微生物 称 为 双 哄 落体 (diphage〉， 在 


它 的 表面 上 有 两 个 接收 占 ， 而 肉 性 微生物 称 为 三 哈 阔 体 Ctriphage) ， 
它 有 三 个 接收 器 : 


双 噬菌体 ~ 三 噬菌体 P 接收 器 o 








HA Tad AS A Be Wi ad AS FR LZR SB) ON RNY, TR ASEH A 
AS BUC AE ROA RLY 1 BERS BEC aS Be Se AY BEA. URIX ER I 
HRAJI, R E AS HE AR he WS al AS; WR ee IE Ta ASS 
BUC ae, WZ ME ba AAD BOA PY RO aS RE OR, URS 
SEU EH — PR OU BR TPG, BS ORE BIRGER BL PR Tbe Bad 
BR NAP RXR R E EE ~R RA E E, ESA RT N 
XR K ASHE) — S38 a Ik. BUA TA h HB 
PONE TYE BCR EE PR SIAR, ROL AS PA Mae bal OBES 


为 5) ， 或 者 得 到 三 株 双 噬菌体 (概率 为 5) .如果 我 们 从 单独 一 株 双 
哈 落 体 开 始 并 用 单个 的 粒子 照 册 其 培养 组 织 n 座 ， 求 出 现 双 叭 落体 的 
平均 个 数 的 封闭 形式 . 
48 五 个 人 分 别 站 在 一 个 五 边 形 的 顶点 处 ， 相 互 投掷 Frisbee 飞 盘 . 

而 如 果 这 个 五 角 大 楼 是 在 阿 灵 顿 ， 相 互 发 射 的 就 是 导弹 . 
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他 们 有 两 只 飞盘 ， 一 开始 如 图 置 于 相 邻 的 项 点 上 .在 每 一 个 时 间 段 ， 每 
一 只 飞盘 以 同样 的 概率 或 者 癌 顽 或 者 同 右 投掷 〈 沿 着 五 边 形 的 边 ) . 这 
个 过 程 继续 下 去 ， 直 到 有 一 个 人 同时 成 了 两 只 飞盘 的 靶子 ， 游 戏 就 结束 
T. 《所 有 的 投掷 都 与 过 去 的 历史 无 关 . ) 

a 求 成 对 抛掷 次 数 的 均值 和 方 兰 . 


Frisbee 是 惠 姆 : 奥 制 造 公司 的 注册 商标 .也 





















































10 惠 姆 . 奥 制 造 公司 是 在 1948 年 由 两 位 毕业 于 南 加 利 福 尼 亚 大 学 的 学 生 创 办 的 生产 飞盘 、 呼 啦 
图 等 大 众 玩具 的 企业 . 











b 对 游戏 延续 超过 100 步 的 概率 求 封闭 形式 〈 用 斐 波 那 契 数 表 示 ) . 


49 Luke Snowwalker 在 他 的 山 间 小 屋 里 度 寒假 . 前面 的 门 万 有 mm 双 鞭 
Ff, JAMA VERMA nM. 每 次 去 散步 ， 他 束 抛 斤 一 枚 均匀 硬币 以 决定 
是 从 前 面 的 门廊 离开 还 是 从 后 面 的 门 序 离 开 ， 然 后 他 走 到 那个 门 亡 罕 上 
一 双 靳 子 去 散步 .他 回 到 每 个 门廊 的 可 能 性 是 30/29， 与 他 的 出 发 点 无 
天， 而 且 靳 子 束 留 在 了 他 回来 的 那个 门 遍 .这 样 在 一 次 散步 之 后 ， 前 面 
的 门廊 就 有 + 中 双 靳 子 ， 而 后 面 的 门廊 就 有 + a. a RA 
子 都 扒 在 了 一 个 门廊 ， 而 他 却 决 定 从 另 一 个 门廊 离开 ， 那 么 他 就 会 因 不 
PE re MIB, MAMARE. 假设 他 一 直 进 行 这 样 散步 直到 
不 得 不 痛 兰 地 结束 假期 ， 设 wm 是 他 恰好 完成 NIRA 
率 ， 在 开始 时 ， 前 面 的 门厅 有 冯 双 鞭子 ， 后 面 的 门 友 有 7 双 识 子 . 于 

是 ， 如 果 mm 和 nn 两 者 都 是 正 数 ， 则 



































: ] wu。 了 al 
Pxy({m,n) = ANANN —ln+1)+ 5 PN- 1(m. ree ee 十 1,n 一 1). 


得 到 这 个 公式 是 因为 第 一 次 散步 要 么 是 前 /后 门廊 ， 前 /前 门廊 ， 后 /后 门 


廊 ， 或 者 后 /前 门廊 ， 每 一 种 方式 的 概率 都 是 4， 剩 下 还 有 N - 1 次 散 


wD . 


a 通过 找到 当 m = 0 或 者 n = 0 时 成 立 的 公式 来 完成 天 于 Pntm, rsa VA 
A. 利用 这 个 递归 式 得 到 对 下 面 概率 生成 函数 成 立 的 方程 : 


Gite) = > Py(m,n)z%. 


N20 


b 对 你 的 方程 微分 并 令 2 = 1， 这 样 就 得 到 诸 个 量 9m.n(1) 之 间 的 关系 . R 
解 这 些 方程 ， 这 样 就 确定 了 在 冻伤 前 散步 的 平均 次 数 . 


c 证 明 : 如 果 我 们 作 代 换 > = 1/cos9， 那 么 9mw 有 封闭 形式 : 

















cos @. 


Gm.n =a ; = 
sin(2m+2n+2)64 


( 1 sin(2m + 1) + sin(2n + 1)4 
g = 


50 ”考虑 函数 





1 \ l— z2 la .\fo..o\ 
H(:)=1+ => (2 3+ J —2z)(9—2)). 


a pe 
这 个 问题 的 日 的 是 要 证 明 22 = o t — re ae pe ae, 4 
到 有 关 它 的 某 些 基本 事实 . 








、 (1 — 2z)3/2(9— z)! = crzk.. 
ait Ai a 


并 将 最 后 那个 因子 展开 成 U O R. 
b 利用 a 以 及 习题 5.81 来 证 明 : (3 的 系数 全 是 正 的 . 
c 证 明令 人 惊叹 的 恒等式 


j l a 
19— H(z) /9—2z 
| Sa 9 


VITHE T VIt" 








d 互 的 均值 和 方差 是 什么 ? 


51 El Dorado 的 国家 彩票 利用 上 一 个 问题 中 定义 的 支付 分 布 REE 
票 价 值 1 达 布 隆 ， 而 以 概率 ht 支 付 k 达 布 隆 . 你 用 每 张 彩票 说 奖 的 机 会 
与 你 拥有 的 其 他 彩 如 的 获 交 机 会 完全 无 关 ， 换 句 话 说 ， 一 张 彩票 的 输 阅 
不 影响 你 在 同一 彩 肝 系统 可 能 购买 的 其 他 任何 一 张 彩票 的 获奖 概率 . 


并 早期 西班牙 探险 家 想象 中 的 南美 洲 黄金 

















H 

















a 假设 你 从 1 达 布 隆 开始 玩 这 个 游戏 . 如 果 你 赢得 人 达 布 隆 ， 那 么 就 在 第 
二 次 游戏 中 购买 张 彩票 ; 这 样 你 束 在 第 二 次 游戏 中 有 一 个 总 的 获奖 金 
额 ， 并 将 它们 全 部 用 于 第 三 次 游戏 ， 如 此 一 直下 去 . 如 果 你 的 彩票 没有 
一 张 中 奖 ， 你 就 破产 且 不 得 不 退出 博彩 游戏 .证明 : 在 经 过 这 样 的 游戏 
n 轮 后 ， 你 目前 拥有 的 财产 总 额 的 概率 生成 函数 是 





1 ] 
l 





V (9—z)/{1—z)+2n-1 i y (9 — z)/(1 — z) + 2n — 1 
b 设 ,是 你 在 第 nR EA AARE ROR, H 
Gls) = giz +g? + 证 明 GU) =1.( 这 就 意味 着 或 迟 或 早 你 一 定 会 以 








概率 1 输 掉 ， 尽 管 你 在 游戏 期 间或 许 会 得 到 乐趣 ，) G 的 均值 和 方差 是 
什么 ? 


c 如 果 你 继续 玩 游 戏 直 到 破产 为 止 ， 你 所 购买 的 彩票 的 平均 总 数 是 多 


少 ? 


d 如果 你 从 2 达 布 隆 开始 游戏 ， 而 不 是 从 1 达 布 隆 开始 ， 那 么 直到 你 失去 
所 有 的 钱 为 止 ， 平 均 游 戏 次 数 等 于 什么 ? 


双 达 布 隆 
附加 题 


52 WH: 在 概率 空间 是 有 限 的 情形 下 ， 正 文中 随机 变量 的 中 位 数 以 及 

众 数 的 定义 在 某 种 意义 上 对 应 于 序列 的 中 位 数 以 及 众 数 的 定义 . 

53 证明 或 推翻 : OR AX. YA 2 是 随机 变量 ， 它 们 使 得 所 有 三 对 随机 

ARRAY). X, ZA Y, Zee Br), ABA X + Yj Z 也 是 独立 的 . 

54 方程 (8.20) 证 明了 VX 的 平均 值 是 VX. VX 的 方差 等 于 什么 ? 

55 ”一 副 正 规 的 纸牌 有 52 张 牌 ， 集 合 {人 A, 2,3,4,5,6,7,8,9,10,J,Q,K} 中 每 
考 


一 面值 有 四 张 牌 . 设 X 与 了 分 别 表示 最 上 面 以 及 最 下 面 的 牌 的 面值 ， 
虑 如 下 的 洗 牌 算法 : 


S1 随机 地 排列 纸牌 ， 使 得 每 一 种 排列 方式 都 以 概率 1122! 发 生 . 


S2 如 果 飞 拓 工 ， 就 抛掷 一 枚 出 现 正面 的 概率 为 P 的 不 均匀 硬币 ， 当 正面 
出 现时 就 回 到 步骤 $S1， 否 则 就 停止. 


每 一 次 的 硬币 抛掷 以 及 每 一 种 纸牌 的 排列 都 假设 与 所 有 其 他 的 随机 操作 
无 关 ， 在 这 个 过程 停止 之 后 ， 什 么 样 的 7 值 能 使 得 与 成 为 独立 的 了 
IEE? 











56 ”将 习题 48 中 的 飞盘 问题 从 五 边 形 推广 到 mm 边 形 . 在 一 般 情 形 下 ， 当 
飞盘 一 开始 处 于 相 邻 顶点 时 ， 无 冲突 抛 括 “目标 不 指 同 同一 个 人 的 抛 
RO 的 次 数 的 均值 和 方差 等 于 什么 ? 证 明 : 如 果 普 是 奇数 ， 则 抛掷 次 数 
的 概率 生成 函数 可 以 表示 成 为 硬币 抛掷 分 布 的 乘积 : 








_ 9 (2k — 1)r nt 2k — 1 yr 
k = Sinf >, qk = cos* 
其 中 ! 2m i 





提示 : 尝试 蔡 换 = 1/cos 4 


57 证明: 如 果 !>=3， 在 抛掷 一 枚 均匀 硬币 时 ，Penney 赌 注 游戏 中 的 模 
式 172---T1-1 TR FEE FL, 7271 72---T1-1- 

58 是否 存 在 一 个 由 /> 3 个 正面 以 及 反面 组 成 的 序列 A = ia, 

使 得 序列 H nTn 工 辣 7 在 Penney 赌 注 游戏 中 与 模式 4 相 比 表 
现 同样 地 好 ? 


59 是否 存在 由 正面 和 反面 组 成 的 模式 4 和 BB， 使 得 4 比 BER, HX 
抛掷 一 枚 均匀 硬币 时 ， 在 多 于 一 半 的 时 间 里 4 出 现在 B 之 前 ? 


60 WAR nee MN IEMA, bk <n. 
a 求 出 在 汉 个 列表 组 成 的 散 列 表 中 搜索 已 经 插入 的 第 项 以 及 第 n 项 所 
需要 的 探索 次 数 的 联合 分 布 的 概率 生成 函数 


1 
GI 10 2 ) = $ wine wP (Aa hnsk) 2P(hi ,hn;n) 
mm 
hi= 





的 封闭 形式 . 


b 尽管 随机 变量 Pn, sty: k)i P, ,和 :可 是 相关 的 ， 证 明 它 们 也 
有 那么 一 点 是 独立 的 : 
E(P(hi,--- hn: k)P(lhi, hn:n)) 
= (PP(hy,--- ,hn:k)) (EP(hi ,hn:n)). 


61 利用 上 一 题 的 结果 证 明 (8.104) . 
62 “习题 47 续 : RAD nie VINA ZA OU A AAAI HS. 
研究 题 


63 ” 正 态 分 布 (normal distribution) 是 一 种 非 离散 的 概率 分 布 ， 其 特征 
是 除了 均值 和 方差 之 外 所 有 其 他 的 累积 量 均 为 零 . 是 否 有 一 种 简单 的 方 
法 能 告诉 我 们 ， 一 列 给 定 的 累积 量 \sl;AAa,…)) 是 否 来 自 一 个 离散 的 
分 布 ? (在 一 个 离散 的 分 布 中 ， 所 有 的 概率 必定 都 “有 很 小 
JEE”. ) 











9 HNE ASYMPTOTICS 


能 求 得 精确 答案 是 非常 好 的 ， 我 们 会 满意 于 所 具有 的 完备 知识 ， 但 是 有 
时 也 需要 近似 的 结果 . 如果 磁 到 一 个 和 式 或 者 一 个 递归 式 ， 它 的 解 没 有 
封闭 形式 〈 就 我 们 所 知道 的 ) ， 而 我 们 仍然 希望 对 答案 有 所 了 解 ， 因 为 
我 们 并 不 坚持 要 么 了 解 一 切 要 么 一 无 所 知 . 即使 有 了 封闭 形式 ， 我 们 的 
因为 我 们 可 能 并 不 知道 怎样 将 它 与 其 他 的 封闭 
形式 了 


例如 ， 对 于 和 式 





人 二 ~ /3n 
oa k 
k=0 


(表面 上 ) 没有 封闭 形式 . 但 是 ， 知 道 
; 的 
Sr "2 
7 /， 当 了 一 cc 时 


也 不 错 ， 我 们 称 这 个 和 式 “ 渐 近 于 ”(asymptoticto) n) 如 果 有 


< 4 1 
ee (r) (2 A 9 (去 )) (9.1) 
n n 7° 


哇 .…... 来 了 个 A 开头 的 单词 . 

















这 样 更 详细 的 信息 ， 就 更 好 了 ， 它 给 出 了 “ 阶 为 1/"™ 的 相对 误差 ”， 但 就 
是 这 个 结果 也 不 足以 告诉 我 们 ， 5 与 其 他 量 相 比 有 多 大 .， SAER 
契 数 Fn， 谁 更 大 一 些 ? BRE: Mn 2 时 ， 我们 有 52 = 22 > Fs = 21 
， 但 最 终 还 是 Fini kite, By Pn ~ 0"/V5 且 信守 6.8541， 而 


En 151 1 PAA 
Sn = 4/ — (0. / 9) l1-—- +O a 。 (9.2) 
V mn 72n nij, 











这 一 草 的 目的 就 是 学 习 如 何不 费 大 力气 就 能 理解 并 且 推 导出 这 样 的 结 
RR. 





“症状 ”(symptom) ~ “a” (ptomaine) 这 样 的 单词 也 都 来 自 这 个 词根 . 





单词 渐 近 的 Casymptotic) 源 自 一 个 希腊 语词 根 ， 其 意义 是 “不 落 在 一 
i”. 上古 希腊 数学 家 们 在 研究 圆锥 截面 时 ， 就 考虑 过 类 似 y = V1 4 ory 
双 曲 线 . 


这 条 曲线 以 直线 y = TAY = ERER”. ro cc 时 ， 曲 线 接近 
这 些 渐 近 线 ， 但 永远 不 会 碰 到 这 些 渐 近 线 ， 现在 我 们 在 更 加 广泛 的 意义 
上 使 用 “ 渐 近 的 ?这 个 词 ， 表 示 当 某 个 参数 趋同 一 个 极限 值 时 与 真实 值 越 
来 越 接近 的 近似 值 . 对 我 们 来 说 ， 渐 近 值 惑 意味 独 “ 几 乎 落 在 一 起 ”. 

某 些 浙 近 公式 很 难 推导 出 来 ， 它 们 大 大 超出 了 本 书 的 范畴 .我 们 仅 束 此 
论题 进行 引导 性 的 讨论 ， 和 希望 能 打 好 适当 的 基础 ， 以 便 在 此 基础 上 进 一 
步 构建 技能 . 我们 对 理解 “< ~” 和 “0O” 等 类 似 符号 的 定义 特别 感 兴趣 ， 并 
将 研究 处 理 浙 近 量 的 基本 方法 . 




















91 量 的 等 级 A HIERARCHY 


实际 中 出 现 的 nn 的 函数 通常 有 不 同 的 “ 渐 近 增长 率 "， 它 们 中 的 一 个 比 为 
一 个 更 快 地 趋向 于 无 穷 . 我 们 就 将 这 表述 成 








f(n) < gln) 今 lim —— =0. (9.3) 
n 


E 如 果 f(n) <g(n) 且 gl n) < h(n), 那么 
f(n) <h(n). f(n) < gn) 也 可 以 记 为 9(m) > f(m) 这 个 记号 是 由 保罗 - 杜 
eae aa eres 


所 有 大 大 小 小 的 函数 . 


例如 n <， 非 正式 地 称 n 比 n? 增 长 得 更 慢 ， 实际 上 ， 当 a 与 5 是 任意 
实数 时 ， 








uy 


n? < n? eSa <B. (9.4) 


当然 ， 除 了 zm 的 项 之 外 还 有 许多 "的 函数 .我 们 可 以 用 关系 < 将 许多 函 
数 排列 成 包含 如 下 这 些 函 数 项 在 内 的 渐 近 的 大 小 等 级 次 序 : 


1 < log logn < logn < në < nf < nBr < cm 2 n” < ee. 
(这 里 zs 和 c 是 满足 0<s<1<c 的 任意 常数 . ) 


除了 1 之 外 ， 这 里 列 出 的 所 有 函数 当 n 趋 辐 无 穷 时 都 趋 咎 于 无 穷 . 
而 ， 当 我 们 想 把 一 个 新 的 函数 放 进 这 个 等 级 序列 中 时 ， 不 是 要 确定 它 是 
人 否 趋 向 无 穷 ， 而 是 要 确定 它 以 多 快 的 速度 趋 于 无 穷 . 


在 进行 渐 近 分 析 时 ， 这 样 做 有 助 于 塔 养 一 种 广阔 的 视野 : 在 想象 一 个 趋 
于 无 穷 的 变量 时 ， 我 们 应 该 考虑 大 的 数 CTHINK BIG) . 例如 ， 上 面 的 
等 级 序列 告诉 我 们 logn < mn” ”， 如 果 将 我 们 的 视野 局 限于 一 个 古 苹 尔 
(googl, Bl n = 10'”) 这 样 小 而 又 小 的 数 ， 那么 这 个 结论 似乎 是 错误 
的 ， 因 为 在 此 情形 下 ， logn = 100， 而 mn0001 仅 仅 是 10" = 1.0233. 但 

是 ， 如 果 我 们 往 大 取 到 十 戈 尔 普 勒 克 其 (googolplex，10 的 古 戈 尔 次 
FA), Bn =10, JPA logn = 10105 n? 10:0" 相 比 则 相形 见 











A. 


即使 =: 极 小 〈 比 方 说 小 于 1/10"” ) ， 只 要 nn 足够 大 ， oen 的 值 就 将 大 大 
小 于 产 的 值 .因为 如 果 取 = 10”， 其 中 是 如 此 地 大 而 使 得 < > 10“ 
， 那 么 就 有 1ogn = 10%, S&T n° 2 1910" FE, Ha (een) /n* 24 n 5 cc 
时 趋 于 零 . 


上 面 给 出 的 这 张 等 级 表 人 处 理 的 是 趋 于 无 穷 的 函数 . 然而， 我 们 也 各 对 趋 
于 零 的 函数 感 兴趣 ， 所 以 对 这 样 的 函数 有 一 个 类 似 的 等 级 表 是 有 用 的 . 
eee 我 们 就 得 到 一 个 等 级 表 ， 因 为 当 SOA 92) 永 不 为 零 时 我 
站 


一 张 越 来 越 小 的 等 级 表 ? 








3 ©] 1 
(a) < g(n)  —~ x —. (9.5) 
fin) xg gin) fin) 


于 是 ， 下 面 的 函数 〈 除 1 外 ) 都 趋 于 零 : 
t 2 4 1 1 1 1 1 


— < < < < < < < < l. 
Co nr cr nigr n& n: logn loglog7 


我 们 来 观察 几 个 其 | 看 看 它们 适宜 安插 在 什么 位 置 . 已 知 小 于 
ee fm 近似 等 于 mV/ ‘Inn. 由 于 也 n <1/Inn < i. 用 nn 来 
得 到 














注意 到 ， 


n™ (log n)°? (log log n)% < n (logn )?? (log log n)"5 


= (al Q2, a3) < (91. 35, 33), (9.6) 


实际 上 我 们 就 能 推广 〈9.4) . 这 里 * (01, 02,03) < (91, 52, 33) FR A AE T 
顺序 〈 字 典 顺 序 ) . 换言之 ， 或 者 有 <A, ae al = Bı H a2 < fy 
; 或 者 有 ay = SF ao = SoD) A a3 < Jy. 


函数 ev "又 如 何 ， 它 的 位 置 又 应 该 在 等 级 表 的 什么 地 方 呢 ? 我 们 可 以 
利用 规则 








ef < el 会 lm (f(n) — g(n)) = 一 cc (9.7) 
noo 


来 回答 这 样 的 问题 . 通过 取 对 数 ， 从 定义 〈9.3) 经 过 两 步 就 得 到 这 个 
结果 . 因此 有 


1 < f(n) < gin) > elf)! 2 elI), 


ae a a 1 < log logn < \/logn < € log n， 我 们 就 有 logn < eVlogn 一 nE. 
当 两 个 函数 fl 和 gl" 有 同样 的 增长 率 时 ， 我 们 就 写成 “f= gin), 
正式 的 定义 是 
fgn) e |f()|<Cl|g@| 有 | Cro], 
对 某 个 C 和 所 有 充分 大 的 n. (9.8 ) 


例如 ， 如 果 f(n) = cosn-+ arctan n H, g(n 是 一 个 非 零 的 常数 ， 此 式 就 成 
M. 我 们 很 快要 来 证 明 : 只 要 PAN 9 是 相同 次 数 的 多 项 式 ， 那 么 此 
结论 就 成 立 . 还 有 一 个 由 规则 





on (n) 
f(n)~g(n) & lm fin) 
i n—o0 gl n) 


定义 的 更 强 的 关系 . 在 此 情形 下 ， 我 们 就 说 “ ftn) 渐 近 等 于 9(n)”. 

G. H. 哈代 [9 引入 了 一 个 有 趣 而 重要 的 概念 ， 称 为 "对 数 -指数 函 

#” Clogarithmico- exponential function) 类 ， 它 用 递归 方式 定义 为 满足 
下 列 性 质 的 最 小 函数 类 5. 

。 对 所 有 实数 a， 常数 函数 f(r) = off LP. 

。 恒 等 函数 f(r) = nE LF. 


=] (9.9) 


。 如 果 SM gE LH, WA Fln) IRR. 
。 如 果 ELp, WA ef 四 亦 然 ， 


e。 如 果 几 m) 在 & 中 且 “ 最 终 取 正 的 值 >， 那 么 卫 f(r of. 
如 果 存 在 一 个 整数 no, EERE n > no 就 有 f(r) > 0， 那 么 函数 f(A 


为 “最 终 取 正 的 值 ”. 
例如 ， 我 们 可 以 用 这 些 规 则 来 证 明 : 只 要 P(A gE LR, ABA 





fin) +gin)b E LH, FAW fin) + g(n) = fin) (0 — g(n)) .如 果 fl 和 | 
9() 最 终 都 是 《中 取 正 值 的 函数 ， 那 么 它们 的 乘积 gl) = a 
以 及 商 S(n)/gln) = en7 mae g, pig VA) = 02! 这 样 的 





RAINE LH. MERREN T, 每 个 对 数 -指数 函数 要 么 最 终 是 正 的 ， 
要 么 最 终 是 负 的， 要 么 恒 等 于 零 . 这 样 一 来 ， 任 何 两 个 £ 函 数 的 积 与 商 
都 在 中 ， 除了 不 能 恒 为 零 的 函数 作 除数 之 外 . 


哈代 关于 对 数 -指数 函数 的 主要 定理 是 ， 它 们 构成 一 个 浙 近 等 级 如果 
f(n) 和 g(n) 是 中 的 任何 函数 ， 那 么 或 者 有 f(n) ghn), REA 
ee 或 者 有 TO) = 910) 在 最 后 一 种 情形 中 ， 事 实 上 存在 一 个 党 


a， 使 得 








f(n) ~ agin). 


哈代 定理 的 证 明 超 出 了 本 书 的 范畴 ， 不 过 有 必要 知道 这 个 定理 ， 因 为 几 
乎 每 一 个 我 们 需要 处 理 的 函数 部 在 £ 中 .在 实践 中 ， 一 般 来 说 我 们 不 难 
将 一 个 给 定 的 函数 放 进 一 个 给 定 的 渐 近 等 级 之 中 . 


9.2 ”大 0 记号 ONOTATION 


1894 年 ， 保 罗 : 巴 炙 曼 针对 渐 近 分 析 引 入 了 一 个 绝妙 的 记号 ， 在 后 来 的 
FHE, HER SISA CE RIK. RIE 


Hy, = lnn + y + OU/n) (9.10) 




















«th pp ` 旦 O(n 表示 个 量 让 Yon A EL 和 阶 不 超过 HIA s m 是 否 《 
Aya akon) (这 个 量 关 于 的 阶 不 超过 nn 的 阶 ) ， 它 本 身 是 否 真 的 包 
巴赫 曼 [171 

这 样 的 公式 里 见 到 过 它 ， 它 告诉 我 们 :第 n 个 调和 数 等 于 的 自然 对 数 
加 上 欧 拉 常 数 再 加 上 一 个 量 ， 这 个 量 是 “1/n 的 大 0". 最 后 这 个 量 不 是 
精确 给 定 的 ， 但 不 论 它 是 什么 ， 这 个 记号 断言 ， 它 的 绝对 值 不 大 于 1/7 
的 一 个 常数 倍 . 

O 记号 的 精妙 之 处 就 在 于 它 压 缩 掉 了 无 关 紧 要 的 细节 ， 让 我 们 能 集中 研 
究 其 重要 的 特征 : 如 果 47 的 常数 倍 不 重要 ， 那 么 量 CU 小 得 可 以 久 
略 不 计 . 


此 外 ， 我 们 可 以 将 O 用 在 公式 的 中 间 . 如 果 想 要 用 9.1 节 的 记号 表示 
(9.10) ， 我 们 就 必须 将 “了 n+ 4” 移 到 左边 并 给 出 


log log n 


H, —Inn—-vy = 














这 样 的 较 弱 的 结果 ， 或 者 给 出 


] 
H, —Inn-yx 
n 


这 样 的 更 强 的 结果 . 借助 大 O 记 号 ， 我 们 可 以 在 合适 的 位 置 上 明确 说 明 
适当 的 细 市 ， 而 无 需 移 项 . 


如 果 我 们 再 考虑 一 些 例 子 ， 就 能 更 加 清楚 地 了 解 不 精确 给 出 量 的 思想 . 
我 们 偶尔 用 记号 “ 土 * 来 表示 某 个 或 者 是 +] 或 者 是 -1 的 量 ， 我 们 并 不 知 
道 〈 或 者 似乎 并 不 在 意 ) 它 是 哪 一 个 值 ， 然 而 仍 可 以 在 公式 中 处理 它 . 











N. G. 德 布 鲁 因 在 他 的 Asymptotic Methods in Analysist "4 一 书 的 开始 考虑 
了 一 个 大 工 记号 ， 它 有 助 于 我 们 理解 大 OER LW3) 表 示 一 个 绝对 值 小 
于 5 的 数 〈 我 们 不 说 出 这 个 数 是 什么 ) ， 接 下 来 我 们 就 能 在 无 需 知 道 全 
部 事实 的 情况 下 执行 某 些 计算 . 例如 ， 我 们 可 以 推导 出 像 
1+ L(5) = L(6), L(2) + L(3) = L(5), L(2)L(3) = Z6)，e 2 = Ze) 这 样 的 
公式 . 但 是 我 们 不 能 得 出 结论 L(3) L3) = L(2)， 因 为 左边 有 可 能 是 
4 一 0. 实 际 上 ， 我 们 最 多 只 能 说 有 5(3) 一 L(3) = L(8). 
巴赫 曼 的 O 记 号 与 L 记 号 类 似 ， 甚 至 更 不 精确 : Otaj) 表 示 一 个 数 ， 这 个 
数 的 绝对 值 至 多 是 1°| 的 常数 倍 ， 我 们 不 说 这 个 数 是 什么 ， 甚 至 也 不 说 
这 个 常数 是 什么 . 当然， 如果 在 这 种 场合 没有 任何 变量 ， 那 么 “常数 ”的 
概念 也 就 毫 无 意义 ， 所 以 我 们 仅 在 至 少 有 一 个 量 〈 比 方 说 m”) 的 值 是 变 
动 的 情形 下 才 使 用 O 记 号 . 在 这 一 方面 ， 公 式 

fin) =O(g(n)), 对 所 有 n (9.11) 
这 并 非 胡 说 八道 ， 不 过 它 没什么 意义 . 
表示 存在 一 个 常数 C， 使 得 

|f(n)|s C'|g(n) |, HE n: (9.12) 
Ti 4 O (g(r) ir AARRE, ERRESA E (9.12) 的 函数 
1 中 /AW 的 值 是 未 知 的 ， 但 是 我 们 的 确 知 道 它们 不 太 大 .类 似 地 ， 上 
面 的 量 (mn) 表示 一 个 未 指定 的 函数 e), ceim el 了 与 
0 之 间 的 主要 区 别 是 : O 记 号 包含 一 个 未 指定 的 常数 C ， 0 的 每 一 次 出 
现 都 可 能 包含 一 个 不 同 的 C， 但 是 每 一 个 C 都 与 n 无 关 . 


我 得 到 一 张 小 小 的 清 我 得 到 一 张 小 小 的 清单 ， 这 张 清单 里 有 很 可 能 未 被 公开 的 令 
人 烦恼 的 项 目 和 细节 ， 它 们 从 未 被 遗漏 过 一 一 从 未 被 遗漏 过 .1 

























































































1 这 条 涂鸦 的 灵感 来 自 Athur Sullivan 和 W. S. Gilbert 合 作 创作 的 14 部 歌剧 作品 中 的 第 9 部 作品 
两 幕 喜剧 Mikado 〈 又 名 The Town of Titipu，1885 年 3 月 14 日 在 伦敦 首 演 ) 中 一 首 著名 的 歌曲 























例如 ， 我 们 知道 前 n 个 平方 数 之 和 是 


1 i l BY l 9 l 
n = ni intro (n+ 1)= n+ on" + ths 
3 2 3 2 6 

















我 们 可 以 写成 














n = O(n?) 


3 1l l 3 1, 3.1) 2 3 
因为 |3 ” J a 5 Ta n slaf + [nl + <In|< shn| + 了 | +aln| 一 |n| 
EAD ， 类 似 地 ， 我 们 有 更 具体 的 公式 

















| ee PA 
e = 十 O(n?): 
3 


我 们 也 可 以 粗放 地 将 这 些 信息 抛弃 ， 而 将 它 写成 

三 CT 

在 0 的 定义 中 并 没有 要 求 给 出 最 好 可 能 的 界限 . 

稍 等 一 会 儿 ， 如 果 变量 "不 是 整数 又 如 何 呢 ? 如 果 有 一 个 

Sla) = 52° + PTERA Ct ak 是 实数 ) AWE? 此 时 我 们 


不 能 说 5(z) = O(c"), AAE S OPE ea 
得 无 春 ， 我 们 也 不 能 说 S(z) = O(z)， 因 为 比值 Stz)/z = 37 +27+6 当 
1o x 时 变 得 无 界 ， 所 以 表面 上 看 ， 我 们 不 能 对 s(z) 用 O 记 号 . 


对 于 这 一 两 难 困境 的 解决 方案 是 ， 与 0 一 起 使 用 的 变量 一 般 来 说 都 服从 
边界 条 件 ， 例 如 ， 如 果 我 们 约定 |"|> 1， 或 者 z > <， 其 中 = 是 任意 一 个 
正常 数 ， 或 者 z 是 一 个 整数 ， 那 么 我 们 就 能 写成 5(7) = Ol) 如 果 我 们 
约定 |"|< 1， 或 者 |"|< <， 其 中 c 是 任意 一 个 正常 数 ， 那 么 我 们 就 能 写成 
S(x) = O(a). O 记 号 是 由 它 的 环境 以 及 加 在 它 所 包含 的 变量 上 的 限制 条 
件 控制 的 . 

这 些 限制 条 件 常常 由 一 个 极限 关系 给 出 ， 例 如 ， 我 们 可 以 说 


f(n) = O(g(n)), n> oo. (9.13) 


这 就 意味 着 当 n“ 接 近 ”oe 时 假设 0 条 件 成 立 ， 我 们 只 关心 当 nt SAN 
时 候 会 发 生 什么 . 此 外 ， 我 们 甚至 并 不 明确 说 明 * 接 近 ” 的 含义 是 什么 ， 

















在 这 样 的 情形 下 ， 的 每 次 出 现 都 隐 含 地 断言 存在 两 个 常数 C 和 no E 
得 


fln) |< C gl n)|, 只 要 n 之 no. (9.14) 








{vers 未 同性 别 中 最 美丽 的 人 ， 让 我 作为 你 的 英雄 ; RER MAATRE ETEN 




















这 是 数学 家 Michael Stueben 献 给 他 所 钟爱 的 人 的 一 首 诗 . 








C 和 zo 的 值 对 每 个 Oo 都 可 能 是 不 相同 的 ， 但 是 它们 都 与 n 无 天 . 类 似 
地 ， 记 号 


f(z) =O(g(z)), cr 0 
表示 存在 两 个 常数 C 和 :<， 使 得 


|f(z)|< Clgl t) |, 只 要 |z| < €. (9.15) 








极限 值 不 一 定 是 < 或 者 0， 我 们 可 以 写成 








| 
因为 可 以 i 2 时 有 Iz 一 2+1|< |2 


我 们 关于 的 定义 已 经 逐渐 发 展 起 来 ， 经 过 几 页 讨论 之 后 ， 从 茶 种 看 起 

来 十 分 明显 的 东西 澳 变 为 菜 种 看 起 来 有 点 复杂 的 东西 . 我 们 现在 是 用 O 

表示 一 个 未 定义 的 函数 以 及 一 两 个 未 指定 的 币 数 ， 这 些 数 与 问题 的 环境 

AR. 对 任何 一 个 合理 的 记号 来 说 ， 这 看 起 来 似乎 足够 复杂 了 ， are 

S ea OWNS Rete a. EE Bani 
J, 与 


























| 1 4 l Tae Spe 
一 了 ”十 -n^ + gn = O(n”) 
D 


3 2 





FEAR IGM, (ERAT AEA BOR TSE ARS, AN RAT 
能 从 恒等式 n= CU) 以 及 二 = O(n AEH n = 2 这 样 可 笑 的 结果 . AR 
们 对 CO 记号 以 及 包含 未 精确 指定 的 量 的 任何 其 他 公式 进行 研究 时 ， 我 们 


都 是 在 处 理 单 同等 式 Cone-way equality) . 方程 右边 给 出 的 信息 并 不 比 
左边 给 出 的 多 ， 而 且 有 可 能 更 少 ， 右 边 是 左边 的 “ 粗 胚 ”. 


“为 了 避免 等 于 * 这 些 词汇 的 繁琐 重复 ， 我 将 像 我 求解 数学 问题 时 那样 ， 用 一 对 平行 线 ， 
也 就 是 像 * 一 * 这 样 有 相同 斜率 和 相同 长 度 的 线段 来 表示 .我 用 这 个 记号 是 因为 没有 什么 比 这 
样 两 条 线段 更 加 相等 了 ”3 

一 —R. 雷 科 德 9309 















































3R. 雷 科 德 (1510 一 1558〉 是 威尔士 的 一 名 医生 和 数学 家 ， 他 用 英语 而 oo a 语 吾 或 者 希腊 语 
写 过 一 些 有 影响 的 数学 教材 ， 供 普通 人 学 习 使 用 . 他 A 本 书 中 引入 了 等 号 .而 与 他 同时 
代 的 笛 卡 儿 和 费 马 等 还 在 使 用 “< 以 及 > :这 样 的 符号 作为 等 


ean A 
mia ISC] (对 某 个 常数 c) 的 所 有 函数 f(n) 的 集合 ， 一 个 
SAF O 记 号 的 普通 公式 9(n) 表 示 包 含 单个 函数 f(n) = 9(n) 的 集合 . 如 果 
SAI TH n 的 函数 组 成 的 集合 ， 则 记号 5+ 了 表示 形 如 /(") + 9(") 的 所 有 
函数 的 集合 ， 其 中 f(n) < 5， 而 9(n) eT， 其 他 像 5 -、sT、S/T、 
VS. cS. In 5 这 样 的 记号 有 类 似 的 定义 ， 严格 地 说 ， 这 样 的 函数 集合 之 
间 的 “等 式 ” 是 集合 包含 (set inclusion) ， 符 写 “=” 实 际 上 指 的 是 “C”， 这 
些 正式 的 定义 将 我 们 对 0 的 所 有 操作 建立 在 坚实 的 逻辑 基础 之 上 . 


例如 , “等 式 ” 






























































l 2 1/ EN / 3y 
+ O(n*) = O(n") 


表示 SC Se, Heo SEPARI” + 用 ("的 函数 组 成 的 集合 ， 对 它们 
存在 一 个 常数 Cu， 使 得 ”is Cole Li ss 是 所 有 函数 有 "组 成 的 集 
合 ， 对 它们 存在 常数 Ca， 使 得 | 及 DIS Cle | 在 左边 任意 取 一 个 元 素 并 


说 明 它 属于 右边 ， 即 可 正式 证 明 这 个 “等 式 ”; pu + 10"), ag 
AOA, ROUMEN, FEMER Co, f 




















Lay (ni < 7 ] r 
: ca Tag C= 3 + CI 即 达到 我 们 的 目的 ， 因 为 对 所 有 整 
数 省 n? < |n3l. 





如 果 “=” 真 的 表示 “ C”， 为 什么 我 们 不 用 “ S" 代 蔡 涉 用 的 等 号 呢 ? 这 里 有 


四 个 原因 . 


首先 是 习惯 .数论 学 家 开始 就 将 等 号 与 O 记 号 一 起 使 用 ， 这 种 习惯 浆 流 
i SR 
改 出 改变 . 


第 二 是 习惯 . 计算 机 使 用 者 相当 习惯 了 等 号 的 过 度 使 用 .多 年 来 ， 
FORTRAN 和 BASIC 程 序 员 一 直 都 在 书写 “N = N + 了 这样 的 赋值 语句 . 
再 多 一 次 滥用 也 无 妨 . 


第 三 是 习惯 .我 们 常常 把 =" 理解 为 单词 “是 *， 例 如 ， 将 公式 
Hy = O(logn) 读 成 * H FR n 是 logn 的 大 0*， 而 在 英语 中 ， 这 个 “是 "是 
单 向 的 ， 我 们 说 岛 是 动物 ， 但 是 不 说 动物 是 鸟 ，“ 动 物 "是 “ 鸟 " 的 粗大 


第 四 ， 对 我 们 的 目的 来 说 这 很 自然 ， 如 果 我 们 限制 只 在 O 记 号 占据 公式 
的 整个 右边 时 才 使 用 它 ， 就 如 在 调和 数 的 近似 值 Hn = O(log), REE 
排序 算法 的 花费 时 间 了 (7 = Oilogm) 中 那样 ， 那 么 我 们 用 “= ?或 是 别 的 
符号 都 没有 什么 关系 .但 是 当 我 们 在 一 个 表达 陈 的 中 间 使 用 O 记 号 时 ， 
就 像 通常 在 渐 近 计算 中 所 做 的 那样 ， 把 等 号 看 成 是 相等 ， 并 把 OW 这 
Re 





























“显然 ， 对 这 样 的 关系 来 说 ， 符 号 = 真 的 是 个 错误 的 符号 ， 因 为 它 隐 含 了 对 称 性 ， 而 这 里 
没有 这 样 的 对 称 性 .……. 然 而 ， 一 旦 给 出 了 这 样 的 警告 ， 使 用 符号 = 时 就 没什么 其 他 损害 
了 ， 我 们 就 保持 它 ， 因 为 除了 习惯 再 也 没有 其 他 更 充分 的 理由 了 .” 

一 一 德 : 布 鲁 因 [74] 






































所 以 我 们 将 继续 使 用 “=”， 而 且 继 续 将 24942)) 视 为 未 完全 指定 的 函数 . 
但 是 我 们 知道 ， 只 要 需要 ， 我 们 总 能 回 到 集合 论 的 定义 . 


在 我 们 对 定义 挑刺 儿 时 ， 应 该 提 太 一 桩 更 加 技术 性 的 事 : 如 果 在 问题 中 
ABETARE, O 记 号 形式 上 表示 两 个 或 者 更 多 个 《而 不 仅仅 是 一 个 ) 
变量 的 函数 的 集合 . 每 一 个 函数 的 定义 域 就 是 当前 “上 自由 ”变化 的 每 个 变 
量 . 








这 个 概念 可 能 有 一 扣 儿 不 好 理解 ， 因 为 一 个 变量 在 被 一 个 2 或 茶 个 类 似 
的 东西 控制 时 ， 它 可 能 只 在 一 个 表达 式 的 茶 些 部 分 有 定义 . 例如， 我 们 
来 更 仔细 地 观察 方程 





(E? + O(k)) = $n? + O(n?) 


k=0 ‘ y 整数 n 2 0. (9.16) 


左边 的 表达 式 忆 + ORRETAN + JU 站) 的 两 个 变量 的 函数 的 集 
A, EMEA, EE O < k < ngt EnS CK 对 于 
0<k<n， 这 一 组 函数 的 和 是 所 有 形 如 





n 


Ge oes OE PAE D | I 
> (P+ f (k,n) = gn? + on? + ent f(0,n) + f(n) +: + finn) 
‘ á ) 


k=0 


的 函数 ONS, FH /有 所 陈述 的 性 质 。 由 于 我 们 有 





a 1 | l , | ` 
am + ant fl0,n) + fll,n) +--+ finn) 
a D 
| | ， 
< “n? + <n? +C-0+C-1+---+C-n 
2 6 


<n*4+C(n2 + n)/2<(C+ 1)n?, 
故而 所 有 这 样 的 函数 ABR (9.16) WAZ, Fe (9.16) WH. 
人 们 有 时 会 假设 0 记号 给 出 了 精确 的 增长 的 阶 ， 从 而 过 度 使 用 它 ， 他 们 
用 它 束 好 像 它 既 给 出 了 下 界 又 给 出 了 上 界 . 例如 ， 对 7 个 数 进行 排序 的 


算法 可 以 称 为 是 无 效 的 ，“ 因 为 它 的 运行 时 间 是 O(n )* 但 是 运行 时 间 
O(n ) 并 不 意味 着 运 云 行 时 间 不 可 以 是 O(n). 下 界 有 另外 一 个 记号 ， 即 大 0 

















fin) = Q(g(n)) = |f(n)|> Clg(n)| HPL C > 0. (9.17) 








(现在 是 做 热身 题 第 3 题 和 第 4 题 的 好 时 机 .) 


RITA fin) = (gm)) 当 且 仪 当 9(m) = O (fin) .如 果 n 足 够 大 ， 则 运行 时 
i 0 FE ta vn EATER REAA 
0 


最 后 还 有 大 8B， 它 指出 精确 的 增长 的 阶 : 


f(n) = ©(g(n)) 人 SO f(n) = O(g(n)) H f(n) = 0(g9(n)). (9.18) 














FO HO MAS AMBER, DLO 记号 中 的 0 必定 是 大 写 的 希腊 字母 0. KEEA 
ee INA jie T tm Reg ee f 


我 们 有 f(r) = e(g(m)) 当 且 仅 当 根据 〈9.8) 中 的 记号 有 fn) = gln). 


爱 德 蒙 . 兰 道 ”35] 曾 创立 过 一 个 “小 o” 记 号 ， 
































f(n) = o(g(n)) < aves =\9(n)| Bray n > mofs) 以 及 所 有 常数 


> 0. (9.19) 
这 本 质 上 就 是 (9.3) 的 关系 An) < 9 我 们 还 有 
f(n) ~ gin) & f(n) = g(n) + o(g(n)). (9.20) 


许多 作者 在 渐 近 公 式 中 用 到 “ o”， 不 过 更 为 明晰 的 < O" 表 达 式 几乎 更 受 
欢迎 。 例 如 ， 一 种 称 为 “ 冒 泡 排 序 " 的 计算 机 方法 的 平均 运行 时 间 与 和 式 
Pin) = So Rei CX. WPM TR WEA 

P(n) ~ Vrn/2， 它 表示 当 -cc 时 比值 Ptn)/V rn/2 趋 向 于 1 然而， 考 


KEEL PO) Ven 而 不 是 考虑 比值 ， 才 能 对 Plo tea an 
THR: 














中 间 一 列 的 数据 并 不 令 人 信服 ， 这 列 数据 即便 起 丫 于 共 个 极限 ， 它 离 
Pin)/ v Tm? 快速 趋向 于 1 这 一 引信 注目 的 证 明 也 肯定 相差 甚 远 . 但 是 右 
边 一 列 数据 表明 P(n) 的 确 非 常 接近 于 VW 因此， 如 果 能 推导 出 形 如 


/ A 


P(n) = /an/2+O(1) 








的 公式 ， 甚 至 得 到 


P(n) = Vin]3— = + O(1/V7) 
这 样 更 精确 的 公式 ， 那 么 我 们 就 能 更 好 地 刻画 了 (的 性 状 特征 .要 证 明 
O 型 的 结 末 ， 需 要 渐 近 分 析 中 更 强 而 有 力 的 方法 ， 学 习 这 些 方法 所 需要 
的 额外 努力 ， 会 由 随 O 界 限 而 带 来 的 进一步 的 理解 而 得 到 很 大 补偿 . 


此 外 ， 许 多 排序 算法 都 有 形 如 


T(n) = Anlegen + Bn + O(logn) 


的 运行 时 间 (对 某 个 常数 4 和 BB) . 停止 在 Tin) ~ Anlgn 这 一 时 刻 得 到 
的 分 析 并 没有 说 出 整个 情节 ， 事 实 表 明 仅仅 以 其 4 的 值 作为 基础 选择 排 
序 算 法 不 是 好 的 策略 . 挑选 一 个 好 的 “ 3 第 各 会 以 得 到 一 个 坏 的 “ B” 为 
代价 .由 于 gn 增长 得 只 比 n 稍 快 一 点 儿 ， 因 而 渐 近 地 说 来 ， 更 快 的 算 
法 〔 带 有 上 略微 小 的 4 的 值 的 算法 ) 可 能 仅仅 对 实际 上 从 来 都 不 会 出 现 的 
n 的 值 更 快 一 些 , 于 是 ， 如 果 我 们 打算 正确 地 选择 方法 ， 就 必须 要 有 这 
样 的 渐 近 方法 ， 使 得 我 们 可 以 通过 第 一 项 计算 出 B 的 值 . 


在 继续 研究 O 之 前 ， 我 们 来 谈 一 谈 有 关 数 学 风格 这 个 小 的 方面 . 在 这 一 
章 里 ， 我 们 所 用 的 对 数 有 三 种 不 同 的 符号 : Ie. Inf log .我 们 常常 在 与 
计算 机 方法 有 关 的 地 方 使 用 “lg”， 因 为 在 这 样 的 情形 下 以 2 为 底 的 对 数 
常常 是 合适 的 ， 而 在 纯 数学 计算 中 我 们 和 常常 用 “lIn”， 因 为 自然 对 数 的 公 
式 既 好 用 又 简 单 .“1log” 昵 ?这 不 就 是 学 生 们 在 中 学 里 学 习 的 以 10 为 底 
的 “第 用 ”对 数 ， 即 已 被 事实 证 明 在 数学 和 计算 机 科学 中 很 不 常用 的 “ 常 
用 ”对 数 吗 ?是 的 ， 许 多 数学 家 都 会 在 用 log 表 示 自 然 对 数 或 者 以 2 为 底 
的 对 数 上 产生 混淆 .这 里 没有 完全 统一 的 约定 . 但 是 ， 当 对 数 出 现在 O 
记号 内 部 时 ， 我 们 通常 总 能 如 释 重负 般 松 一 口气 ， 因 为 0 急 略 不 计 乘积 
中 的 常数 倍数 . X n 二 oœ, Ogn), OU 以 及 Ollogn ) 之 间 没 有 什 























人 和 区别;， 类 似 地 ，OCUglgn、oOunmnm 以 及 OUoglogm 之 间 也 没有 什么 
区 别 . 我 们 可 以 选取 喜 欢 用 的 任何 一 种 对 数 ， log 似 乎 更 好 ， 因 为 它 更 
接近 发 首 . 于 是 ， 在 可 以 增强 可 读 性 且 不 致 引起 混淆 的 正文 中 ， 我 们 都 


使 用 log. 


还 有 ID ， 即 Duraflame 对 数 .4 





























4 这 是 著名 的 黑客 数学 家 Bill Gosper 所 提供 的 一 条 涂鸦 . 实际 上 并 没有 Duraflame 对 数 这 样 的 数学 
对 象 ， 这 里 的 ID 是 英文 Duraflame Logs 的 缩写 ，Duraflame 是 为 壁炉 等 提供 清洁 人 造 木 材 燃料 


的 美国 头号 燃 木 供应 商 


























a, yn < 10 时 ，log log log n 没有 定义 . 
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与 任何 的 数学 的 形式 化 相同 ，O 记 号 有 其 运算 规则 ， 这 些 规则 使 得 我 们 
不 用 再 纠缠 于 其 定义 中 的 纷繁 细节 . 一 旦 能 利用 定义 证 明 这 些 规 则 是 正 
确 的 ， 我 们 就 能 站 在 更 高 的 平台 上 ， 而 将 验证 一 组 函数 包含 在 另 一 组 中 
这 样 的 事情 抛 诸 脑 后 .我 们 甚至 不 需要 计算 每 一 个 O 所 包含 的 常数 C， 
只 要 遵守 法 则 以 确保 这 些 常数 的 存在 即 可 . 


遭 人 大 烦 的 秘密 ， 在 于 把 每 一 件 事 都 说 出 来 . 
伏 尔 泰 


例如 ， 我 们 可 以 一 苑 水 逸 地 证 明 


























mo Ol nm). m < m’: (9.21) 
O(f(n)) + O(g(n)) = O (|f(n)|+]g(n)]). (9.22) 
这 样 ， RAIE n DAVE 
Sn? + on? + En = O(n? ) + Oln? ) + O(n ) = O(n") 而 无 需 进 行 上 一 节 里 那 
样 费 力 的 计算 了 ， 
由 定义 ， 能 够 容易 地 推出 更 多 的 规则 : 
f(n)=O(f()) 3 (9.23 ) 
c-O(f(n))=O(f()), WR c BHA, (9.24 ) 
O(O(f(n)))=O(f@) ; (9.25) 
O( f(n))O(g(n)) = O( f(n)g(n)) ; (9.26 ) 
O( f(n)g(n)) = f(MO(g(n)) . (9.27) 


习题 9 证 明了 (9.22) ， 其 他 结论 的 证 明 类 似 . 我 们 总 可 以 用 右边 的 表 
达 式 代 葵 左边 的 式 子 ， 而 不 省 变量 nn 有 什么 样 的 边界 条 件 . 





方程 (9.27) 和 (9.23) 使 我 们 能 推导 出 恒等式 2 U) = CU) 有 
时 ， 这 有 助 于 避免 括号 ， 因 为 我 们 可 以 用 


O(log n)? 代替 O ( (log n)”) 





(注意 ;公式 O (f(r) 并 不 表示 gm) 在 O(f( T A “的 集合 ; 
gm) 这 样 的 函数 不 可 g 是 负 的 ， 但 是 集合 O JU)) 包 含 负 的 函数 .一 般 来 说 ， 当 S 是 
一 个 集合 时 ， 记号 S ERMAR S32 SRE A s rE 
有 平方 数 52 组 成 的 集合 (5 ES). 


这 两 者 都 比 * OUlog n)” 更 受 欢迎 ， 因 为 有 些 作者 用 O(log ") 表 示 
O(loglog n)， 故 而 表达 式 O(log*n) 有 歧义 . 


RITI EH 























O(log rn) 一 代替 O (( logn) Yo 


不 ! 这 是 滥用 记号 ， 因 为 函数 1/0Uog 组 成 的 集合 既 不 是 Ol1/ logm) 的 


子 集 ， 也 不 是 它 的 超 集 ， 我 们 可 以 合法 地 用 Uon) y O (losn) ) 
， 但 这 会 令 人 篮 众 ， 所 以 我 们 将 规定 ，“O 外 面 的 指数 "只 限于 常数 〈 须 
为 正 整 数 ) KH. 


时 级 数 给 我 们 一 些 最 为 有 用 的 运算 . 如 果 和 式 
S(z) = >: a2" 


n=O 





对 某 个 复数 = Zax les, ABA 
Z| [zol]. 





S(z) = 
这 是 很 显然 的 ， 因 为 
sols E lelle < Z fallal = 


eA, 4 z> oA S(z)=O01), mAn 一 off A S/n) = 00), 只 
要 SC) 对 ED — PSALM. AAR 原理 ， 我 们 可 以 很 方便 
并 用 CO 估计 其 余 项 例如， 不 仅仅 有 

S(z) = Of 门 还 


S(z) = ap + O(z), 
S(z) = a + az + O(2”), 


S(z) = X. a,z* +z” ta 人 


O<k<m n>m 
而 后 面 这 个 和 式 与 ?4z) 本 身 一 样 ， 对 = = 30 绝对 收敛 且 等 于 OU) 表 9-1 列 
出 了 一 些 最 有 用 的 渐 近 公式 ， 其 中 的 一 半 就 是 根据 这 个 法 则 直接 截断 圭 
级 数 得 到 的 . 





狄 利克 雷 级 数 是 形 如 2x21/ 的 和 式 ， 它 可 以 用 类 似 的 方法 截断 ， 如 
果 一 个 多利 克 竺 级 数 在 = aa 处 绝对 收 敬 ， 我 们 就 能 在 任何 一 项 处 将 它 
截断 并 得 到 对 Re > 只 31 成 立 的 近似 公 趟 


» ax /k* + O(m~~*). 


l<k<m 
记 住 : R 表示 “ 实 部 ” 
表 9-1 中 关于 伯 努 利 数 Bi 的 渐 近 公式 就 描述 了 这 一 原理 . 
表 9-1 Žn > œ 以 及 > 一 0 时 的 渐 近 通 近 

















1 1 1 1 
=]nn +y +— 一 一 一 +O| 一 9.28 
ON on De in (=) PHR 
cm ) ie =a 139 +o) (9.29) 
12n 288n*> 51840n° n 
B, =2 [n 偶数 ] CD E ——(1+2"+3"+0(4")) (9.30) 
! ! 

n(n) =——+—" zt a 2o Z ; (9.31) 

Inn (Inn) (Inn) (Inn) (logny 

f a ee 3 
e =1+z+—+—+—+0(z) (9.32) 
2! 3! 4! 
人 (9.33) 
DESF A l 

l =1+2z+2 +z +z*+0(z*) (9.34) 


l-z 


(1+2z)” =1+ ci 2 (3) +t) +O(z’) (9.35) 
2 3 4 


另 一 方面 ， 表 9-1 中 关于 Hn、n 以 及 TOREA ARH AEAEE 
ell sae T 2 a 
在 Y 的 情形 中 特别 容易 看 出 来 ， 因为 在 7.3 贡 的 例 5 中 我 们 已 经 看 到 过 


级 数 e Rnm) 处 处 发 散 ， 不 过 事实 证 明 ， 截 断 这 些 发 散 级 数 所 得 
到 的 近似 公式 是 有 用 的 . 


如 果 一 个 渐 近 逼近 形 如 f(m) + O lgl), Ah fn 不 包含 0， 那么 就 说 
它 有 绝对 误差 (absolute error) O(g(n)) .如 果 它 形 如 fin)(1+01 (g(n))), 
其 中 UAE O, MARIE ATM IR # (relative error) O (9(”)) 例 
如 ， 表 9-1 中 孔 的 逼近 有 绝对 误差 Cn“)，7 的 逼近 有 相对 误差 On ) 
( (9.29) 的 右边 实际 上 没有 所 要 求 的 形式 IO) (1+ O(n ))， 但 是 如 果 

我 们 希望 如 此 ， 可 以 将 它 重 新 写成 


[arn( ay" | l l 139 +o -4)) 
27 + 4 LO l 
ER e 127 288n? 51840n? a 


类 似 的 计算 是 习题 12 的 内 容 。〉 这 个 逼近 的 绝对 误差 是 O(n" Pe") 
RAR 0 项 ， 那 么 绝对 误差 与 小 数 点 右边 正确 的 十 进 制 数字 的 个 数 有 
天 ， 而 相对 误差 则 对 应 于 正确 的 “有 效 数字 ”的 个 数 . 

















(相对 误差 对 取 倒 数 是 适宜 的 ， 因 为 1/ (1 + Ole)) = 1+0(s)) 
我 们 可 以 利用 窜 级 数 的 截断 来 证 明 一 般 的 法 则 
In(1+O(f(@™))) =O(F()) , WR f(r) <1; (9.36) 
2°) =1+O(f(m)) , WER f) =00). (9.37) 


《这 里 我 们 假设 > 0:Ñ r> OL 对 mt+oOfz) 和 eV 有 类 似 
的 公式 成 立 ，) Blan, wein(1+g(n)) RF (9.36) 左边 的 任意 一 个 函 
数 ， 那 和 存在 常数 C” 芭 以 及 o KA 


lg(a) |S CIf(n)|s ce<1, FE n> no. 
由 此 推出 ， 无 限 和 式 


3 1 oy Sal 2 
ln (1 + g(n)) = g(n)- ( 一 59(n) 十 zgn) 一 …: ) 


HHE n > ma 收敛 ， 且 括号 中 的 级 数 以 常数 “2°13”* “为 界 ， 这 就 
证 明了 (9.36) ， (9.37) 的 证 明 类 似 . 等 式 (9.36) 和 (9.37) 合 在 一 
起 就 给 出 了 有 用 的 公式 


(1+O(f(n) Sm =14 0(f(n)g(n)), f(n) <1 H 
f(n)g(n) = O(1). (9.38) 


问题 1: [al Bae Ie ZH 


RINTI LAA H es FERRE, BAAD LR aie PH 
位 置 的 个 数 推导 出 了 等 式 (3.13) ， 





W = |N/K]+=K?+=K-3, K= ra | 


我 们 曾经 承诺 在 第 9 章 里 导出 W 的 一 个 渐 近 结果 . 好 的 ， 这 就 是 第 9 章 
了 ， 我 们 来 尝试 在 N > ce 时 对 ff 进行 估计 . 


ee 这 样 就 能 做 下 去 
ee 


K = N!” (1 + O(N-13 )) | 


这 称 为 “抽出 最 大 的 部 分 ”.. 《我 们 将 大 量 使 用 这 一 技巧 . ) 根据 
(9.38) 和 (9.26) ， 现 在 有 
K? = NVP (1+ O(N7"))* 
= N? (14+ O(N7"3)) = N” + O(N'S). 
类 似 地 ， 


NIK =N (140A A oa) 
= N*/3 (14+ O(N7"3)) + O(1) = N78 + O(N"). 


由 此 推出 取胜 位 置 的 个 数 是 


23 + O(N!) + — (N73 + O(N") + O(N") + O(1) 


NI 一 


N2/3 + OI! Nis ). ( 9.39) 


ml ow tS 


注意 O 项 是 如 何 相互 合并 只 保留 一 项 的 ， 这 很 典型 ， 这 个 例子 说 明了 为 
什么 O 记 号 在 公式 的 中 间 是 有 用 的 . 


问题 2， 斯 特 林 公 式 的 扰动 法 
Se ICE, OY n! 的 斯 特 林 近似 是 最 负 盛 名 的 渐 近 公式 .在 这 一 章 的 后 面 


我 们 要 来 证 明 它 ， 现 在 只 想 更 好 地 了 解 它 的 性 质 . 我 们 可 以 将 近似 公式 
写成 如 下 形式 : 对 某 个 常数 a 和 % 


ae ON | i ea eg 
ete bs ( n n? É ) “4 n 一 oH}. 
(9.40) 
由 于 此 式 对 所 有 大 的 ÉRA, EMA n — RE ni, FEREARE 
定 渐 近 地 成 立 : 


n—1 
l n— 1 1 b 、_3 ; 
(oD)! = Var Dd( «(14 +- 7+0 ((n-—1) *) . (9.41) 
e n—1l (n—1)° 


当然 ， 我 们 知道 (7 一 1)!= njn， 因 此 ， 用 nn 来 除 ， 则 这 个 公式 的 右边 就 
必定 简化 成 (9.40) 的 右边 . 


我 们 来 葵 试 简化 〈9.41) .如 末 抽 出 最 大 的 部 分 ， 那 么 第 一 个 因子 就 是 
可 以 处 理 的 了 : 























l 


rp _1\1/2 1 l 3 
y anin 一 二 ) 三 V2rn(1 一 mn = Vaan (: =e eT ») 


这 里 用 到 了 等 式 (9.35). 
类 似 地 ， 我 们 有 








a ai t ii a a 人 3 
Dakenn] == + — + On) 
n— 1 n n n4 
b b b 
3 = -zl n 1) = — + O(n4) 
(n — 1) nį n- 


O ((n — 1)~*) ke (n>a — a) = O(n™). 


(9.41) 中 仅 需要 一 点 技巧 去 处 理 的 是 因子 (n 一 1)”， 它 等 于 


n™1(1 = a = n™1(1 = ie (1 4 n`! mie n`? + O(n~*)) . 





(我 们 把 每 一 部 分 都 展开 ， 直 到 得 到 相对 误差 On ) 为 止 因为 乘积 的 
人 的 项 都 将 结合 在 
i.) 


为 了 展开 (1 一” )"， 我 们 首先 计算 nn(1 一 m-)， 然 后 构造 指数 en0-" 








(l—n | ie xp (nIn(1 — n ')) 
— exp ( 1 <n w 一 oo 
] 





这 里 用 了 记号 exp :而 不 是 e:， 因 为 它 允 许 我 们 在 公式 所 在 行 而 不 是 上 标 
位 置 对 复杂 的 指数 进行 处 理 . 为 了 在 展开 式 的 最 后 得 到 相对 误差 O(n”) 
， 我 们 必须 将 In -n 7) 展开 到 绝对 误差 项 O(n“)， 因 为 对 数 要 乘 以 nn. 








ee 的 右边 现在 化 简 成 VIRA n '/e" 再 乘 以 一 个 有 若干 个 因子 


] | 
( — in! Sn +O(n™) 
2 8 


9 


(1 +n +n? +O(n~*)) 


ANES a ee ee 
-| 1 n n “二 O(n “) 
2 24 


: (1 tan} + (a+ b)n rg Oln a) . 





将 它们 乘 开 ， 并 将 所 有 渐 近 项 合并 到 O(n ) 中 ， 就 得 到 


l y 2, 


—) 


nie! BAB tan + bn + O(n 的， 因为 那 是 与 
(940) 的 右边 匹配 所 需要 的 。 是 不 是 出 了 什么 问题 ? 没有 ， 只 要 
“+0 五， 一 切 就 都 很 好 . 

这 个 扰动 方法 并 没有 证 明 斯 特 林 近 似 的 正确 性 ， 但 是 它 的 确证 明了 菜 些 


东西 . 它 证 明了 公式 (9.40) 不 可 能 成 立 ， 除 非 ”12 如 果 我 们 在 
(940) 中 用 cn“+ OC ) 代 葵 了 OU" “)， 并 执行 计算 直到 得 到 相对 误 


差 O(n“)， 那 么 原本 就 能 推出 b 必 定 等 于 288， 正 如 表 9-1 中 那样 。 (这 
不 是 确定 a 和 b 的 值 最 容易 的 方法 ， 不 过 它 成 功 了 . ) 


问题 3: 第 n 个 素数 


等 式 〈9.31) 是 关于 MUN ABS n 的 素数 个 数 的 一 个 渐 近 公式 .如果 
用 P= Fn (nS RED RË n, MAM) =", AWA n > oN RA 


) ; 
n = seeing O p C (9.42) 
ln p (log p)“ 


我 们 来 尝试 对 求解 ”这 个 等 式 ， 这 样 就 能 知道 第 "个 素数 的 近似 大 


小 . 


第 一 步 是 简化 OM. 如 果 用 P/ InP 来 除 两 边 ， 我 们 就 会 发 现 nInp/pP 一 1 
， 于 是 P/lnp= O(n) A 


~~ 


t 

















p l n 
O 二 
(log p)* log p 


n 
= 0 : 
(= -) 
(我 们 有 ( log p)"! < (logn aR 因为 pon.) 


第 二 步 是 交换 除去 OTN (9.42) 的 两 边 . 这 是 合法 的 ， 因 为 有 一 般 性 
| 


an = bn +0 (f(n)) & bn = an t+ OO(f(n)). (9.43) 


(如 果 用 - 工 乘 以 两 边 ， 然 后 在 两 边 加 上 an + Pn, MAREEN E AY BE 
一 个 都 可 以 由 为 一 个 推出 。〉 从 而 


p : n eee 3 +) 
— =n+O =n(1+O(1/logn)). 
In p logn l 





HA 

p=nlnp(1+0(1/logn)). (9.44) 
这 就 是 关于 了 = hA — ANH E H RIRAN”. 我 们 的 目的 古 
要 将 它 改变 成 < 近似 的 封闭 形 式 ”， 通 过 渐 近 地 展开 递归 式 ， 能 够 做 到 这 
一 点 . 我 们 来 展开 (9.44) . 
两 边 取 对 数 得 到 


Inp = Inn+ InInp+ Of 1/ logn). (9.45) 


这 个 值 可 以 用 来 代 蔡 (9.44)〉 中 的 二 P， 但 是 在 代 换 之 前 ， 我 们 希望 去 
PA IWATA ?一直 渐 近 地 展 开 ， 那 个 P 最 后 必定 会 消失 ， 我 们 不 可 能 
ee ee AAMT TDAP, (9.44) 没有 指定 初 
HARTT - 


做 这 件 事 的 一 种 方法 是 证 明 较 弱 的 结果 P= O(n”) IG (9.44) 平方 并 
除 以 pn”, BIE 





) np) She 
Do e rO beni 
n4 p 


因为 当 一 cc 时 右边 趋 癌 于 零 . 好 的 ， 我 们 知道 了 了 = OU )， 这 样 一 
来 ， 就 有 了 log p = O(log n) 以 及 log log p = O(log logn ). 现 在 ， FH (9.45) 
就 能 得 出 结论 


Inp= Inn + O(log log n). 


事实 上 ， 有 了 这 个 新 的 估计 式 ， 我 们 就 能 断定 
lnlnp = InInn + O(log log n/ log7)， 现在 (9.45) 就 给 出 


Inp = Inn +InInn + O(log logn/log n). 
我 们 现在 可 以 将 这 个 公式 代入 《9.44) 的 右边 ， 得 到 
p=nlnn+nInInn + O(n). 
这 束 是 第 n 个 素数 的 近似 大 小 . 
利用 7(P) 的 一 个 更 好 的 近似 代替 〈9.42) ， 我 们 就 能 改进 这 个 估计 式 . 
(9.31) 的 下 一 项 告诉 我 们 
T A inp? oo (aa | an 


OOHRS, lee BB VAS 








p=n In p(1 + (Inp) 2 (1 十 O(1/log n)) ; (9.47) 

















再 次 拿 出 便条 纸 ， 伙 计 们 . 
Wie, WE. 


它 用 相对 误差 O(1/ logm) 代替 了 0O(1/ 1ogn). 取 对 数 并 保持 合适 的 精确 度 
(但 不 要 过 分 ) ， 现 在 就 得 到 





Be Fash . InIn p 
Inp =Inn+InInp+ O(1/logn) = lnn | 1 + — 


InInn _ flog log n ? 
lnln p = InInn + i +O 


nn log n 


E : N | 
+ O(1/ log n) 、 


Inn 








最 后 ， 我 们 将 这 些 结果 代入 〈9.47) 就 得 到 了 答案 : 








ln lnn n Perens 
Pr =ninn+nininn—n+n +O (9.48) 


Inn log n 


例如 ， 当 n= 105 时 ， 这 个 估计 式 给 出 13 631 363.6 + O(n/logn), mE 
100 万 个 素数 实际 上 是 15 485 863. 习题 21 表 明 ， 如 果 我 们 用 TPR EX 
确 的 近似 代替 (9.46) ， 就 能 对 已 得 到 更 加 精确 的 近似 . 

问题 4: 以 前 期 末 考 试 中 的 和 式 


具体 数学 这 门 诗 于 1970?1971 学 期 首次 在 斯 坦 福 大 学 教授 时 ， 曾 要 求学 
生 找 出 和 式 


coer: an (9.49) 





ie Ae Re Oln ) 的 渐 近 值 . 想象 一 下 ， 我 们 刚刚 看 到 这 个 期 末 考 
试题 ， 第 一 个 本 能 反应 会 是 什么 呢 ? 

KR, BANA. 我 们 的 第 一 个 反应 是 考虑 大 的 数 . 如 果 我 们 令 

n = 10“， 并 来 观察 这 个 和 式 ， 可 以 看 到 它 是 由 m 项 组 成 的 ， 其 中 每 一 
项 都 比 17 略 小 一 点 ， 因 此 这 个 和 式 比 1/7 上 略 小 一 点 .一般 来 说 ， 通 过 和 仔 
细 观 察 问题 ， 并 就 答案 得 到 一 个 大 致 正确 的 估计 ， 我 们 通常 能 就 一 个 浙 
近 问 题 得 到 合适 的 起 点 . 


提取 出 每 一 项 的 最 大 部 分 ， 我 们 来 尝试 改进 这 个 粗糙 的 估计 .我们 有 


l 1 l ke. ke Aa 
9 Fe ay, — 9 l oT RO t= ` 
n°+k n*(1+k/n*) né n? ni nê n> 


所 以 很 自然 要 尝试 对 所 有 这 样 的 近似 公式 求 和 : 


























| n? ni nê ns 710 
1 1 Jo gair -93 oP 
eee one ey 
n2 + 2 n? ni ne në 710 
l l n n? n? Si n ) 
) | — 
n2+n n? nin! në ‘n!’ 
n nin + 1) 
On — J T 
n4 2n4 
以 前 两 列 的 和 式 为 基础 ， 我 们 看 起 来 似乎 得 到 的 是 
Sn = n`! — n? + O(n~?) weer 3 T : 
2 ， 不 过 其 中 的 计算 充满 了 困难 . 





如 果 坚 持 这 么 做 ， 我 们 最 终 会 达到 目的 ， 但 是 由 于 两 个 原因 ， 我 们 不 愿 
意 费 心 对 其 他 的 列 求 和 .第 一 ， 当 ”2%< 7 时 ， 最 后 一 列 给 出 的 项 是 
OU )， 所 以 会 有 误差 O(n ). 这 个 误差 太 大 了 ， 我 们 还 要 在 展开 式 中 再 
包含 妃 外 一 项 .出 考题 的 人 会 是 这 样 的 虞 竺 狂 吗 ? 我 们 猜想 必定 有 更 好 
的 方法 . 第 二 ， 的 确 有 一 个 好 得 多 的 方法 ， 它 就 在 我 们 眼前 . 


睡衣 有 纽扣 吗 ? 5 





























‖ 5 与 正文 中 询问 “出 考题 的 人 是 虐待 狂 吗 ? ”一 样 ， 其 答案 都 是 显而易见 的 . 











这 就 是 说 ， 我 们 知道 5 的 一 个 封闭 形式 ， 它 正好 就 是 Hnn 一 Hm- 而 对 
于 调和 数 ， 我 们 知道 一 个 很 好 的 近似 ， 所 以 只 要 运用 它 两 次 : 











现在 我 们 可 以 像 在 研究 斯 特 林 近似 时 那 伴 ， 提 取出 大 的 项 并 加 以 条 化 ， 
于 是 











\ 9 9 ] 1 
In(n® +n) =Inn*4+In{1+—) =Inn*+ 5 + 
n 2né 3n 
1 a ] l 
n+n n? nè ni 
1 1 2 3 
(n2+n)? nt ns nê 
其 中 有 大 量 的 相互 项 抵消 ， 我 们 就 得 到 
» 1 l 1 | 
Sen on oh Me een Sn S 
2 3 4 ) 6 
1 Ean fee l _6 
一 一 ° + -n 一--n ”十 一 n 
2 2 
] 9 l —6 
+n ”一 一 7 
6 


再 加 上 等 于 O(n ) 的 项 .运用 点 算术 ， 我 们 就 成 功 地 得 到 


-， E ELE he eo /Q EN) 
De 一 7 -n “一 一 7 “+—-n “——n °+—n 十 OO '). (9.50) 
2 6 4 15 12 





如 果 我 们 能 从 数值 上 来 检验 这 个 答案 ， 就 更 好 了 ， 如 同 我 们 在 前 几 意 里 
得 到 精确 结果 时 所 做 的 那样 ， 渐 近 公式 更 难 验证 ， 任 意 大 的 常数 都 可 以 
隐藏 在 O 项 中 ， 所 以 任何 数值 检验 都 不 能 使 信服， 实际 上 ， 我 们 没有 
理由 认为 对 手 是 在 给 我 们 设置 陷阱 ， 所 以 可 以 候 设 未 知 的 常数 相当 地 
小 .用 袖珍 计算 器 可 以 算出 17118119120 而 我 
们 的 渐 近 估 计 式 在 n= 4 时 得 到 


1 将 ) er 
244. 4 a 十 oe ee = 0.217 0125. 
4 4\ 2°4\ 6°4\4'4\ 15°4° 12)/), 


REN ORE TASE, a TE RAN 
个 二 ”4096 的 差 ， 所 以 我 们 的 渐 近 解答 可 能 是 正确 的 . 
问题 5， 无 限 和 式 

现在 ， 我 们 来 看 由 所 风门 . 哥 隆 052] 提 出 的 一 个 渐 近 问题 : 





] | 
Ga ——s (9.51) 
a KN, (Kk) 


的 渐 近 值 是 什么 ? 其 中 Nal 有 是 将 表示 为 n 进 制 数 时 所 需要 的 位 数 . 


首先 我 们 再 次 给 出 一 个 大 致 正确 的 估计 .位 数 nl 近似 等 于 
log k= =logk / log N, e es ed (log n) /k(log k) xf koe 


= (log log k` TAPE we, y 、 
和 就 给 出 (osm)? ) ， 而 这 个 和 收敛 于 一 个 常数 值 ， 因 为 
它 可 以 与 积分 

D dr 1 n 1 

Jo znr?  mrzh ln2 


做 比较 .于 是 我 们 预计 Sn 大 约 等 于 Cllogn)”( 对 菜 个 常数 0) . 
这 种 不 太 严 格 的 分 析 对 于 加 深 问 题 的 了 解 是 有 用 但 是 我 们 需要 更 好 

















的 估计 来 解决 此 问题 ,一 种 思想 是 精确 地 表示 Ni A 
Nn (k) = | log, k] +1. (9.52) 
FR, Bn <k n’, KERE nd ANA HPS, MAAE 


log, k| = 2 时 发 生 . 由 此 推出 Nn(k) > log, k, 故而 
一 F 1/KN,(k)° < 1+ (logn) oe 7 1/k(log hk)”. 


如 同 在 问题 1 中 那样 ， 我 们 可 以 尝试 写成 WA) = log, k + O(1)， 并 将 它 
代入 5 的 公式 之 中 这 里 用 0(1) 表 示 的 项 总 是 在 0 与 1 之 间 ， 平 均 来 说 


大 约 是 2， 所 以 看 起 来 表现 正常 ， 但 是 对 于 了 解 5% 来 说 ， 它 还 不 是 足够 
好 的 近似 ， 当 很 小 时 ， 它 给 出 零 位 有 效 数字 (这 是 很 高 的 相对 误 
Fe) ， 而 这 些 就 是 对 此 和 式 页 献 最 多 的 项 . 我们 需要 一 种 不 同 的 思想 . 


关键 在 于 〈 如 同 在 问题 4 中 那样 ) ， 在 求助 渐 近 估计 式 之 前 ， 我 们 要 利 
人 我 们 可 以 引入 一 个 新 的 求 
ater, Bl m= Nn (KR). 


























这 看 起 来 或 许 比 我 们 一 开始 面 对 的 那个 和 式 更 不 好 ， 但 它 实 际 上 是 向 前 
进 了 一 步 ， 因 为 我 们 对 于 调和 数 有 了 很 好 的 近似 . 


我 们 还 需要 进一步 做 些 简 化 ， 而 不 要 莽撞 地 开始 渐 近 估计 . 借助 分 部 求 
和 法 ， 可 以 对 需要 近似 信 计 的 A DA NEATE, 


l l 
On = Aan Py phage scarry ah 
2 (RB P 
例如 ， HRA 1/2, BERRA- (我 们 已 经 用 到 了 
Hw- = Ho = 0 这 一 事实 ，) 


现在 我 们 已 经 准备 好 来 展开 这 些 调和 数 . 估计 (n 一 1)! 的 经 验 告诉 我 们 ， 
估计 Hw 要 比 估计 He AES, AAR (nS -了 杂乱 无 章 . 这 样 我 们 
wl MX 








1 Ee Oe 1 
Aye 1 = Ayr ane ee Inn TAF mpe F O nk nk =klnn+y7y-— 


AISLE I OA 


ji ] ji ] 
on = 2- (: lnn +y — Dnk +O a) (| TE z) 


a : ] D, a 
= (lnn) 十 了 22 一 523(n) +O (H3(n)) (9.53) 











我 们 先 来 做 23. 由 于 En E oO 项 ， 这 样 我 们 就 会 看 到 得 到 什么 样 的 误 
Faw (如 果 将 它们 合并 进 一 个 O 项 之 中 ， 那 么 执行 其 他 完全 精确 的 计算 
就 没有 意义 ， ) AAMA EL 


l 1 
wales = X oe ee ek 
ae (8 (k + 7) = 


k>1 





(合并 ) 进 一 个 大 OS 





| 6 正文 中 “合并 进 一 个 O 项 之 中 ”对 应 的 英文 是 “into a O”， 而 不 是 通常 英语 中 按 读 音 规 则 拼写 
| 的 : ‘into an OQ”， 因 为 这 里 的 字母 O 应 读 作 “big O” CK O). 








H% r> ] 时 收敛 ， P a T 

X(n’), WR En) = O(n“)， 从 而 (9.53) 有 绝对 误差 Oln?) 
了 减少 这 个 绝对 误 关 oe Hn 用 一 个 更 好 的 近似 ， 但 现在 
On AA wey.) 如 果 在 大 = 2 项 截断 3(n)， 就 得 到 





3(n) = 3 -1 + Oln?) 
3\n, 了 
这 束 是 我 们 所 需要 的 精确 度 . 
现在 来 处 理 22. 它 是 如 此 地 简单 : 





l ] l 1 1 
JC Ae at Ai Pree -3+ (3-5) + (5-5) +*…=1. 
最 后 ， 二 1 给 出 sn 的 首 项 ， 也 即 〈9.53) 中 Inn 的 系数 : 
T fi 1 
n= DG na) 


k>1 


过 
] A, A 3 3 Lk A (2) ae 
sank a at Verdana d! Ge ok EE Ue atte de e cette fea A 
4 4 9 9 16 1 4 9 ' “(如 果 








我 们 早先 没有 应 用 分 部 求 和 法 ， 就 会 直接 看 到 有 2x21 M/E, 
因为 Hw-1 一 Ho ~ nn， 所 以 分 部 求 和 法 无 助 于 计算 首 项 ， 尽 管 它 
的 确 使 得 我 们 的 某 些 其 他 工作 变 得 更 容易 ，) 


现在 我 们 已 经 计算 了 《9.53) 中 的 诸 个 所 以 可 以 将 所 有 结果 帮 到 一 
起 ， 从 而 得 到 哥 隆 问题 的 解答 : 


T 3 j! Pa 
De. = —In nn 二 YY 一 一 十 OI 一 |). (9.54) 


9 
6 Sn n- 














注意 ， 此 结果 要 比 原 来 的 粗略 估计 Cuogm) 增长 得 更 慢 ， 有 了 时 一 个 离散 
的 和 式 并 不 符合 连续 的 直观 感受 . 


问题 6: KO 
在 第 4 章 末 ， 我 们 注意 到 法 里 级 数 矿 中 分 数 的 个 数 是 1+ O(n), Hep 
O(n) = y(1) + y(2) +--+ y(n), 


Mme (4.62) 中 我 们 曾经 指出 





| | 
O(n) = 5 》 ulk) |n/k| |1+n/k]. (9.55) 
k>1 


现在 来 尝试 在 nn 很 大 时 估计 P). 〈 正 是 这 样 的 和 式 引 导 巴 赫 曼 首先 创造 
Hoids. ) 


将 公式 中 的 想象 成 很 大 的 数 ， 可 知 O(n) ARES REA. FEE, te 
果 最 后 的 因子 是 2/ 而 不 是 + 7/ 旭 ， 就 有 上 界 


r e ] il. 2 一 1 j 1 \2 =, / PA 
|D(n)|< > 2 [m/ 大 | < 5 2- (n/k) = a 


， 因 为 默 比 乌 斯 函数 由 已 取 值 


为 _1、0 或 者 +1 最 后 那个 因子 中 附加 的 “1 将 给 出 2 A 


MEX K > n 等 于 零 ， 所 以 以 绝对 值 来 说 它 不 可 能 大 于 7Hn = O(n log n). 
经 过 这 一 初步 分 析 ， 我 们 将 会 及 现 写成 


Vase 2 
= ` ulk) (=) + O(n log n) 
“| k=1 ‘ 


大 有 神 益 .这 就 去 掉 了 底 ， 剩 下 的 问题 是 以 精确 度 ONN log "计算 没有 底 





1 n 
的 和 式 2 a PON ey, RATRE DORRE O ow i 
Da OUE 那 是 很 容易 的 ， 可 以 直接 让 和 式 取 到 人 _ so， 因为 新 加 进 
去 的 项 是 
p(k) l i 1 


(7.89) 中 证 


pane p(k )/ k? = 





明了 WAL PSIA 


= 1 ( 1/k?) —= 6 IT? AA 
1an 1” ， 我 们 就 得 到 答案 
ci, 
(n) = 五 7 n? + + O(nlogn). (9.56) 
= 





(根据 1960 年 出 版 的 参考 文献 [316]， 这 个 误差 项 已 被 证 明 至 多 为 


O(n (log n)? 


x (loglogn )1+ T i i l 
. 另 一 方面 ， 按 照 参考 文献 [275] 可 知 ， 它 不 会 小 到 像 


O (r (log log n) 3 
那么 大 .) 


9.4 两 个 渐 近 技巧 TWO ASYMPTOTIC 
TRICKS 


既然 有 了 一 些 对 O 进 行 操 作 的 工具 ， 我 们 惑 可 以 从 稍微 高 一 些 的 视角 来 
观 罕 我 们 做 过 什么 . 这 样 ， 当 需要 解决 更 棘手 的 问题 时 ， 我 们 在 “ 渐 近 
臣 库 ?中 就 会 有 一 些 重要 的 武器 . 

技巧 1: 自助 法 

在 9.3 市 的 问题 3 中 估计 第 "个 系数 户 时 ， 我 们 求解 了 一 个 形 如 


Pa = nin P, (1 + O(1/logn)) 


的 渐 近 递归 式 ， 我 们 首先 利用 此 递归 式 证 明了 一 个 较 弱 的 结果 O(n”), 
从 而 证 明了 Pn = nlan + nininn + O(n) XERA EB BIE (bootstrap) 的 
一 般 方 法 的 特例 .根据 自助 法 ， 首 先 得 到 一 个 粗略 的 估计 式 并 将 它 代 入 
该 递归 式 ， 就 渐 近 地 解 出 了 递归 式 . 用 这 样 的 方法 ， 我 们 常常 能 得 到 越 
来 越 好 的 估计 ,“ 通 过 目 助 提升 目 己 ” 


有 男 一 个 问题 ， 很 好 地 描述 了 自助 法 : 当 n 一 sec 时， 生成 函数 
„k 
G(z) = exp (>: 3 (9.57) 
k21 ` 


0 E E 
fr El 





DO 天 一 
G' (z) = >» Ga = $3 = G(z), 
n=0 š 
令 两 边 2"! 的 系数 相等 就 给 出 递归 式 
gk EEN 
= : : (9.58) 
nig Yo 95 


我 们 的 问题 等 价 于 在 初始 条 件 90 = I 下 对 (9.58) 的 解 求 一 个 渐 近 公 





A. 前 面 几 个 值 


2400 259200 





没有 透露 出 太 多 的 规律 信息 ， 而 整数 数列 2"L9o) 没 有 出 现在 Sloane 的 
Handbook330] 一 书 中 ， 因 而 9 的 封闭 形式 似乎 超越 了 问题 的 范围 ， 而 渐 
近 信 息 可 能 就 是 我 们 所 能 希望 得 到 的 最 好 结果 了 . 


对 此 问题 ， 我 们 首先 注意 到 对 所 有 nn 宇 0 有 0< gn 1， 这 容易 用 归纳 法 
证 明 . 故而 我 们 就 有 了 一 个 出 发 点 : 


gn = O(1). 


事实 上 ， 这 个 等 式 可 以 作为 自助 法 运算 的 “催化 剂 ?， 将 它 代入 (9.58) 
的 右边 束 得 到 





O(1) og Dy \ 
Ne = a ie H,O(1) = Ollogn), 


从 而 有 


再 次 自助 : 





1 O | 1 e. ] g k l / k ) 
ngn 一 二 十 >> See a ka 
n 














n—k 
O<k<n 
1 O(log n) 
Dye k(n — k) 
ol, sy i 1 O(log n) 
on k n—k n 
O<k<n 
ji 2 A; l I ti 
二 一 十 一 Hn_10O(logn) = —O(logn)’, 
no n n 
得 到 
_ /logn 
grn=O 一 . (9.59) 
n 


可 以 一 直 做 下 去 吗 ? 看 起 来 对 所 有 IM» 我 们 有 gn = O(n"! logn)™. 
实际 并 非 如 此 ， 我 们 刚才 到 达 了 一 个 减 小 的 转折 点 . 自助 法 的 下 一 次 尝 
试 涉及 和 式 


1 1 1 1 lig , 2 
pa k2(n — k) E 2 (z nk n2(n— 5) on Bait T anal 
O<k<n O<k<n 
它 等 于 Qt )， 所 以 ， 我 们 对 gn 不 可 能 得 到 比 O(n) RAT TSK. 
实际 上 ， 现 在 我 们 对 gr 已 经 知道 得 足够 多 了 ， 因 而 可 以 应 用 提取 最 大 的 
部 分 这 一 技巧 : 


Jk 1 1 1 1 1 kgk , 
ng n aR (. 一 大 =) 1 a & sande ae k oe 


O<k<n O<k<n 














i Gi) =ew (jtt t) = (3 st 
这 里 的 第 一 个 和 式 是 4 9 ， 因 为 G(3 对 
mALS 1 都 收敛 ,第 二 个 和 式 是 第 一 个 和 式 的 尾部 ， 利 用 (9.59) 可 
以 得 到 一 个 上 界 : 








.9 .9 
(log 天 六 |/ ogn) 
> n=0() 72 )=o( ) 
kən k>n ' i 








最 后 这 个 估计 式 来 自 
(log k)? i (log n™+!)? i (m+ 1) logn) 
DE pdea ED A 


(习题 54 讨 论 了 估计 这 个 尾部 的 更 一 般 的 方法 . ) 
根据 已 经 熟知 的 论证 方法 ， “9.60) 中 的 第 三 个 和 式 是 


9 ; 3 
(logn) (logn) 
O — - | =O | —— |}. 
( om k(n — k) n 
O<k<n 


PRO. (9.60) 就 证 明了 





2 jn 
740 


€ oa AS / +4 \ 
gn = 7 F O| log nj n) . (9.61) 
n^ 


最 后 ， 我 们 可 以 将 这 个 公式 代 回 递归 式 中 ， 再 用 一 次 目 助 法 ， 结 果 就 是 


x? /6 


e 0 sAN 
Gn = z= + O(log n/n? ). (9.62) 
n4 





(习题 23 查 看 了 剩 下 的 oO. ) 
技巧 2: 交换 尾部 法 


我 们 用 与 推导 (的 渐 近 值 (9.56) 差不多 的 方法 得 到 了 (9.62) : 在 
这 两 种 情形 下 ， 我 们 部 是 从 一 个 有 限 和 式 开始 ， 通 过 考虑 一 个 无 限 和 式 
得 到 一 个 渐 近 值 . 我 们 不 可 能 通过 将 0 引入 到 求 和 项 中 直接 得 到 这 个 无 
限 和 式 ， 我 们 必须 小 心 谨慎 地 在 很 小 时 使 用 一 种 方法 ， 而 在 k 很 大 时 
A TS. 


我 们 现在 要 以 更 加 一 般 的 方式 讨论 重要 的 三 步 渐 近 求 和 方法 ， 上 面 那些 
推导 是 这 一 方法 的 特殊 情形 .只 要 我 们 想 想 要 估计 a te, LAY DA 


尝试 下 面 的 方法 . 

(这 个 重要 的 方法 是 由 拉 普 拉 斯 240 首 创 的 .) 
(1) 首先 将 和 式 分 裂 成 两 个 不 相交 的 范围 Dr 和 五 :对 Dn 求 和 应 该 是 “主要 
的 ”部 分 ， 其 含义 是 说 ， 当 n 很 大 时 ， 它 包含 足够 多 的 项 以 决定 这 个 和 
式 的 有 效 数字 .而 对 三 求 和 只 是 “尾部 的 ”末梢 ， 它 对 总 量 页 献 极 小 . 


(2) 求 渐 近 估计 








aln) = b(n) + O {ck(n)). 
Em k E DRM. RE TAN, OARDER. 
(3) 现 在 证 明 ， 下 面 三 个 和 式 中 的 每 一 个 都 很 小 : 
>, (=> aln), DO (2) = an) > (= > la). (9.63) 


人 ET keT, keDn 


如 果 这 三 步 都 能 成 功 完 成 ， 我 们 束 会 有 一 个 好 的 估计 : 
Y a(n) = > b(n)+0 (SO (n))+0 (>, (n)) +0 (SO w): 


KEDDnUTn k€ DnUTn 


看 看 理由 . 我们 可 以 “ 砍 掉 ?给 定 和 式 的 尾部 ， 在 范围 Dn 中 得 到 一 个 好 
的 估计 〈 有 一 个 好 的 估计 是 必要 的 ) : 


>. aln) S (bln) + O (ce (n) = br(n)+O om (n)). 


k€Dn k€Dn keEDn 
我 们 可 以 代 之 以 另 一 个 尾部 ， 尽 管 这 个 新 的 尾部 可 能 非常 通 近 原来 的 尾 
部 ， 因 为 尾部 实际 上 不 起 作用 : 


> a(n) = >. (bln) — bp (nm) + ag(n)) = > br(n)+O (> 十 


KETn KETn kETn 











渐 近 分 析 就 是 了 解 在 何 处 应 当 粗 略 ， 在 何 处 应 当 精 确 的 一 门 艺术 . 


例如 ， 计 算 〈9.60) 中 的 和 式 时 ， 我 们 就 有 


a(n) = [0 < k < n] gk/(n — k), 
be(n) = gk/n, 


ck(n) = kgk /n(n — k); 
其 求 和 范围 是 
Dn = {0,1, ,n—1}, Tr ={n,n+1,---}; 
我 们 发 现 
Ya(n)=0, Eln) = O ((logn} /n?), Eln) = O ((logn)*/n?) . 
这 就 导出 了 (9.61) . 
类 似 地 ， 佑 计 (9.55〉 中 的 COON, RATA 


a(n) = p(k) |n/k| [1+n/k|, br(n)= y(k)n? /k 
= 1,2,- ne, 了 {n +1.n +2,---}. 


注意 到 Ua(n }=0, (n) = Ol) 以 及 Eln) = O(n log n) ， 我 们 就 得 到 
(9.56) . 


这 里 是 妨 外 一 个 例子 ， ee RRE T: (与 上 面 的 
人 这 个 例子 一 般 性 地 描述 了 这 一 技巧 ， 其 中 Malm) £0.) 我 们 


bo 





È 





In(n + 2 
In = k! 


k>0 

















BOORAN TIN, SILES) cee. 


的 渐 近 值 ， 当 很 小 时 它 对 这 个 和 式 的 页 献 最 大 ， 因 为 是 在 分 母 中 . 
在 这 个 范围 里 我 们 有 


Qk 92k 93k 
ln(n + 2 多 = = lnn + — — — +0 (=) f (9.64) 


‘ ) 
n 2n+ 








可 以 证 明 ， 这 个 估计 式 对 0*< [ls7 成 立 ， 因 为 原来 用 O 截 断 的 项 以 
如 下 的 收 化 级 数 为 界 : 


Dkm 3k pk(m—3) 93k 1 1 93k 
X < - 》 - < Ls — — x J- 
ae! mn™ n°? sa nm-3 n3 9 4 n°? 


In < 2lenl-1 in < L. 
2 








(在 这 个 范 SEERA” 
这 样 一 来 ， 我 们 就 能 运用 刚刚 所 描述 的 三 步 方法 ， 其 中 


aln) = In(n + Py kt 
b(n) = Inn + 2* /n 一 4* /2n?) /1 
ce(n) = 8k ink: 
D, = {0,1,--- , [Ign] —1}, 
Toa =4 len), len) + ==}: 
我 们 所 要 做 的 就 是 对 (9.63) 中 的 三 个 2 找到 好 的 界 ， 我 们 将 会 知道 


大 =0 ax (n) & > m biln). 


在 和 式 的 主要 amema de 
dais /A=e /为 界 ， 所 以 能 用 oln-a 来 代替 它 ， 新 的 尾部 误差 是 


Zo 














>|lgn] 


E Inn + 2* + 4 
ee k! 


k>|Ign| 


Inn + 2lisrl + glen 4’ O n? 
i [lg n|! 2 k! \Hgnajy - 


EF Pen SE n EE TREAD EAR, RE 
nae (n) = O(n” 小 原来 尾部 的 误差 











> (n) = 2 aln) < a as 


k>|lgn] k>|lgn] 


“我 们 或 许 不 大 ， 但 我 们 很 小 .” 


a Ns 





最 后 ， 容 易 将 和 式 2_i0 全 (计算 成 封闭 形式 ， 这 样 就 得 到 了 所 要 的 渐 
WA sk: 


9k ) at 4 


In(n + 2*) € e l ee 
》 =elnn+——-—~-+O|{-—}. (9.65) 
k! n 2n2 n3 


k20 








事实 上 ， 我 们 所 用 的 方法 使 得 对 任何 固定 的 m > 0 显然 都 有 


In(n + 2*) = 1 ank e? | 1 ORAN 
pai ki =elnn+ >. (—1) nk +O as (9.66) 


k>0 k=1 
《如果 令 m > co, Lie ANNA EE n ARABI RAUNT.) 


FNM HA A Bo: 我 们 过 于 小 心 了 . 我们 是 在 假设 < snl 
基础 上 推导 出 (9.64) 的 ， 然 而 习题 53 证 明了 : 所 陈述 的 估计 式 实 际 上 
对 所 有 大 的 值 都 成 立 ， 如果 我 们 已 经 知道 这 个 更 强 的 一 般 性 结果 ， 那 么 
不 利用 这 个 两 尾部 技巧 ， 兴 许 就 能 直接 得 到 最 后 的 公式 ! 但 以 后 我 们 还 
题 ， 在 这 些 问 题 里 交换 尾部 是 仅 有 的 可 以 利用 的 恰当 方 

法 . 























9.5 KRMA EULER'S SUMMATION 
FORMULA 


为 了 学 习 下 一 个 技巧 (事实 上 ， 它 是 我 们 在 这 本 书 里 要 讨论 的 最 后 一 项 
重要 技术 ) ， 我 们 要 回 到 近似 和 式 的 一 般 性 方法 ， 它 由 欧 拉 100 于 1732 
年 首先 友 表 . 《这 一 思想 有 时 也 与 科 林 : 麦 郊区 林 的 名 字 联 系 在 一 起 ， 
后 者 当时 是 爱丁堡 的 一 位 数学 教授 ， 他 后 来 独立 发 现 了 它 BMS 
el 





这 个 公式 是 
> fo- ance +R, (9.67) 
sp R, =p" fo FAD pi (xd Hata <b; Won > 1. (9.68) 


其 左边 或 许 是 我 们 想 要 估计 的 典型 的 和 式 ， 右边 则 是 对 此 和 式 的 另 一 种 
表示 ， A uke 如 果 TRAE EA OED PE, 那么 它 就 
有 mm 阶 导数 ah ,三 ”tr)， 事 实 表明 这 个 公式 是 一 个 恒等式 . ER 
Aa he 其 右边 常常 是 左边 的 和 式 的 一 个 极 好 近似 . 
例如 我 们 将 看 到 ， 关 于 n! 的 斯 特 林 近似 是 欧 拉 求 和 公式 的 一 个 推论 ， 而 
关于 调和 数 An LI ID SR 


(9.67) 中 的 数 Bi 是 我 们 在 第 6 章 里 遇 到 的 伯 努 利 数 ，(9.68) 中 的 函 
数 Bm({2 站 是 我 们 在 第 7 章 里 过 到 的 伯 努 利多 项 式 . 如 同 在 第 3 章 里 那 
ce oe } 表 示 分 数 部 分 7 一 Le | . 欧 拉 求 和 公式 好 像 要 把 所 有 的 都 归结 
到 


我 们 想 想 小 的 伯 努 利 数 的 值 ， 因 为 将 它们 列 在 一 般 的 欧 拉 求 和 公式 劳 边 
总 是 很 方便 的 : 








] 
Bo = 1, Bi B= -, B4 = 一 一 ， Bg = . Bg = -—: 








By Bee By Pe Hea et: 


MES Ai ASAE WT FE Be SUNY ACB FEB, REE ZS SU A 


释 了 原因 : 如 果 令 f(z) — pL 就 有 f'™ (zr) = 0, 从 而 Rm = 0, 
(9.67) WX 











1 , . N 
of ee > 的 B; . (bmk 二 gerry. 
mm k 


fla, 4m = 3 时 就 有 我 们 喜欢 的 求 和 例子 : 


a 一 3 3 3 9 3 n? n? n 
PD (OL a a 


(这 是 我 们 在 本 书 中 最 后 一 次 推导 这 个 著名 的 公式 . ) 

天 下 没有 不 散 的 宴席 ， 
在 证 明 欧 拉 公 式 之 前 ， 我 们 来 关注 一 个 高 层次 的 理由 (归功 于 拉 格 朗 日 
12341) ， 为 什么 会 存在 这 样 一 个 公式 . 第 2 章 定 义 了 差分 算 子 入 并 说 明 


J: SH 、 的 道 运算 ， 正 像 /是 求 导 算 子 D 的 逆 运 算 一 样 . 我们 可 以 用 
D 表 示 A, 这 要 利用 泰勒 公式 : 

















a ae f(r) f"(2) 4 
f(z+e) = f(z)+ T Ep > eee 
H c= 1 就 有 
Af(r)= f(r+1)— f(z) 
= f'(x)/11 + f(x) /2t + f(z) /3!+--- 
= (D/1! + D?/2! + D?/3! +--+) f(x) = (e? — 1) f(z). (9.69) 
这 里 Psa 1+ :D/1!+ D?*/2!+ D9/3!+--- HE A= eP_1, E 





weer DU = 1/ 公 应 该 就 是 1/(e? 一 1)， 而 由 表 7-4 知 ， 
> /{e”™ 一 1) 一 2k / c! = 米 
/Ge = 1) = Dg Bee /是 一 个 包含 伯 努 利 数 的 宗 级 数 ， 从 而 





Bo Bi Bo B3_. Br, ae 
Pi Se ee pee = [+> 3 (9.70) 
D 1 2 3! l 


将 这 个 算 子 方程 应 用 于 f(7) 并 赋 以 上 下 限 ， 即 得 


b 
.加 二 = se) \dr + ate) (9.71) 


a 





而 这 恰好 就 是 没有 余 项 的 欧 拉 求 和 公式 (9.67). (事实 上 ， 欧 拉 并 没 
有 考虑 过 这 个 余 项 ， 其 他 人 也 没有 这 样 做 过 ， 直 到 S. D. 泊 松 235] 于 1823 
年 发 表 了 一 篇 有 关 近似 求 和 法 的 重要 研究 报告 ， 余 项 是 重要 的 ， 因 为 天 

') (k—1) r) 
限 和 式 Zro BDS a nt 我 们 对 (9.71) 的 推导 完 
全 是 形式 的 ， 没 有 考虑 收敛 性 ， 


现在 来 证 明 〈9.67) ， 包 括 余 项 在 内 . 我 们 只 要 证 明 a = 08 b= 1 的 情 
EIR T, 也 即 只 要 证 明 








1 1 
f (0) a f(x)dx 4 > Br p(k- 1) (3 ) (二 下 f Bri) (0m) (4) dr 
0 J 0 


J 0 kel k! m! 
这 是 因为 对 任何 整数 !， 此 后 都 可 以 用 fe + ORRE Sr), CREB) 


m [十 1 [十 1 
—(—1)™ | Bm | {2 elm) r)dr. 
J l 


/十 1 
1) = jd: Da fE!) (T) 
IY) fos ne l m! 


一 般 公式 (9.67) 恰好 是 这 个 恒等式 遍 取 a < 1 < /的 和 式 ， 因 为 中 间 项 
正好 缩减 掉 了 . 


a=0 H b= 1 情形 的 证 明 可 对 mm 用 归纳 法 进行 ， 先 考虑 m = 1 的 情形 : 


| lar i er E , ih ree 
f(0) = f(z)dz — = (f(1) — f(0)) + | x— =} f'(z)dz. 
J 0 & J 0 n 


(一 般 来 说 ， 伯 努 利多 项 式 Bn(7) 由 等 式 


Bm (x) = oD Bor™ TF (2) Biz™ | AY ocr yee ("") Baa (9.72) 


l 
T 一 一 . 
2 











定义 ， 故 而 特别 地 有 POTT 换言之 ， 我 们 想 要 证 明 


1 
fe u(r) =f(z) 以 及 ”3 时 的 特例 ， 从 而 m = 1 的 情形 容易 解决 . 


从 m 一 1 过 渡 到 mF FE BOT m > 1 的 归纳 证 明 ， 需要 证 明 
Rm-1 = (Bm/M!) fV (1)| +Rm 
0 





， 也 即 证 明 
\m Bm- 1 人 T) m—1) Bm (m—1) \ ym Bm ( T) m) 
(—1) f a (x)dr = —f™ ? (x)| —(—1) | — (z)dz. 
Jo (m-1)! m! 0 Jo m! 





这 就 转化 成 等 式 


, fd 
(1B pe) (x) = 





1 1 
/8 1 x) f™ 1)( r\dxr ndz+ | B,, (1 F(x) r) Jdz. 
J 0 JQ 


再 次 对 (9.73) 应 用 这 两 个 积分 ， 取 ulr) = fY (1) v(z) = Balt), 
因为 伯 努 利多 项 式 〈9.72) 的 导数 是 


作者 从 来 就 没有 认真 过 吗 ? 
= m B nk 
dz — k a = 


(" 3 ') Rat ** = mMBm_1(x). (9.74) 


(吸收 恒等式 (5.7) 在 这 里 有 用 . ) 这 样 一 来 ， 当 且 仅 当 


\ 1 | 1 
( I fre ( T) a ji EY aaia. (x) 


Q 





时 所 求 的 公式 成 立 ， 换 句 话说 ， 我 们 需要 有 


(—1)"B,, = B,(1) = B,, (0), m>1. (9.75) 
这 有 点 困难 ， 因 为 Bm(0) 显 然 等 于 Bn,， 而 不 等 于 (一 1)”Bm 但 实际 上 这 
里 没有 问题 ， 因为 m >l, 我 们 知道 当 m 为 奇数 时 Bm 等 于 零 . (又 是 
Ne, te AM A 
KEK. J 


机 完成 欧 KLAR AD ZS SORT UE 需要 指出 Bm(1) = Bm(0) ， 它 等 等 同 于 说 
oz 网 Bk = Bm, m> 1. 


k 





但 是 这 正好 是 伯 努 利 数 的 定义 〈6.79) ， 上 所 以 我 们 完成 了 . 
恒等式 Bi (x) = Bit 5 意味 着 


1 \ \ 
\ Bm+ 1) 一 Bm4 (0 
/ B,Azrjidr = (1) she, ; 
0 


m+ 1 





我 们 现在 知道 这 个 积分 当 m2 ] 时 为 零 ， 于 是 欧 拉 公式 中 的 余 项 ， 即 











是 用 一 个 函数 BT) (其 平均 值 为 零 ) 乘 以 "(7). 这 就 意味 着 Rn 有 
适当 的 机 会 取得 很 小 的 值 . 


我 们 来 更 仔细 观察 Bm(z) (0 < 2 < 1)， 因 为 Bamir) FE Rm 的 性 状 . 
下 图 是 针对 前 12 个 re 会 的 Bal) 图 形 . 





Bn(x) AS ree [ee 


Batm(X) ee me PR Se, 


尽管 Ba(7) 到 Bo(7) 都 相当 小 ， 但 伯 努 利多 项 式 和 伯 努 利 数 最 终 都 变 得 相 
当 大 .幸运 的 是 Am 有 补偿 因子 1/mi， 它 帮助 我 们 将 问题 摆平 . 


4m > 3 时 ， 2 的 图 形 开始 看 起 来 非常 像 “ 条 正弦 波 ， 习题 58 证 明 








cos | 2727 一 
了 ， 实 际 上 Bm(z) 可 以 用 2 P maids 其 误 
差 为 O (2 "maxz Bm ({r})) . 


eee 而 对 2 TS 是 正 的 ， 于 是 它 


XE Y 
的 积分 Bukta(zJ/C4K 十 2) 对“ E E T 
我 们 有 


Baga (1 — T) = — Barry (zt) OS r< 1, 
由 此 得 出 


Bape 9{1 —z) = Bip (x), QO<zrc<l. 


1 
„a(r dT 
常数 项 Bik+2 使 得 积分 „J, Baa 为 零 ， 因 此 Bart2 > 0。 Bata(z) 的 
ee ees 
积分 是 Bucsa(x)/(4k +3), 从 而 它 对 。 “为 正 数 ， 而 对 2 
必 为 负数 . 此 下， Bak+3(1 — 2) = 一 Bak+3(T)， 所 以 Barra (2) BA Bar (T) 
的 性 质 ， 不 过 符号 相反 ， 于是， Boal 内 有 Bao OMER, TIER 
号 相反 ; Barr) RA Fan Otel. 我 们 就 完成 了 一 个 循环 ， 通 过 








归纳 方法 对 所 有 的 确立 了 所 陈述 的 性 质 . 


| 


根据 这 一 分 析 ， B2m(7) 的 最 大 值 必定 在 z = 0 或 者 ” ”2 处 出 现 . 习题 17 
证 明了 


l pee 
Bam (3) = (2 —1)Boam, (9.76) 


因此 我 们 有 


(9.77) 











({r})l< 








这 可 以 用 来 对 欧 拉 求 和 公式 中 的 余 项 建立 有 用 的 上 界 ， 因 为 由 (6.89) 
知道 ， 当 m > 0 时 有 


[2 = D Im ((27) aii 

2m)! pias 

这 样 一 来 ， 我 们 就 可 以 将 欧 拉 公式 〈9.67) 改写 成 
= 三 flz)dz 一 f(r D oat fY (T) 


b 
FOLO f 
va 


例如 ， 如 果 SS= h, PAS AE A DE], SS RBI 














b 











a 


as 2 <b 


Fn ) (x) dr. ( 9.78 ) 








. i N l j j \ — 2m. 
NO e = (ee") r, — 5 + Bo/2!+ B4/4! +--+ + Bm/(2m)! a ((27) ™). 


as<k<b = 


当然 ， 我 们 知道 这 个 和 式 实际 上 是 一 个 几何 级 数 ， 它 等 


(eo 一 e")/(e—1)= (eè — e Bx/ Kk!. 


k>0 





如 果 对 axr< bp 有 fo (x) > 0, 则 积分 I fi E) 
b 
(2m-1) (7) 有 
PO, MARNE 


Bom b 


(2m)! 


| Ram|< 











PREY (x) 








a 


换 句 话说 ， 在 这 种 情形 ， 余 项 以 最 后 一 项 《恰好 在 余 项 前 的 那 一 项 ) 的 
大 小 为 界 . 如 果 知 道 


fe) (7) op fe" (zc) 20, agr gb, (9.79) 
BUNT Ae HS ES TP. PAR RHA RAR TN 
B. : 
Rom = Ori 2 f' dy (a ) \ 
(2m + 2)! a, HAO OA, <1. (9.80) 


换 句 话说 ， 余 项 将 位 于 0 与 〈9.78) PAS ORE mih 
加 ， 这 一 项 就 会 紧 接 最 后 一 项 出 现 ) 之 间 . 


这 里 是 证 明 : KARMAR NAH maiz, Hm > 0 时 有 Bm = 0 
， 从 而 am = fl2m+1， 第 一 个 被 抛弃 的 项 必定 是 


Rom E Rom+2 ` 


于 是 我 们 想 要 证 明 Ram 位 于 0 和 Ram — Rom+2 之 间 ， 此 结论 为 真 当 且 仅 当 
Ram 与 Ram+2 有 相反 的 符号 .我 们 断言 


“4acaxsop, fC"? (zc) >0 BR (-1)"Rom 2 0. (9.81) 


= (9.79) 合 起 来 ， 这 就 将 证 明 Rom Fl fe2m+2 有 相反 的 符号 ， 故而 完成 了 
(9.80) 的 证 明 . 


如 果 回 想 fe2m+1 的 定义 以 及 关于 Bam+1(7) 的 图 所 证 明 的 事实 ， 那 么 
(9.81) 的 证 明 并 不 困难 . 也 就 是 说 ， 我 们 有 





b B a) eae 外 
2m+1 ({2 }) (Oat ee 
Rom 一 Rom+1 = / 一 一 请 1) (rdr, 
` a 


(2m+ 1)! 


而 fC) A, BOVE ARB O (z) 是 正 的 ，〈 更 确切 地 
说 ， jz 是非 减 的 ， 因 为 它 的 导数 是 非 负 的 ，) Bam A Ee 
看 起 来 像 一 条 正弦 波 的 (-1)” 倍 ， 所 以 从 几何 角度 来 看 很 明显 ， 当 每 
个 正弦 波 乘 以 一 个 增加 函数 时 ， 它 的 后 一 半 要 比 前 一 半 有 更 大 的 影响 . 
和 
证 明 . 

















9.6 最 后 的 求 和 法 FINAL SUMMATIONS 


我 们 准备 结束 本 书 了， 现在 来 做 个 总 结 . 我 们 要 将 欧 拉 求 和 公式 应 用 到 
东 些 有 趣 且 重要 的 例子 上 去 . 


求 和 法 1: 此 例 过 于 简单 


我 们 首先 来 考虑 一 个 有 趣 但 并 不 重要 的 例子 ， 一 个 我 们 已 经 知道 怎样 做 
的 和 式 . 我 们 要 来 看 看 ， 如 果 将 欧 拉 求 和 公式 应 用 于 合 缩 的 和 式 


i 1 1 1 1 
sek a a 


它 会 告诉 我 们 什么 .这 并 不 妨碍 用 渐 近 等 价 这 一 辅助 工具 开始 欧 拉 求 和 
公式 的 第 一 个 重要 应 用 . 


我 们 可 以 首先 将 函数 Le) = zz + 1 写成 部 分 分 式 的 形式 











] 
T41’ 





A ] 
fiz)=-- 
T 


因为 这 会 使 得 积分 以 及 求 寻 变 得 更 加 容易 . 的 确 ， 我 们 有 
f(z) = —1/ +1/(z +1 以 及 Ptz) = 2/2° —2/(x +1), — Beh 


ee 1 1 

(ky j \k 7 

Sr) = (—1)*k! | —— — — |, k 20. 
f (z (T+ a) 


f Frzrjidr = Inz — ln(x + 1) i 


此 外 ， 
n+1 
将 它 代 入 求 和 公式 (9.67) 就 给 出 
2n KBK 1 1 ] iv 
7 n+] oe ale eee meee esc 


(a+ 1) 








l l l 1 
由 Rmin) = 一 / Bm ({r}) (aH eae pm dr. 


例如 ， 当 mm = 4 时 它 的 右边 是 


2n 1/1 ] 1 ] 1 l 3 
In -一 二 | 二 2 By ey 
n+1 2\n n+i1 2 12 \nf (n+1)° 4 
,1 1 ] 15 
和 120 n4 (n a 1)“ 16 + nan). 


这 就 陷入 了 混乱 ， 它 看 起 来 肯定 不 像 真 实 的 答案 1 一 n .不 过 我 们 还 是 
继续 走 下 去 ， 看 看 会 得 到 什么 ,我们 知道 上 怎样 将 右边 的 项 展开 成 n 的 负 
mex, beg Oln’): 





























n 1 i 1 
ln =n! + in? — n? + -n~t + O(n™®) 
n+l 2 
1 1 -2 3 1 5 
> nmo—-n“*+ nn +O{(n >”) 
n + 
] 一 2 3 1 5 
main n“~—2n 二 3n 二 O(n `) 
nn 十 1)< 
] E 
pe n+O(n™) 
TT 


这 样 一 来 ， 近 似 式 右边 的 项 相 加 就 得 到 


1 1 1 1 | 1 ] ] 1 -ð 
lIn2 十 一 十 一 一 ] + nm + 一 nm“ 
4 16 128 2 2 2: -2 . a2. J2 

] 2 i ‘ i 1 














n’ n “Al nA ARBOR eS EME a. 


如 果 一 切 顺利 ， 我 们 应 该 能 证 明 Ra(m) 是 渐 近 地 很 小 ， 可 能 就 是 On ) 
， 这 样 就 会 得 到 这 个 和 式 的 一 个 近似 .我们 可 外 证明 不 了 这个 吉 论 ， 因 


为 我 们 碰巧 得 知 正确 的 常数 项 应 该 是 1， 而 不 是 “1 128 ( 它 近 似 等 于 








89 de feats 
0.9978) ， 故 而 Rn) 实 际 上 等 于 28 D2 T OM”) 
式 并 没有 告诉 我 们 这 个 . 

换 句 话说 ， 我 们 失败 了 . 
尝试 男 一 种 方法 . 我 们 注意 到 ， 如 果 让 汉 变 得 越 来 越 大 ， 则 近似 公式 中 
的 常数 项 就 构成 一 种 模式 : 


， 然 而 欧 拉 求 和 公 








In2——B,+-—x -Bə 一 一 x - B} + 一 x —By-— = x — B; +- 
2 2 4 3 8 4 16 5 32 
似乎 可 以 证 明 ， 当 这 个 级 数 的 项 数 变 得 无 限时 ， 这 个 级 数 趋向 于 1? 但 
S04 ol. ~ 619: 
是 并 非 如 此 ， 伯 努 利 数 变 得 非常 大 例如， o m 7°") pa 


to 本 比 | 有 (大 得 多 得 多 .我们 彻底 失败 了 . 


然而 还 有 一 种 出 路 ， 而 且 事实 证 明 ， 这 种 逃逸 方法 在 欧 拉 公 式 的 其 他 应 
I 极限 : 


in | ] 有 
lim R(n) = — f Ba ({ IT}) ( - s) dr = F4{oo). 
n— o0 k 1 7 ` 


T? (x 4 1 j3 





(m) fan > | 2) Bm ({z} ) FON (x\dr 、 
当 工 一 oo 时 ， 只 要 ff“(7) = 二 0(T“)， 积 分 I 就 存 


在 ， 而 在 此 种 情形 下 ， f(z?) 肯 定 符合 要 求 . 此外， 我 们 有 


] 1 
Ra(n) = Ralo) + f Ba ({x}) (= 5) a 
Jn T” (x Tr Ly 


= Ry(oo) + OO! f rz ®dr) = Ry(00) +O(n-). 
v n 





这 样 我 们 就 用 欧 拉 求 和 公式 证 明了 ， 对 茶 个 常数 C 有 


] 39 4 a 
D k(k ~- = n2+ ———n + Ralo) + O(n ™)} 


我 们 并 不 知道 这 个 常数 是 什么 必须 用 男 外 菏 个 方法 才能 确定 它 ) ， 但 
旦 欧 拉 求 和 公式 使 我 们 能 推导 出 这 个 第 数 存 在 . 


假设 我 们 选取 的 是 mm 的 一 个 非常 大 的 值 ， 那 么 同样 的 推理 告诉 我 们 


Rm ln) = Rml >C) T Ono). 





这 样 束 会 得 到 公式 





5- 7" z =C—-n! +4 con? ME Can i a eon ™ ig O(n-™! 
isken S| 
(对 某 些 常数 c2,c3,…) 我 们 知道 诸 TEIE FABRE, KA 


了 保留 ier (对 欧 KBAR, 即便 不 是 对 我 们 自己 的 ) ， 我 们 还 是 要 
来 证 明 它 . 项 a 十 n+ 1x} cm 贡献 (—1)™/m, 项 (—1)™+1( Bm/m)n “贡献 


m{m-1 
| \m+1 / | \ Ki LNI \—k (—1) Bir/ K: 
(—1) Bn/m, 而 项 (—1) (Br/R)(n+t 1) 贡献 k-1 于 是 


Pama m — 1 
(=1) Cm 一 一 Ea bs 


l Ba Lees i ] 
= 十 k Be= — (1> Bm + Ball) — 1). 
kai S 





当 m > ] 时 它 肯 定 为 零 . 我 们 就 证 明了 


> l = C — n7! + O(n™™!) 
icken Ak +1) , fra m > 1. (9.82) 


这 还 不 足以 证 明 这 个 和 式 恰 好 等 于 C - n-!， 实 际 的 值 可 能 是 
C-n "或 者 另外 的 某 个 值 ， 但 是 欧 拉 求 和 公式 的 确 对 任意 大 的 m 
给 出 了 误差 的 界限 0(n” )， 即 便 如 此 ， 我 们 还 是 未 能 对 任何 余 项 显 式 
计算 出 其 数值 . 

求 和 法 1( 续 ) : 概述 与 推广 


在 放下 辅助 工具 之 前 ， 我 们 从 更 高 一 点 的 视角 来 回顾 一 下 刚刚 做 过 的 











F. 先 从 和 式 
Sn = > f(A 
l<k<n 


开始 ， 我 们 利用 欧 拉 求 和 公式 写成 


Sn = F(n) — F(1) + (Tiin) — 7. {1)) + Rmin), (9.83) 
k=1 


(x)d (KI) (7 W 
raroa | TOM mne ) 则 是 包含 BAL E. RA 
还 注意 到 ， 存 在 一 个 种 数 c， 使 得 当 z 一 ce 时 

fma = Ol"), SARA KAN m. 
就 是 说 ， f(A) RE L/h 1), Pir) In(z/{x+1)), cH _92, Ty T(z) 


iM (1) gear nt a, ims 
余 项 有 很 小 的 尾部 


Ri, (n) = Rm(oo) = Rm(n) 
| \ 7 Brn { I a Stes ee 
= (一 1)mt+1 f {a }) 人 \dr = = O(n c+1 m), (9.84) 
J n 


m! 
于 是 我 们 就 能 断言 存在 一 个 常数 C， 使 得 
Sp = F(n)+C+ >) T(n) — R 

k=1 


n). (9.85) 


(注意 ，C 恰 好 合并 了 TOUR, LEMS ARM. 


在 将 来 的 问题 中 ， 只 要 R(x) 存 在 就 直接 断言 c 的 存在 ， 这 样 我 们 就 能 
节省 不 必要 的 工作 了 .现在 假设 对 1<z<n 有 Ja(z) > 0 以 及 
fOr) > 0 我 们 就 证 明了 :这 意味 着 余 项 9.80) 有 一 个 简单 的 界 


Rom(n) = Omn (Tom42(n) = Tom+2(1) ) ; 





其 中 “nm 位 于 0 和 1 之 间 . 但 是 ， 我 们 实际 上 并 不 想 要 含有 Romin) AN 
LZ2m+2(1) 的 界 ， 毕 竟 我 们 在 引入 常数 C 时 去 除了 Te) SQ IE A 


Go FLN pa min 
—fy,,(n) = mnm (N ) 


这 样 的 界 ， 其 中 "< 9mn “ 1， 这 将 使 得 我 们 可 以 从 9.85) 得 出 结论 
Sn = F| n) e+ (n) + = Tak (n) + Pm nTm+2(7), (9.86) 
k=1 


从 而 余 项 的 确 介 于 零 和 第 一 个 被 抛弃 的 项 之 间 . 

对 上 面 的 方法 稍 加 修改 就 可 以 完美 地 弥合 一 切 . 我 们 假设 

FP") (7) SO DLR FP" (zr) 20, 4 r> ool. (9.87) 
(9.85) 的 右边 正好 像 是 欧 拉 求 和 公式 《9.67) Wa = nf b = cc 时 的 右 
边 的 相反 数 ， 融 余 项 而 言 ， 相 邻 的 余 项 是 对 mn 归纳 生成 的 .因此 上 面 的 
论证 方法 是 适用 的 . 

求 和 法 2: 调和 数 调和 化 

既然 我 们 已 经 从 一 个 平凡 《 且 无 风险 ) 的 例子 中 学 习 到 了 如 此 多 的 东 

西 ， 那 么 惑 能 容易 解雇 非 平 凡 的 问题 了 .我 们 来 利用 欧 拉 求 和 公式 导出 
本 的 近似 值 ， 我 们 对 此 已 经 宣称 一 段 时 间 了 . 

在 此 情形 下 ，f(7) = 1/7 根 据 求 和 法 1， 我 们 已 经 知道 1 的 积分 和 导数 ， 


LH r> oo 时 有 f(z7)=O(z”) 于 是 可 以 立即 代入 公式 (9.85) : 对 
某 个 第 数 C 有 














m 


] Box oan 
X ni lnn +C + Bin-! ` Ta Rop (n). 
I<k<n k—1 
左边 的 和 式 是 Ana, TOA An FACE Ha-1， 以 后 再 加 上 1/m， 要 比 面 
对 右边 围绕 (n+ 了) 产生 的 混乱 局 面 更 加 方便 。 Bin 将 会 变 成 
(Br + Dn = 1/(2n) 我 们 把 其 中 的 常数 称 为 7 以 代 蔡 Cc， 这 是 由 于 欧 拉 
常数 7 实际 上 就 定义 为 amn ;xlHn 一 几 n). 





ae 从 的 这 套 理 论 适 当地 加 以 估计 ， 因 为 对 所 有 
> 0# LO" (x) = (2m)! /1™+! 之 0. 从 而 (9.86) 告诉 我 们 


ml 


l Bo Bom+2 
2n 2kn? 
k=1 
其 中 Yn 是 介 于 0 和 1 之 间 的 某 个 分 数 . 这 是 个 一 般 性 的 公式 ， 它 的 前 几 
项 列 在 表 9-1 中 . GE, m= 2 时 ， 我 们 得 到 
1 1 1 7 


H, =\Inn+7y+ 5 + 一 一 (9.89) 
2n 12n? 120n4 252n° 


附带 指出 ， 这 个 等 式 即便 当 n = 2 时 也 给 出 了 ?7 的 一 个 好 的 近似 值 : 








H, = lnn + y+ (9.88) 


(E) : 
2k m,n (2m + 2)n?m+2 








48 1920 





其 中 = 介 于 0 与 16 128 之 间 . 如 果 我 们 取 n = 1 以 及 m = 250, PBS 
的 准确 到 1271 位 十 进 制 数字 的 值 ， 前 面 的 一 些 值 是 : 


y = 0.577 215 664 901 532 860 606 512 090 082 402 43 - (9.90) 


欧 拉 常 数 也 出 现在 其 他 公式 中 ， 这 些 公式 允许 我 们 对 它 进行 更 加 有 效 的 
估计 [3451 


求 和 法 3: 斯 特 林 近似 


如 果 f(z) =Ine, BAL) = 11z7， 所 以 我 们 就 能 利用 计算 倒数 之 和 的 
几乎 同样 的 方法 来 计算 对 数 的 和 式 .， 欧 拉 求 和 公式 给 出 


> Ink = Inn Bog Bom+2 
nk =ninn— RT > TPmn Ry ; 
2k(2k — 1)n?*-! J (2m + 2)(2m + 1)n271 


vas) a 即 * 斯 特 林 常数 "， 而 0 < Pmn <1. (在 这 一 情形 
下 ，f2mtz) 是 负 的 而 不 是 正 的 ， 但是 我 们 仍然 可 以 说 余 项 是 由 第 一 个 
E 因为 可 以 从 f(r) = -nz 而 不 是 f(x) = nz 开始 . 
将 Inn 加 到 两 边 就 给 出 : 4m = 








Inn ] ] Yan PERERIN 
+o + =~ + =. (9.91) 
2 12n 360n? 1260n 
过 在 两 边 取 指 数 ep， 我 们 就 能 得 到 表 9-1 中 的 这 个 逼近 . 
oe en a 事实 上 ， 
Fo eR EA a ek ese ee eer ee 
数 的 存在 . ) 


如 条 普 是 固定 的 数 ， 而 对 一 ce， 则 在 绝对 误 兰 的 意义 上 ， 这 个 一 般 性 的 
公式 可 以 对 Inn! 得 到 越 来 越 好 的 近似 ， 因 此 ， 在 相对 误差 的 意义 上 ， 它 
对 7 给 出 了 越 来 越 好 的 近似 . 但 是 如 末 n 是 国定 的 ， 而 mis OH, Wine 


7 ial ene ele ene Nae) SEM SP eee. F 
EAA BIRT A» REA AS TO ERE I R] n! 的 近似 程 


Inn! = nlnn — n + 














度 . 


海 森 堡 可 能 来 过 这 儿 .7 




















7 海 森 堡 (1901 一 1976) 是 德国 著名 的 理论 物理 学 家 ， 1927 年 提出 量子 力学 中 著名 的 测 不 准 原 
H. 由 于 在 创立 量子 力学 等 方面 做 出 了 重大 的 贡献 ， 他 于 1932 年 获得 了 诺 贝 尔 物理 学 奖 . 
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在 等 式 〈5.83) 中 ， 我 们 利用 欧 拉 建 议 使 用 的 定义 


l n+a os 
一 一 lim n 
a! n—oo n 


将 阶乘 推广 到 了 任意 实数 a. 假设 a 是 一 个 很 大 的 数 ， 那 么 


Ina! 一 lim ( Inn + Inn! — >a In{(a + v) . 
MM 30 . Ez 
欧 拉 求 和 公式 可 以 用 于 f(x) = nle + a) AHR: 


Dm (k+a)= F(a,n) — Fn(a,0) + Rom(a,n), 


ln(r +a) Bok 








F,,(a,z) = (x +a)ln(r+a)—r+ + p E 
2 i 2k(2k — 1)(x + a)” 
fay | Byak E 
Jo 2m (cr +a)” 


(这 里 我 们 对 a = 0 以 及 = mn 上 用 了 (9.67) ， 然 后 在 两 边 加 上 


In(n + a@) — Ina.) 如 果 我 们 从 Inn! 的 斯 特 林 近似 式 中 减 去 > In(k + a) 
的 近似 式 ， 然 后 加 上 a lnn 并 令 n 一 ce 取 极限 ， 就 得 到 


m 


lna Bok ~ Bam ({r}) dx 
Ina! = alna— + a : 
na! = aina—-a+ 5 Or 2 ' 2k) ak = lak 1 Dr ( Ee Ea 











1 
Ar i lnn + ninn 一 n+ Inn ee St ae +> —a 


， 而 其 他 没有 出 现在 这 里 的 项 都 趋同 于 零 . 从 而 斯 特 林 近似 的 性 状 对 广 
义 阶乘 (以 及 对 TT 函数 Tla + 1) = at) 与 对 通常 阶乘 完全 相同 . 


求 和 法 4: 钟 形 求 和 项 
我 们 现在 转向 一 个 别有风味 的 和 式 : 


=kaj —9/ _4/ siy _1/ =A) _9g/ 
日 ,一 e k*jn __ ..- 十 e 9/n +e 4/n +e 1/n 41lt+e 1/n +e 4/n +e 9/n 
k 
(9.92) 


这 是 一 个 双 同 无 限 和 式 ， ERIM 在 大 pA as 最 大 值 e = on 
A On, 因为 BE- TEUR =] Æ e N plh RAEN ERA 其 中 p(k 

| o I OPA RAS ERRA RRO. 如 果 n = t R 
上 








e 0 ~ 0.990 05, “4k =10° HY; 
ef" =] e ~ 0.367 88, 4k =10°R; 
人 当 =105! 时 . 





所 以 一 直到 增长 到 大 约 Vn 之 前 ， 求 和 项 都 非常 接近 于 1， 在 :上 增长 到 
V7 时 它 的 值 降 下 来 并 保持 接近 于 零 . 我 们 可 以 猜想 Bn 是 与 V7 成 比例 
的 . 这 里 画 的 是 当 = 10 时 e“/" 的 图 形 : 


ee ee 


更 大 的 n 值 只 是 将 这 个 图 形 水 平 拉 伸 一 个 因子 V7 
在 欧 拉 求 和 公式 中 令 f(x) =e ER a = -ofla = +o, RAI A 


估计 On. 《如果 无 穷 看 起 来 过 于 让 人 害怕 ， LAY a 二 一 A 以 及 b= +B, SR 
Ja FSB A, B> oo.) 如 果 用 uv 代替 T, f(x) ) 的 积分 是 =I 


十 co p +00 

—x?/n f= —u? Ep 
f e “ "dr = yn / e du = VnC, 
` 一 oo ` 一 CO 


J. a 的 值 是 熟知 的 ， 不 过 我 们 现在 将 它 记 为 C， 在 代入 欧 拉 求 
和 公式 之 后 再 回 到 这 儿 来 . 


我 们 需要 知道 的 下 一 件 事 是 导数 组 成 的 序列 PO), PC), DER 





f(r) 一 gz/ Vn), QT Se 


很 方便 . 接 下 来 ， 微 积分 的 链 式 法 则 告诉 我 们 





dFr) doly)dy I 
= r= , 
dr dy dr ' yn 
而 这 与 
1 
fT 
/n 


是 相同 的 . 由 归纳 法 有 
f(r) = nge (zr/ Vn). 


PAN, BATA G(x) = —2re LR g(x) = (47? 一 2)e”， 故 而 


| T aj | x \? 4) 
f'(z) = = (25) erm f pss a) = >) e7 in, 
V n V n n yT 2 


WAR BAT ABE fit LY ee) FL BES BT PT ACESS T. 
我 们 不 需要 精确 计算 (OA SA, ABM RAT BOGE rz = 十 cc 时 的 极 
限 值 ， 为 此 只 需要 注意 ，9(7) 的 每 个 导数 都 等 于 e“” 乘 以 一 个 关于 z 的 
多 项 式 : 

g(x) = Pelr), Kp 是 一 个 次 多 项 式 . 
这 可 由 归纳 法 推出 . 


X r> tool}, ABN e HS SL (7) 趋向 于 无 穷 快 得 多 ， 所 
以 对 所 有 天 > 0 我 们 有 


这 样 一 来 ， 所 有 的 项 





都 变 为 零 ， 只 剩 下 J rea 中 的 项 以 及 余 项 : 


©, =C¥n+(-1)"" 全 Fal) pom (x) de 
= (pe B, (6) "| 元] 
CVn + mi (ne g ip dx 


m! 








(x =uvn) 
_ m+l is B, 2 
= CVn ay . 2 Í (am) P,(u)e ” du 
n” =e m! 
=C¥nt+ on™”. 
Bm fuy n })| i |P(u)|e du.. 
由 于 有 界 且 只 要 P 是 多 项 式 ， 就 存在 ， 


ca otii. ( O 项 中 蕴涵 的 常数 与 mn 有关， ) 


我 们 已 经 证 明了 ， 对 任意 大 的 M 有 Bn 一 CYn+Oln“)，8Bn 与 CVn 之 
间 的 差 古 “指数 型 的 小 量 *”.， 于 是 ， 我 们 来 确定 在 9 的 值 中 起 着 如 此 重 
BATE ALA Fe BLOC. 


确定 C 的 一 种 方法 是 通过 得 表 得 到 这 个 积分 ， 但 是 我 们 更 希望 知道 怎样 


推导 出 它 的 值 ， 这 样 即使 积分 不 在 所 列 的 表 中 也 能 够 计算 出 来 ， 初 等 微 
积分 就 足以 计算 出 C， 只 要 我 们 有 足够 的 智慧 来 观察 二 重 积 分 


十 co 十 ca 十 ca 
9 an = 7 
Oo = / e7 df ev dy = io J « (= ‘dardy. 
` — OO 


变换 成 极 坐标 ， 得 到 





Pyr 


f dé = T. 
J 0 


所 以 C= Vr 一 + 久 =7 是 一 个 周 长 为 2rr 的 圆 的 方程 ， 这 一 事实 以 某 
种 方式 解释 了 为 什么 x 会 进入 到 运算 之 中 . 


mle NI= $ 


1 
` van fr y -eidi N 
计算 C 的 另外 一 种 方法 是 用 VIRE r, H2 ARE dr: 
C= | E e 7dr =? f | ez dz 一 f | tl2e-tdt. 
` oe J 0 J 0 


f t- ledt. 、 
Jo 于 是 证 明 


~ 
e 


日 ， ih tins tea o 
: Ra ae ey. (9.93) 
O 中 的 常数 与 W 有关， 这 就 是 我 们 为 什么 要 说 M 是 “固定 的 ”. 


例如 当 n = 2 时 ， 无 限 和 式 862 近似 等 于 2.506 628 288， 非 常 接近 于 

V27 = 2.506 628 275 了 ， 即 便 n 相 当 小 ， elo 的 值 与 10Vr 有 427 位 十 进 制 
数字 是 吻合 的 ! 习题 59 用 高 深 的 方法 对 9n 推 导出 一 个 快速 收敛 的 级 
数 ， 事 实证 明 有 


6, //mn =14+2e"™ + O(t). (9.94) 
求 和 法 5: 关键 论点 
现在 ， 我 们 要 来 计算 最 后 一 个 和 式 ， 这 个 和 式 将 告诉 我 们 斯 特 林 常数 o 
的 值 . 最 后 这 个 和 式 还 摘 述 了 最 后 这 一 章 及 整 本 书 里 的 许多 其 他 技术 ， 
所 以 对 我 们 来 说 ， 这 是 结束 探索 具体 数学 的 合适 方式 . 
这 个 最 后 任务 看 起 来 几乎 是 出 奇 地 容易 : 我 们 要 用 欧 拉 求 和 公式 来 寻求 


a= (7) 


k 

















的 渐 近 值 . 


这 和 古 已 知 答案 《〈 真 的 ? ) 的 另 一 种 情形 . 对 老 问 题 答 试 新 方法 求解 总 是 
有 意义 的 ， 这 使 我 们 可 以 对 事实 加 以 比较 ， 或许 还 能 及 现 一 些 新 的 东 
西 . 





所 以 我 们 雄心 勃勃 ， 并 意识 到 对 4 的 主要 贡献 来 自 中 间 靠 近 k 二 n 的 屠 
些 项 ， 选 取 记号 使 得 对 于 和 式 的 最 大 贡献 出 现在 k — 0 附近 ， 这 几乎 永 
远 是 一 个 好 想法 ， 因 为 这 样 就 可 以 利用 尾部 交换 技术 来 避 开 有 很 大 |*| 的 
那些 项 ， 于 是 我 们 就 用 n+ 大 代替; 


4 5 2n 3 (2n)! 
ae eis aad kj (n+ k(n om k)i 











AKA 4, HAARA K nR KM eZ On aE (n E 局 上 
现在 我 们 想 要 执行 与 尾部 交换 技巧 相关 的 三 步 程序 ， 即 想 要 写成 


(2n)! fo oes 


=a,(n) = b(n) + O(c, (n)), kE Dp. 





(n+ k)(n— k)! 


这 样 我 们 束 能 得 到 估计 式 


= (Nn)+ oO [> n(n] +O (>: hin) + p O (cln) ). 


k k¢D,, kDn keDn 


ett 
的 斯 特 林 近 近似 ， 但 是 采用 (9.91) 中 的 对 数 等 价 形式 进行 处 理会 更 加 容 


Ina, (n) = In(2n)!- In(n+k)!-In(n—k)! 


= 2nIn2n—2n +5Indn +0+O(n") 


1 (9.95 ) 
—(e+ int h)tntk- Inet k)—o+ Ont h) D) 





(n-k)In(n-k)+n-k Inn k)-o0 +O((n-k)') 


我 们 想 将 它 变换 成 一 个 合适 且 简 单 的 O 估 计 式 . 


借助 尾部 交换 法 ， 我 们 能 够 处 理 仅 当 在 “主要 的 ”集合 Ditto RICHY 
HR. 但 是 应 该 如 何 定义 Dill? 我 们 必须 使 得 Di 足够 小 ， 以 便 得 到 一 
个 好 的 估计 . 例如， 我 们 最 好 不 要 让 上 接近 n， 否 则 (9.95) 中 的 项 

oO ((n 一 月 ”) 就 会 变 得 无 限 大 .而 Di 也 必须 要 足够 大 ， 这 样 可 以 使 得 尾 
项 ( 即 满足 Ds 的 项 ) 与 总 的 和 式 相 比 小 到 忽略 不 计 ， 要 寻找 到 适当 
的 集合 Dn， 就 要 不 断 尝 试 、 纠 错 ， 在 这 个 问题 中 ， 我 们 要 做 的 计算 将 
会 指出 ， 如 下 定义 是 明智 的 : 


keD elkani, (9.96) 











实际 上 我 不 处 于 控制 地 位 . 
这 里 的 = 古 一 个 很 小 的 正 利 数 ， 在 设法 了 解 了 问题 的 对 象 之 后 ， 可 以 对 


0 


l 1 As 
Inag(n) = (> 一 5) ln2 — 0o — zmn + O(n S 


- (n+ k +3) mC + k/n) (« k +5) m0 — k/n): (9.97) 
《我 们 已 经 提取 出 了 对 数 的 大 的 部 分 ， 记 
In(n tk) = lnn +ln(1 k/n), 
这 就 使 得 Inn 项 中 许多 被 抵消 掉 . ) 
现在 需要 将 有 tl 二 人" 渐 近 地 展 开 ， 直到 得 到 一 个 当 一 oY 








士 大 十 二 E ai 
误差 项 . 我 们 用 (r ťa ln(1 + k/n), 这 样 就 能 利用 |A\< nh 
这 一 假设 将 此 对 数 展开 ， 直 到 得 到 ol ): 








mik+ 


1 
用 2 相 乘 即 得 


2 2 
te — 4+ — 4 On 7), 
2n n 


再 加 上 其 他 吸收 到 OC ) 中 的 项 ， 所 以 (9.97) 就 变 成 


， 1 ， ] 2) (1/243 
Inag(n) = | 2n + 3 ln 2 — ø — 5 Inn —k°/n+ O(n" ). 


a a 


取 指 数 ， 我 们 就 有 


j2n4+1/2 


aa 
这 就 是 近似 ， 得 到 


aln) eF M (1+ O(n Pe)). (9.98) 


52n4+1/2 


b(n) = = = 


ek jn . 
ea yn 


\ 由 二 
cln) = 2? nt ee Ein, 





注意 到 以 一 种 非常 简单 的 方式 进入 到 bln) (IZ. RIRS, 
因为 是 要 对 有 求 和 . 


尾部 交换 技巧 告诉 我 们 ， 如 果 完成 了 一 项 很 好 的 估计 任务 ， 则 2k*(" 
就 近似 等 于 2“(" 于 是 我 们 要 来 估计 





j2n4+1/2 j2n4+1/2 92n 


l9 

\ á _ p-2 / á á V ál j 

》 b(n) = ae ) erin — = On = = (1 + O(n =) 

e y/n e y/n e 
k k 











(S218 MUR Reel: 我 们 得 以 利用 前 面 例 子 中 的 和 式 Onr) AEREA 
心 的 ， 因 为 我 们 知道 原来 的 和 式 实 际 上 有 是 


多 么 迷人 的 巧合 . 


2n j \ 2n g2n 
i A 
k 


这 样 看 起 来 好 像 会 有 e” = V2r， 如 所 宣称 的 一 样 . 


但 是 有 一 个 隐 仿 的 困难 : 仍然 需要 证 明 我 们 的 估计 式 足 够 好 . 所 以 首先 
来 观察 由 Ce (TURES TRAE 


>- (n) = iD D277 = 1+3 o k? fn < 22Na -143s Ə,=0 (ia i) | 
|k|<nt/2+= 
我 不 喜欢 到 达 守 长 又 艰深 的 书 的 结尾 时 ， 作 者 连 一 句 良好 祝福 的 话 都 没有 .最 好 能 看 到 一 


句 “ 感 谢 你 阅读 本 书 ， 和 希望 它 对 你 有 用 ”之 类 的 话 ， 而 不 是 在 结尾 一 段 漫长 枯 煤 的 证 明 后 ， 
面 对 一 个 僵硬 冰 疹 的 硬 壳 封面 .你 明白 吗 ? 























mal 
好 的 ， 如 果 ” “3， 那 么 它 就 渐 近 地 小 于 前 一 个 和 式 . 
接 下 来 必须 要 检查 尾部 .我 们 有 
` ek? /n < exp(— [nv2+te| fn) ( ] +e-l/n te 2/n aoe ) ae (e™) l 


k>n!/2+= 


O (n), 


它 对 所 有 MEEF On), pio 2x#p,** 是 渐 近 地 忽略 不 计 的 ， 
(我 们 恰好 在 ma-* 处 选择 截断 ， 从 而 使 得 P/E Dn 之 外 像 指数 般 屠 
样 小 ， 像 mlogn 这 样 的 其 他 选择 也 会 足够 好 ， 所 得 到 的 估计 会 更 精确 
一 些 ， 不 过 公式 会 变 得 更 加 复杂 .我 们 不 需要 做 出 最 好 可 能 的 估计 ， 因 
为 我 们 的 主要 目的 是 确定 常数 o 的 值 ，) 类 似 地 ， 另 一 个 尾部 


2n 
= é ; 3 


k>nl 2 十 = 


以 27 乘 以 它 的 最 大 项 为 界 ， 它 的 最 大 项 出 现在 截断 点 大 二 同人 . 这 一 项 
已 知 近 似 等 于 bln), EG 如 相 比 是 指数 型 小 的 量 ， 而 指数 型 小 的 乘 数 
这 样 我 们 就 成 功 地 应 用 尾部 交换 技巧 证 明了 估计 式 


[Da 1 


i 2 /2 ， 
gan 一 > (7) = 22 十 DO(22nm gtac) O<e<-—. (9.99) 
€ e 6 
k 


感谢 你 阅读 本 书 ， 希 望 它 对 你 有 用 . 
作者 

















1 
我 们 可 以 选取 ””8， 这 就 得 到 结论 


] i 
o = — ln 2r. 
2 


证 明 完 毕 . 


习题 

热 号 题 

1 证 明 或 推翻 : 如 果 aln) gln), H fln) gln), MARA 
film) + faln) < gi(n) + go(n). 

2 哪 一 个 函数 增长 得 更 快 : 

a n AE (Inn)"? 

b nimni fe (n n)!? 

c (n!) SRE ((n 一 0)!(n — 1)? 

d Fri, pA HF? 


3 下 面 的 推理 何 处 出 了 毛病 ? “HF m= OLR 2n = O(n)， 如 此 等 
a RARE Done kn = ae O(n) = O(n’) 


4 给 出 一 个 O 记 号 在 等 式 左边 成 立 而 在 右边 就 不 成 立 的 例子 . 《不 要 
AAAS FINES, MERKRA T. ) 提示 : 考虑 取 极 限 . 


5 证 明 或 推翻 eaii n, 8 和 9) 都 是 正 的， 那么 
O(f(n) + g(n)) = f(n) + O(g(n) i (9.27) 比较 . ) 


“99 





piven 并 将 你 的 答案 用 O 记 号 表 
ZN. 

7 fit eco”, BARANE O(n 

基础 题 

8 给 出 函数 A 和 gl 的 一 个 例子 ， 使 得 尽管 A 942) 两 者 都 单调 


增加 到 so， 三 个 关系 式 fn) <g(n), fin)> glin), fin) = gl(n) 却 无 一 成 


I 


9 根据 0 的 函数 集合 的 定义 ， 通 过 证 明 (9.22) 的 左边 是 右边 的 一 个 子 
集 来 严格 证 明 (9.22) . 


10 


11 


12 


13 


14 


15 
O(n 


16 


证 明 或 推翻 :对 所 有 实数 rz 都 有 cosOltz) = 1+ O(2°). 
证 明 或 推翻 : O(z + y)? = Olr?) + Ol’). 
WEAR: 当 n 一 oc 时 


D 2 了 
1 十 一 十 On 一 ) = (+ (1+ O(n™)). 


n 


计算 ("+2+Oln )) ， 精 确 到 相对 误差 O(n) 


\n+B +8 a l ` Ren 
证 明 (n+ a)"t? = nte. (: +a (+ L 5°) n`! + O(n 3) | 
UE 有 2 


3n 


arse já T 精确 到 相对 误差 


3). 


1 
2 


证 明 ， 如 果 对 STS 24 B(1 一 z) = -B(x) > 0, RIRA 


b 
f B({r}) f(r)dr = 0, 


va 


WEER a < r < oR S'e) > 0 


17 


18 


1 
利用 生成 函数 证 明 ， aora 


2n 
当 a > 0 时 ， 求 出 du ( i ) 精确 到 相对 误差 OUz V RAER. 


作业 题 


19 当 mn=10、z=a=0.1 以 及 OU =O(f(z)) =0 时 ， 利 用 计算 机 
比较 表 9-1 中 渐 近 公式 的 左边 和 右边 . 


20” 当 nn 一 ww 时 ， 证 明 或 推翻 下 面 的 估计 式 : 


。 wae 
3 TE- f = : 
O (E) ) O (Lv ) 


(14+0(1/n))? 


pe ten = e+ O(1/n). 





a 


cm 一 OU (1 —1/n)"n)’ na 


21 ÆR (9.48) 给 出 第 "个 素数 ， 其 相对 误差 为 Clogm) A (9.31) 
Æ (9.46) 中 的 另外 一 项 开始 ， 将 相对 误差 精确 到 logn) 


22 将 (9.54) 精确 到 O(n”). 


23 ”进一步 推进 近似 式 (9.62) ， 精 确 到 绝对 误差 On ER: 设 
ga=c/(n+1)(n+2)+ hn, Ani AZ RF BK 

24 Ham =Ol(f(n)), bn =O(f(n)) .证 明 或 推翻 在 下 述 诸 情形 下 ， 卷 
积 er om- 也 等 于 O(f(n)). 


af(n)=n“%, a>. 


bf(n)=a”, a> 1. 


25 证 明 (9.1) 和 (9.2) ， 这 是 本 章 开 始 时 的 结果 . 

p 1 
26 “st (9.91) 指出 了 怎样 计算 In10! 达 到 绝对 误差 ”126 000 000 因 
此 ， 如 果 取 指数 ， 就 得 到 10! 带 有 相对 误差 小 于 电 关中 吕 一 1<10 一 的 
估计 式 . (事实 上 ， 近 似 公 式 给 出 3 628 799.9714. ) 如 果 现 在 就 舍 入 
到 最 接近 的 整数 (因为 知道 10! 是 整数 ) ， 我 们 就 得 到 准确 的 结果 . 








如 果 斯 特 林 近似 公式 中 足够 多 的 项 被 计算 进去 ， 是 否 总 是 可 以 用 类 似 的 
方法 计算 nl? 当 n 是 一 个 固定 的 (大 ) 整数 时 ， 估 计 mm 的 值 ， 使 得 能 对 
mz! 给 出 最 好 的 近似 . 将 它 与 mw 本 映 的 近似 式 中 的 绝对 误差 做 比较 . 





27 用 欧 拉 求 和 公式 求 ”21 的 浙 近 信 ， 其 中 a 是 任何 固定 的 
实数 ，( 你 的 答案 有 可 能 包含 一 个 常数 ， 而 你 并 不 知道 这 个 常数 的 封闭 
ER. ) 

28 ”习题 5.13 定 义 了 超 阶 乘 函 数 On = 112…n" 求 @w 的 带 有 相对 误差 
Oln RAEE. 

(你 的 答案 有 可 能 包含 一 个 常数 ， 而 你 并 不 知道 这 个 常数 的 封闭 形 


IN: 


29 WAE, (itg. nt, 





30 Moe AEE, Roi “的 带 有 绝对 误 关 
O(n 的 浙 近 值 . 


z pei 


y ; AEE vo 
31 当 c> 1 而 m 是 一 个 正 整数 时 ， 计 算 Dut 0 的 带 有 绝对 误 


O(c) HUTA. 
考试 题 
32 “计算 ln t He 精确 到 绝对 误差 O(n ). 


"nk 
33 计算 和 (i) ”精确 到 绝对 误差 O(n 
34 ”确定 从 4 到 FF 的 值 ， 使 得 (1 +1/m)"" 等 于 


\2 
Ellnn) Flnn 


n n 


An + Bnn}? +Clnn+ D+ + Oln’). 





35 计算 a E aaa ol). 


36 H S S a + 如) 精确 到 绝对 误差 O(n) 


37 计算 2 (n mod A) 精 确 到 绝对 误差 O(nlogn). 
a. n 


q 
38 计算 o “精确 到 相对 误差 O 


39 计算 osten A mn) /精确 到 绝对 误差 On-0 提示 。 证明 
k > 1017 的 项 可 以 忽略 不 计 . 


40 iB ABS ERD TERE 计算 oa (DEP pag ote 
O(1) 


41 aaan a 到 精确 到 相对 误差 On-0 或 者 更 好 ， 你 
的 答案 有 可 能 包含 一 个 常数 ， 而 你 并 不 知道 其 值 的 封闭 形式 . 


_1 
“7 


2 的 一 个 常数 . 在 前 几 章 里 我 们 已 经 看 到 ， 对 于 和 式 


$ 0< ¢ 
42 aft ~? 
D (x) 
kan AEJ eg — fi ist ASR. 证 明 ， 但 存在 一 个 渐 近 公式 
` n gnH(a)—5 Ign+O(1) 
kan k a f 


l 


] 
H(a) =alg—+(1—a)lg (去 上 
a l—a 提示 : UEHARA O < k < an 


n n A n 
k-1} ` 1-a NA 人 


43 如同 在 第 7 章 里 考虑 过 的 那样 ) 证 明 : 对 某 个 常数 =， 换 " 美 分 雪 
钱 的 方法 数 C1 渐 近 地 等 于 on! + O(n") 这 个 常数 等 于 什么 ? 


44 证 明 ， 当 z 一 cc 时 有 


2 
~ 
N 
— 


GEE (5.88) 中 的 定义 ” yo 


定义 在 表 6-8 中 . ) 


45 设 a 是 0O 和 1 之 间 的 一 个 无 理 数 . 第 3 章 讨论 了 量 Pn), CHES 
分 数 部 分 hay (OSB <n ) 偏 离 一 致 分 布 的 最 大 偏差 . 递归 式 


Dlan) < D ({a“!} ,|an|) tarts 


E (3.31) PREH, FS EANE A TAA 


0< D(a,n) <n. 


证 明 lm 一 < Da n)/n = 0. 提 示 : 第 6 童 讨论 了 连 分 数 . 








í uw Wn, =e! kn /kl 
46 证明: 习题 7.15 中 的 贝尔 数 a Na = 


n,m(n)—n—1/2 


m(n e ‘ /Vln n. 


其 中 m(n)ln m(n) = n — 3， 并 住 计 这 个 近似 式 中 的 相对 误 兰 
47 设 n 是 一 个 > 2 的 整数 ,分析 两 个 和 式 


n n 


> llogmnk] >_ flogmk], 


k=1 和 k=1 
哪 一 个 和 式 渐 近 地 接近 于 logm"? 


48 ”考虑 一 个 用 十 进 制 记 号 表示 的 调和 数 He (1h <7 ) 的 表 . 第 个 
数 所 正确 地 使 入 到 dk 位 有 效 数字 ， 其 中 BEKA 将 这 个 值 与 
HRK Hr+t1 的 值 区 别 开 来 . 例如 ， 下 面 是 从 这 个 表 中 取出 来 的 部 分 数 
据 ， 它 给 出 五 组 数据 ， 其 中 Hk 超过 10: 


1 





12364 9.99980041- 9.9998 
12365 9.99988128+ 9.9999 
12366 9.99996215- 9.99996 e 





12367 10.00004301- 10.0000 e 
rest ooon 10.0001 e 


估计 表 中 数字 位 数 的 总 和 >; 必 ， 精 确 到 绝对 误差 O(n) 


49 在 第 6 章 里 我 们 提 到 经 过 n 秒 后 到 达 伸 展 的 橡皮 筋 终 点 处 的 一 条 贤 
RAJE, HP Hn-1 < 100 < Hr. 证明 ， 如 果 n 是 一 个 正 整 数 ， 它 使 得 
Hn- Sag An, 那么 


|ee | [Kns [ee ?| . 
50 硅谷 的 风险 投资 家 得 到 一 个 产生 指数 级 回报 的 投资 交易 机 会 : 4 
n 过 2 时 ， 对 zz 百 万 美元 的 投资 ，GKP 财 团 承 诺 一 年 之 后 会 给 予 最 高 NG 
万 美元 的 回报 ， 其 中 N = 10" .当然 其 中 有 某 些 风险 ， 实 际 的 交易 是 对 每 


个 整数 上 (1< < N )，GKP 均 以 概率 1 (AN j 给 付 人 百 万 美元 《所 








kH 
有 付款 都 是 按照 百 万 美元 级 别 进行 的 ， 即 恰好 为 一 百 万 美元 的 倍数 ， 回 
报 是 由 一 个 真正 随机 的 过 程 决定 的 ，) 注意 ， 投 资 者 总 是 会 至 少 得 到 一 
百 万 美元 的 回报 . 

a 如 果 投 资 n 百 万 美元 ， 那 么 一 年 之 后 的 渐 近 期 望 回报 值 是 多 少 ? Ch 
句 话说 ， 给 付 的 平均 值 是 什么 ? ) 你 的 答案 应 当 精 确 到 绝对 误差 
O(10-")28 5c. 


我 曾经 挣 了 OUO 














n) 
) 


/美元 . 








b 如 果 你 投资 了 nn 百 万 美元 ， 那 么 你 获得 利润 的 渐 近 概率 是 什么 ? Gh 
句 话 说 ， 付出 的 机 会 有 多 大 ? ) 你 这 里 的 答案 应 当 
精确 到 绝对 误差 OUO ` 


附加 题 











2)dr = O(n 


51 证 明 或 推翻 : Sn 一 cc 时 有 f° 





52 bitte — meas) Qeeo 7 ， 它 对 所 有 的 复数 : 收 化 
Hia 
Aln) > ane \n 


53 证明 如 果 f(r) — eh, TA > 0， 它 的 导数 满足 
f(z) <0, —f"r) <0, f(z) <0, Ph 
那么 对 z>= 0 就 有 


f’(0) : | pr) 
1! (m— 1)! 


特别 地 ， f(r) = —In( + AR RET ATA Aon > 0 证 明了 (9.64). 
54 B /zj 是 一 个 正 的 可 微 函 数 ， 当 z 5 se 时 有 zjz) < f(z).: 证 明 


nl fe O(r™ ). T = 0. 











Moy eyed) 
提示 : 考虑 量 2 2 2 2J ` 


55 ”改进 〈9.99) ， 精 确 到 相对 误差 OUn =) 





， m—-1l n—l1In-2 ie 
56 gn) tt f i 出现 在 许多 算法 
的 分 析 中 求 它 精确 到 绝对 误差 ol1 ) 的 渐 近 值 . 





1/ k| A J7 的 一 个 渐 近 


求 出 其 浙 近 公 


57 在 (9.54) 中 我 们 得 到 了 哥 隆 和 式 Doe :1 
AR. SH HAR 人 1/k(1 + lognt) 


大 dv = 1/(1+tln k)?. 
Th. 提示 : 考虑 积分 、 


z=T+iy ( max (|z|, yl) = M+ : ) 


58 ”利用 留 数 计算 ， 在 正方 形 围 道 ~ 
上 计算 积分 
1 Irie” dz 
271 E amis _ | zm 


然后 令 整数 M 一 cp， 由 此 证 明 对 冯 2 2A 


a cos( 27kxr — inm ) 
Bm ({z}) (27 ps jm / 
en) k> 














n rlt) = > Et 下 are % 
59 Ww k 是 1 的 周期 函数 ,证 明 : OOR EA 
展开 式 是 


On,(t) = yrn (1 + 2e Tn"(cos2nt) + 2e 7 ‘n (cos Ant) + 2e "(cos6zt) + -- :) ; 


这 个 公式 对 于 等 式 〈9.93) 中 的 和 式 Bn = 6Bn(0) 给 出 一 个 快速 收敛 的 
ah, ) 


60 解释 : 为 什么 渐 近 展开 式 


2n 4” j 1 1 5 21 ol -5) 
= — - — 4 - 一 一 十 n 
n yn 8n 128n2 T 1024n3 32 768n4 l 


中 系数 的 分 母 全 都 含有 2 的 需 . 
61 习题 45 证 明了 : SATA ACHE a, m Plo, AB RE 0( 找 出 一 个 无 











理 数 w， 使 得 D(a,n) 对 任何 ss 0 都 不 等 于 On) 


62 AEn, ee i a ere n 行 中 最 大 
的 元 素 。 证明; 对 所 有 充分 大 的 a， 有 "(= Mny mla) = [ma 


m(n)(m{(n)+2) nmn)+t+2)=n(m(n)+t1). 提示 : 这 是 很 难 的 问题 . 


63 证 明 : 习题 2.36 的 哥 隆 的 目 描 述 序列 满足 


f(n) ) = g2- on? 14 O(n? why / logn). 


64 了 寻求 恒等式 
y 一 =r (2 一 工 十 5) , USTASA 
né 6 


n=l 





的 一 个 只 用 到 “ 欧 拉 的 ”18 世 纪 ) 数学 的 证 明 . 





65 MERZI 
1 ] ] ] o ay aa 
taei aeae . ae Oe ee 
的 系数 是 什么 ? 
研究 题 
66 A (注意 ， mm 是 {b2 :对 j 到 自 
ee T ne U Dee en TD A WP 
d 


| 所谓 ' 映 上 的 映射 ?就 是 通常 所 称 的 “ 满 映 射 ” 


67 ”考虑 一 个 n xn 点 阵列 ， 其 中 3， 在 此 阵列 中 每 个 点 有 四 个 相 邻 
的 点 ，《〈 在 边缘 上 我 们 依照 模 n EE. ) 设 xm 是 按照 这 样 的 方式 对 这 
些 点 指定 红色 、 白 色 和 蓝 色 的 方法 数 : 相 邻 的 点 具有 不 同 的 颜色 . MA 
而 x3 = 12.) 证 明 








On # en 
68 i Qn 是 使 得 Hm > "成立 的 最 小 整数 m. 求 使 得 | 
的 最 小 整数 n， 或 者 证 明 不 存在 这 样 的 n. 


附录 A 习题 答案 ANSWERS 
TO EXERCISES 


这 里 给 出 了 所 有 习题 的 答案 (至 少 是 简要 的 解答 ) ， 有 一 些 答 采 甚至 超 
出 了 问题 所 要 求 的 . 读者 如 果 能 在 浏览 这 一 附录 之 前 真正 努力 寻求 答 
案 ， 那 么 将 会 获得 最 好 的 学 习 效果 . 


对 于 研究 题 的 解答 (或 者 部 分 解答 ) ， 或 者 是 对 于 非 研究 题 的 任何 更 简 
单 (更 正确 ) 的 解答 方法 ， 作 者 部 有 兴趣 了 解 . 


《这 本 书 中 每 一 个 错误 的 第 一 位 发 现 者 都 将 获得 2.56 美 元 的 奖励 .) 
这 是 不 是 意味 着 我 必须 找 出 每 一 个 错误 ? 

(我 们 的 意思 是 指 “ 任 何 错误 ”.) 

那 是 否 意 味 着 只 有 一 个 人 得 到 奖赏 ? 

〈 咽 ， 试 试看 吧 .) 
























































11 除了 za=2 的 情形 ， 证 明 是 妥当 的 . 如 果 由 两 匹 马 组 成 的 所 有 集合 
中 马 都 具有 相同 的 颜色 ， 那 么 这 个 命题 就 对 任意 个 数 马 匹 的 情形 为 真 . 


1.2 如果 入 n 是 移动 的 次 数 ， 那 么 有 六 0 二 0， 而 对 n > 0 则 有 
Xn = Xn-1+1+ 7 二 1 二 六 mn-4 由 此 推出 (例如 在 两 边 加 1) 


X, =3"— 1. (移动 2*" 次 后 ， 整 个 塔 将 位 于 中 间 的 桩 柱 上 ， 离 最 终结 果 
还 有 一 半 的 路 程 ! ) 


1.3 有 3" 种 可 能 的 安置 方式 ， 因 为 每 一 个 贺 盘 可 以 放 在 任何 一 根 桩 柱 
E. 我 们 必定 会 遇 到 所 有 的 安置 方式 ， 因 为 最 简捷 的 解答 要 3" — 1 次 移 
动 .，〈 这 个 结构 等 价 于 “三 进 制 格雷 码 ”， 它 取 志 从 (9… 3 到 (2…2)3 的 
所 有 数 ， 每 次 只 改变 一 位 数字 . ) 

14 A. 如 果 最 大 的 圆 盘 不 需要 移动 ，〈 根 据 归 纳 法 ) 2” — 1 次 移动 
a 

oe 


1.5 不 能 . AIAN ACT, MAR VU SMa ELK KIEL 











增加 到 14. 然而 ， 用 卵 形 有 可 能 做 得 到 . 


事实 表明 ， 交 点 的 个 数 给 出 了 全 部 的 细节 ， 凸 性 是 转移 注意 力 的 话题 . 























维 恩 B59] 断 言 ， 没 有 办 法 用 椭圆 描述 五 个 集合 的 情形 ， 但 是 
Grinbauml167 却 发 现 了 一 个 用 椭圆 描述 五 个 集合 的 构造 . 


16 ”如 果 第 nn 条 和 直线 与 前 面 的 直线 交 于 有 > 0 个 不 同 的 点 ， 我 们 惑 得 到 
一 1 个 新 的 有 界 区 域 (假设 前 面 的 直线 互 不 平行 和 两 个 新 的 无 限 区 
R. 于 是 有 界 区 域 的 最 大 个 数 是 


(n —2)+ (n—3)4+---=S,_9 = (n—1)(n — 2)/2 = Lp — 2n. 





这 个 答案 假设 了 n > 0. 
1.7 归纳 法 的 基础 未 经 证 实 ， 而 且 实 际 上 有 H (1) 42 


1.8 Q2=(1+8)/a; Q3 = (1+a+8)/aB; Q4 = (1+a)/8; Q5 =a; Qe 


所 以 此 序列 是 周期 的 ! 
1.9 
(a) 我 们 从 不 等 式 


n 
T1 十 "十 :Zn 一 1l -ZLT T Tn-l 
T1 .Th | 一 ] S | — 
ó 了 一 党 7 一】 


得 到 P(n—1). 


(b) 由 了 (有 


T1 TmZInTL To2n < Ar Pa De ,)/m )((x Entire Ton) / /n)) )" :根据 P(2 ) 
这 个 内 部 的 乘 秋 只 < ((zy 十 … 十 Tn) /2n)? f 


(c) 例如 ， 由 P(2) > P(4) > P(3) > P(6) > P(5) 得 出 . 


1.10 首先 证 明 ， 当 n> 0 时 有 Ry, — Rn- 十 1 十 Qn-1 +1+ Rn- PAP FE 
出 ， 第 7 章 的 方法 会 告诉 我 们 


annyi = n+1 . = 
Qn = (( 二 v3) = (1 = v3) / (2v3) —]. 


1.11 


(a) 最 佳 策略 是 移动 一 个 双重 (n 一 1) 塔 ， 接 着 移动 〈 将 次 序 反 过 来 ) 两 
个 最 大 的 贺 盘 ， 然 后 再 次 移动 双重 (n 一 1) 塔 ， 从 而 

An 二 24n-1 二 2， = 2Ty = PH 一 2 这 个 解 交换 了 两 个 最 大 的 圆 得 ， 而 
将 其 余 的 2n -2 个 圆 盘 按 其 原来 的 次 序 放 回 ， 


(b) 设 及 Bn 是 最 少 移动 次 数 . KERA B1 =3， 可 以 证 明 ， 当 > 1 时 任何 
策略 都 做 不 到 优生 Bn = An-1 + 2+ An + 2+ Bri FENNA n > 0 有 


B =2"* —5&4 AK, RE 24n - 1， 而 且 我 们 还 有 
Br = An- 1ı+1+-. Ån- 1 十 1 十 ， An ae! An- 1- 


1.12 ”如 果 所 有 mx > 0， 那么 AM, ;mn) = 2A(Mi, ,mn1) +Mn-D 
是 一 个 “推广 的 约瑟夫 ”型 的 方程 ， 它 的 解 是 


/ \ gn—l1 
(M1, finds = 2 


附带 说 一 下 ， 习 题 1.11b 的 相应 推广 似乎 满足 递归 式 


Am, m) m,=1; 
B(m,---,m,) =5 2m, 一 1， n=l; 
2A(m,-++,m,_,)+2m, +B( m,m ， n>lHm,>l1. 


1.133 ”对 于 定义 了 Ln 个 区 域 的 n 条 直线 ， 我 们 可 以 用 具有 充分 长 线段 的 
极 狭窄 的 Z 形 线 代 替 它 们 ， 使 得 每 一 对 Z 形 线 之 间 有 9 个 交点 .这 就 表明 
对 所 有 n > OFF 2Zn = LLn-1 一 gn —8, + 


9 T 
z 5 l J 9 
ZZ, = 9S, — 8n + 1 = gar ae 1. 





Mı 十 … 十 2mn_1l1 + Mp. 





1.14 每 一 道 新 切 痕 所 定义 的 新 的 三 维 区 域 的 个 数 ， 就 是 在 新 的 平面 上 
与 先前 那些 平面 相交 的 二 维 区 域 的 个 数 . 因此 Pn = Pa- + Ln-1， 而 事实 
表明 Ps = 26.《〈 在 一 个 立方 体形 状 的 奶酪 上 上， 六道 切 痕 可 以 做 出 27 个 小 
立方 体 ， 或 者 最 多 做 出 Ps = 42 个 形状 更 为 奇特 的 切 块 .) 


附带 指出 如 果 我 们 用 二 项 式 系数 〈 见 第 5 章 ) 将 它 表 示 出 来 ， 这 个 递归 
式 的 解 符合 一 个 很 好 的 模式 : 


MOMOMO] 
这 里 Xn 是 由 一 条 直线 上 的 个 点 所 定义 的 一 维 区 域 的 最 大 个 数 . 
我 打赌 ， 我 知道 四 维 空间 里 发 生 了 什么 ! 
115 Yn >i, BRS 7 满足 同样 的 递归 式 ， 但 是 1(]) 没 有 定义 . 
由 于 7(2) = 2，7(3) = 1， 所 以 不 存在 1(1) = a 的 数值 使 得 我 们 可 以 沿用 


一 般 性 的 方法 ， 展 开 的 “死亡 游戏 ”依赖 于 "的 二 进 制 表示 的 头 两 位 数 
字 . 


如 果 n= 2" 十 Dm 一 1 4 k, sse 
0< k< 27m 十 1 十 9m [2 gm 4 gm- 1) — gma a, 那么 对 所 有 的 ikea 解 就 
十 I(n) = 2k + 1. 用 表达 式 n = 2" + 表示 是 


Jin) + m-l ge fa 9ml. 
I( n) = l 
5 a(n) 2m, 2m <tc 2m 




















1.16 ATER EAA AN -Œ (1.18) 知 ， 当 

n = (1b,_1--- bibo, a a(n)a + b(n) 8 + cl(n)B = (abr, , Fb, .° °° Bo, Bbo)3, 
这 就 定义 了 aln), MWR ce (n) 在 此 递归 式 中 取 s(n) = n 就 意 RAG 
a(n) +e(n) —d(n) =n， 从 而 我 们 就 知道 了 一 切 ，( 取 9(n) = 1 给 出 了 一 
Os Maus sad Mig T 用 它 可 以 通过 更 简单 的 函数 
a(n) DIK a(n) + e(n IE FE SL OI 








1.17 — kw, XF O <k mA Wm S 2Wm-k + Tk OXAR RANI 
了 移动 最 上 面 的 m — KNER RA AREE a ERI kE 
盘 ， 最 后 移动 最 上 面 的 mm 一 个 圆 盘 . ) 事实 证 明 ， 当 = nlan l)/2 
时 ， 这 个 关系 是 基于 使 得 这 个 一 般 不 等 式 的 右边 取 最 小 值 的 唯一 的 大 
E. (然而 我 们 得 不 出 该 等 式 成 立 的 结论 ， 可 以 想象 移动 这 个 塔 的 其 他 
一 些 方 法 . ) 如 果 置 Y = Want 1/2 = 1)/ 2 ， 那 么 我 们 发 现 

Ye = A Mit Wr(nti)/2 < 2"(n — 1) + 1 


118 只 需 证 明 来 自 锯齿 点 (n”,0) 的 两 条 直线 与 来 自 (n OM RAR 
HAC, EAT THES A ABA A TF T. 


从 (Ti OFA (Tj 一 0 1) 的 直线 与 从 (zk,0) 并 经 过 (zk 一 ak,1) 的 直线 相交 
E — ta;,t), 其 中 t= ( Tk — Tj)/ (ak — a; Jig Tj =n aj aj =n! + (Ong 
Bn"), AA BGA! = O e) (n =m + pao ma "eH 
Sy Fn} +n IF n +8 + LZ fal, BSA VAR EH E 7 入 . 
有 相同 的 7 和 上 的 那 四 个 交点 是 不 同 的 . 


1.19 ž n > 5 时 不 行 . 从 角 的 顶点 开始 ， 由 一 条 角度 为 9 的 半 直 线 与 角 
度 为 9+ 30° 的 半生 线 组 成 的 折线 ， 与 男 外 一 条 由 角度 为 ?的 半 和 直线 与 角 
度 为 d + 30 的 半 直 线 组 成 的 折线 ， 仅 当 30° < |ð — dl< 150° 时 才能 相交 四 
NN aaa (但 有 可 能 i 
BIST.) 


1.20 i h(n) = a(n)a@ + b(n) 8 + e(n) 8, + d(n)yo + eln)y .由 (1.18) 我 们 
ei, 24 n= (1bm-1… bb0)2 时 有 

a(n)a + b(n) So + c(n)B = (a ,Bo °° * Bb, Boo) 1， 这 就 定义 了 al n). b(n) 
以 及 ctm) 在 此 递归 式 中 ， mci) = na 

a(n) + cln) — 2d(n) 一 2eln) = Hy h in} = n? 意味 着 

a(n) + e(n) + 4e(n) = = n? A 从 而 


d(n) = (: 3a(n) +3c(n) — n? 一 2n) /4, e(n) = (n? —a(n)—ec(n )) /4. 























1.21 我 们 可 以 设 I 是 22，2n 一 1，…，n 二 1 的 最 小 (或 者 任意 一 个 ) 
公 倍 数 . (一 种 不 严格 的 论证 方法 告诉 我 们 ，4 的 “随机 ” 值 将 以 概率 


n n—l 1 1 2n yrn 
ae oe ss 
2n 2n — 1 n+ 1 n 4” 








， 所 以 我 们 可 以 期 竺 找到 这 样 一 个 小 于 人生 的 全 ) 


1.22 取 一 个 有 2" 条 边 的 正 多 边 形 ， 并 用 长 度 为 "的 “ 德 - 布 鲁 因 圆 ” 的 元 
素来 标记 它 的 边 . (这 是 一 个 由 0 和 1 组 成 的 循环 序列 ， 其 中 所 有 由 相 令 
元 素 组 成 的 n 元 组 都 是 不 同 的 ， 见 参考 文献 [207， 习 题 2.3.4.2-23] 以 及 
[208， 习 题 3.2.2-17]. ) 对 标号 为 1 的 每 一 条 这 附加 一 个 非 利 AA 
IL 这 n 个 集合 是 所 得 多 边 形 绕 长 度 为 (==0,1,… ,nn 一 1 ) 的 边 旋转 
得 到 的 副本 . 


1! 即 在 所 指出 的 边 上 粘 上 一 个 狭窄 的 三 角形 ， 使 得 多 边 形 的 那个 部 分 看 起 来 稍微 大 一 些 . 


























我 曾经 骑 过 德 . 布 鲁 因 的 自行 车 ?在 拜访 他 位 于 荷兰 纽 南 的 家 时 ). 











?在 英文 版 中 此 处 的 “ 圆 ”与 “自行 车 * 用 的 是 同一 个 单词 cycle. 








1.23 能. (我 们 需要 用 第 4 部 里 的 初等 数论 人 的 原理 . ) 设 
2 一 Iemtl,2 2) 我 们 假设 > 2， 于 是 根据 贝 特 归 假设 ， 在 "/ 2 
"之 同 存在 一 个 素数 P. 我 们 还 和 假设 j> n/2， 因 为 4 =L(n)+1-qBF 
j =nt+1-j, “4AM 4 78 e 1 = 1(modL(n) )/P) H. 
hae (modp). 现在， 就 按照 次 序 

Laos? peg RR] be ea am pe Te Loh eh 


1.24 AAE 首 的 例子 是 : Xn = 2isinrr +1/Xn, KE eA ARH 


0 < 7 < 了 Rn, EKES 2 的 周期 都 会 出 现 ) ， 习 题 18 中 训 

斯 递归 式 的 周期 为 5，H.Todd 的 更 加 不 同 寻 常 的 递归 式 

Xa = (1 + Xn-1+ Xa-2)/Xn-3 的 周期 是 8( 见 参考 文献 261) ， 以 及 用 一 

AN BUTEA, Xn RARE An 时 从 这 些 递 归 式 得 到 的 递归 式 . 我 们 可 以 假 

设 分 母 中 第 一 个 非 零 的 系数 是 1， 而 在 分 子 中 第 一 个 非 零 的 系数 〈 如 果 
有 的 话 ) 有 非 负 的 实数 部 分 . 计算 机 代数 方法 容易 证 明 : k = 2 时 没 

有 其 他 周期 < 5 的 解 . Lyness[261，262] 以 及 Kurshan 和 Gopinath[231 建 立 
了 部 分 理论 . 


男 一 种 类 型 的 一 个 有 趣 的 例子 (当初 始 值 为 实数 时 它 的 周期 是 9 是 亲 


归 式 Xn = |Xn-1l 一 Xn-2， 它 是 由 Morton Brown[43] 发 现 的 ,任何 希 望 取 到 
周期 > 5 的 非 线 性 递归 式 可 以 用 连 项 式 [55 作为 基础 . 




















1.25 WR T” (m) 表 示 移 动 带 有 人 K 根 辅助 桩 柱 的 "个 圆 盘 所 需要 的 最 少 
Bae Mm T(r) =T, T(r) = Wn) ， 那 么 我 们 就 有 


eE E (03) cake (aan) ener tee 


onti-k (2-1 
式 中 的 等 号 不 成 立 的 例子 ， 当 上 与 ABB, AR k=- 1/25 
Tk) n 
H 的 一 个 合适 的 上 界 . 
1.26 ”对 所 有 的 4 和 nn， 行 刑 次 序 可 以 经 过 O(n logm) 步 计算 出 来 [209， 习 题 


5.1.1-2 以 及 习题 5.1.1-5] | Bjorn Poonen 证 明 J: 只 要 n 一 三 0L mod3) ) H. n 之 9. 


就 
FETE AUS ABA" AEN BREF | 事实 上 ， 这 样 的 集合 的 个 数 至 


少 是 、/ (对 某 个 = > 0) . 他 还 通过 ee o 
集合 的 仅 有 的 另外 一 个 n < 248 n= 20, Ht k= 14 有 236 个 这 样 的 集合 
而 对 二 ]3 则 有 两 个 这 梓 的 集合 ，《〈 后 面 这 两 个 集合 中 ， 一 个 是 
{1,2,3,4,5,6,7,8,11,14,15,16,17}， 另 一 个 则 是 eS eat ) 对 

n 二 15 和 大 = 9， 有 唯一 的 非 约 琴 夫 集合 ， 即 人 ;4 5;6,8,10,11; 12,13}. 


2.1 对 此 没有 一 致 的 答案 ， 有 三 种 答案 站 得 住 脚 . (]) 我 们 可 以 说 


Pin HBA T mac ， 这 样 给 定 的 和 式 就 为 零 . (2) 有 人 或 许 
会 说 ， 给 定 的 和 式 是 由 十 土生 土生 十 g， 即 对 大 的 递减 值 求 和 ， 但 是 这 


与 一 a ee ees G) 可 以 说 


pon > 人 Donen, 这样 给 定 的 和 式 就 等 于 qı — 42 — 935% 
种 约定 看 起 来 可 能 奇怪 ， 但 是 它 对 所 有 a 和 | < 都 服从 有 用 的 法 则 


vt ee =x a` 


RE n-m > _1 时 使 用 记号 in ERAS TORG 
个 约定 ， 








2.2 得 到 | 附带 指出 | 量 (Iz > 0] — [x <0]) 常 被 称 为 sign(7) 或 者 


signum(z ) 二 24 T > 0 时 它 等 于 +1, = a — 0 时 它 为 0， 而 当 T < 0 时 它 等 于 
—]. 


2.3 当然 ， 第 一 个 和 式 是 dg 十 al 十 ao + a3 + a4 + as; 第 二 个 和 式 是 

a4 + ai +a + a1 +44, pee ae ae ales Re 1=2, —1,0,+1, +2} AE 

换 律 在 这 里 并 不 适用 ， 因 为 函数 Ph) = PREHRA. "的 某 些 值 〈 例 如 
n= 3) 没有 使 得 P(E) = "的 X 值 ， 其 他 的 《例如 ”= 4) 则 有 两 个 这 样 的 


2.4 

(a) 4 4 4 2 3 1 l l 
De pier eer Qijk = ae ie ae Qijk = ((G123 + Ql24) + 4134) 十 

a234- l l 

(b) 








~4 ~k-1 ~j- = j). 
a k a k = a123 + (a124 + (a134 + a23 
» k=] » E 》 ij =S k=3 3 j=2 E> ij 1 124 134 1 


25 ”两 个 不 同 的 指标 变量 用 到 了 同一 个 指标 “<k”， 尺 管内 层 和 式 中 的 
ARN. 这 是 数学 (和 计算 机 程序 ) 中 一 个 著名 的 错误 . 事实 上 ， 如 
果 对 所 有 JME (1< jksn) 都 有 乌 = 入， 则 结论 正确 . 


26 值 为 上 <7 < 可 (一 7+1) 第 一 个 因子 是 必须 的 ， 因 为 当 7 < ] 或 者 
j > "时 应 该 得 到 零 


2.7 ”mz™ .这 样 一 来 ， 一 种 基于 V 而 并 非 和 的 有 限 微 积分 的 形式 将 特 
AR HE Ft Bt Hea 











28 0 CWR m21), 1/|m|! (Am <0) , 


2.9 r — o™(2 +m)" (Xt A mA n) . S m = -nW E 
g == Trs n)” = =1/ ao — 1). 


2.10 右边 的 另 一 种 可 能 是 Eudv + vau. 
2.11 将 左边 分 成 两 个 和 式 ， 并 在 第 三 个 和 式 中 将 上 改 为 上 十 1. 





212 如果 pk)=n, HA nte=k+((-l)*+1)e (osie 是 偶 


E 1) H k =n —(-1)"*e. eto, MA kR AME A 
p(k) =n. 








2.13 te Po =a， 忆 = 并 1 二 (一 IJ 3 十 9 +n?) (n> 0), HBA 


its i(n ja + B(n) + C(n jy + D(n) 5 取 Rn = 1433 A (n) = 1 取 

n 二 (一 1)" 得 到 A(n) + 2B(n) = (—1)".-BY Rn = (-1)"n 得 到 

(n) + 2C(n) = (-1) "nH Ae = (—1)"n*48 到 
B(n) — 2C(n) + 2D(n) = (—1)"n? +B 2D(n) = (—1)"(n? +n) ， 所 说 的 和 式 
是 D(n). 


2.14 所 建议 的 改写 是 合法 的 ， 因为 当 1<k<n 时 有 “ = 首先 
对 大 求 和 ， 这 个 多 重 和 式 就 转化 为 


3 (27+ — 23) = n2t! — (tl 一 2). 


l<j<n 











9 。 l E n 2 
215 ”第 一 步 用 Diets /代替 KR 天 十 二 .第 二 步 给 出 ,+D,= (Dk) +O, 



































216 根据 (2.52) , T™=(r — m) = c= rYr — n)™. 
2.17 对 前 两 个 = 用 归纳 法 ， 而 对 第 三 个 应 用 (2.52) .第 二 行 由 第 一 
行 推出 . 
218 ”利用 如 下 事实 : 
(Rz)" < jz], (Rz) < |z|; (Fz) < |z|; (Sz) < |z|, |z|< (Rz)* + 
(Rz) +(Sz) + (32) 


219 用 2 MRA, 34 


Sn = PTa /n! = Sp_1 +3 XPT = 3(2" — 1) + 50. 其 解 为 


Tr = 3 x nit nt/2?- oF (RVG EAL BGS, M24 noes hE 
时 ， 了 1 才 是 一 个 整数 . ) 


2.20 ”扰动 法 给 出 


NY; A + (区 th) rat 


O<k<n 
































“我 们 应 该 养 成 对 所 做 事情 进行 思考 的 习惯 ， 这 是 个 极其 错误 的 老 套 说 法 ， 习 字 短 上 以 及 
所 有 的 名 人 在 讲话 时 都 会 重复 这 个 错误 . 然而 事实 恰恰 相反 .人 类 文明 的 进步 ， 是 因为 























不 断 增加 的 不 去 想 就 能 做 的 社会 活动 。 思 想 的 运作 就 像 骑 兵 在 战斗 中 冲锋 
量 上 严格 受 限 ， 他 们 需要 精力 充沛 的 马匹， 并 且 必 须 在 决定 性 时 刻 采取 行动 .” 
一 一 怀特 海 [270 


2.21 提取 Sn+! 的 最 后 一 项 得 到 Sn+1 = 1 - 5" 提 取 第 一 项 得 到 


Sass DO ay (TH 


1<k<n+1 O<k<n 


他 们 在 数 











Si. 


从 而 2s =1+(—-D" AA | 类 似 地 ， 我 们 求 得 
Th4t =n+1-T,= > (=-1)"*(k 十 1) == Th + Sp, 
k=0 


故而 27, =n+1 一 5, 且 有 1)， 最后， 用 同样 的 方法 得 到 


U, =(n4+ly -U, =U, +27, +S, 
=U, +7+[72 是 奇数 ] +[2 是 偶数 ] . 


=U,+n+1 


e ia 
从 而 UREA V 
2.22 ”将 通常 的 和 式 作 双 倍 ， 得 出 一 个 对 1< jk S nn 求 和 的 “简易 型 * 和 
Hs, EAA RTE 


(S ay Ax) om be Br ) = om ax Bx) pP by At ) 
的 两 倍 . 


2.23 ” (a) 这 种 方法 给 出 四 个 和 式 ， 其 值 为 
1 

n+ Hy — 20+ (Mti . ， 
n+1 CA 1/k + 1/(k + 1) 代 蔡 这 个 求 和 项 会 
更 容易 一 些 . ) (b) ix u(t) =2r +1, Av(zr) = 1/x(x + 1) =(r- 1), 那 


A ca | 2H, — ——. 
Z Ault) =2, v(t) = (T — 1)— = -l/r BRE n+ 1 








ads Bs „m __ ,m+l1 4 pmtl 1; 4 
2.24 分 部 求 和 ， ya RH, ðr =1™=H,;/ (m + 1) — j (m 1)? PE n 
ili ae 区 k@H,. = nmtl (H, —1/(m+1)) /(m4+1)+ gmt! /(m + 1)? 在 我 们 
的 情形 m = -2， 故 而 和 式 为 1 一 (Hn 十 1)/(n + 1). 


2.25 ”这 里 有 一 些 基 本 的 相似 结 


C 
a 和 a 
2 ca =c), a, = Me: =a) 
kek kek KE 天 KE 天 


2 (4 TB) Às + Db, 《一 [ab -(Ha (He) 
ae z > Ak) = [ 站 


keK PCDEK (== [la = I] Dk) 

> 7 -> > 7 KE 天 p(k)EK 

hal 区 jeJ kek 人 — Ta. = II IEZ 
keK 

Za Tale K] Te = Ta" 


i= = #K KE 天 
2 — Ife =c** 
keK 


2.26 a. (ie ajar) (IL. <j=k<n ai a ) 第 一 个 因子 等 于 
n 2 n n+1 
es af) ， 第 二 个 因子 等 于 IT, us 因此 = (JI 1%) 
= —2 H z 以 2 递减 ， 这 就 得 
a 术 和 式 等 于 


fog! 了 


2.28 在 第 二 行 与 第 三 行 之 间 交 换 求 和 ， 并 未 证 明 其 合法 性 ， 这 个 和 式 


TP nt RT Dane E 5I UA se ay pp es 
1> 40 二 107， 目 可 以 明显 加 以 简化 外 ， 其 他 的 都 完全 正确 . 











WwW oI 
= 
— 
N 
1 
to 
~x 
| 
N 











现在 ， 因 子 OCD 就 使 得 每 一 项 的 两 个 部 分 与 其 相 邻 项 抵消 ， 从 而 答案 


是 —1/4 + (-1)"/(8n + 4). 





] Dn ] 、 
TOT = —(b* =) — —(h (b + 
TON a er ba 所 以 有 


(b—a)(b+a—1) = 2100 — 2? x 3x 5: x 7 


对 于 写成 2100 +.y 的 每 一 种 表达 方式 都 有 一 个 解 ， 其 中 * 是 偶数 而 ， 
gas Rie TI Hy = leon! womgies 

3 x 52 x 7 的 因子 个 数 ， 即 等 于 12， 一 般 来 说 ， 有 L(+ 31) 种 方式 表 
FLL”, sensei zea. 

2.31 2 = a = pate IQ — Ye yl, > 
个 和 式 等 于 3/4 

2.32 如 果 2n <z< 2n+1， 则 和 式 是 


O+---+n+(r—n—1)4+---4+(r—-2n) = n(r—n) =(r—-1)4+ (24 - 


3) +---+(r—2n41). 类 


似 地 ， 如 果 2n 一 1< x < 2n， 那 么 它们 两 者 都 等 于 (7 一). (看 第 3 章 ， 
l 








~(x +1) r—|-(r4+ 1) 
eal | 5 包含 这 两 种 情形 ，) 
2.33 如果 KK 是 空 集 ，Akekak = cc. 则 基本 的 类 似 结果 是 ; 


< > +a)=c+ 
Deca; =) a ne ap) =e vex 
keK KE 天 : 

< 一 A min(a,,b, ) 
da +8) = Sia, + > b, eke 


aia aes oes = min| A a,, Ab | 
KE 天 keK 


2 z ya a ok) o 


Na= A a, 
ke K p(k)eKk KE 天 k p(k)EK pth) 
2 ae 2, on 1 ET ayek iR 
kek keK 

<= [kK] 
— A a, 三 人 Goco 
2a = lke K] jen eo 


keK 


2.34 设 K = {hla 20}, K = {kja <O} 如果? 是 奇数 ， 那 么 我 们 选 
AY Page Fn-1 U En, FE, CK 充分 大 ， 使 得 


亿 一 ò (—a ) < A. 
eee 1NK+ ) k kE En i 


使 用 一 种 符号 的 项 比 使 用 男 一 种 符号 的 项 更 快 的 排列 方式 ， 能 将 和 式 引 导 到 它 希 望 取 的 
任何 值 . 


2.35 ”可 以 证 明 哥 德 巴赫 和 式 每 于 
ee l 
> F Le. 


m,n>2 

















NAE -ANAA 8 sep rero" , RK 

如 果 我 们 能 找到 有 序 对 (mi, m,n 2 2 GAFA k OCR Ee PAI 2 1 )) 
之 间 的 一 一 对 应 关系 ， 那 么 就 能 完成 证 明 ， 其 中 m =k REA JF 
对 相对 应 时 ) . MRM EP, RIIA (m,n)  (m", 1) 4A EMR 

m 二 at € P， 我 们 就 令 (m,n) © (a”,b). 





2.36 (a) 根 据 定义 ， eh ) = fm-(b) 根 据 (a)， 有 
ee g(n —1)) = >. fik oe <k<g{n)| =n(g(n) —gin—1)) = 


nf 
(c) FA HBHE(ay, 9(9 (g(n))) — 9 (g(g(n — 1) ae 


> f(k) [g(g(n —1)) < k < g(g(n)) 
= _ [j = (k) [g (gln — 1)) < k < g(g(n))] 





= i = f(k) [g(n— 1) < j < y(n) 
= 5° j (gl) — gG — 1)) [gn — 1) < j < g(n)] 


J 
=》 jf) [gln — 1) < j < gln) =n Y j [g(a — 1) < j < gn)l 
J J 











于 这 种 自 描述 ， 哥 隆 序 列 在 “约会 游戏 ”(the Dating Game?) 节目 中 不 会 有 出 色 的 表现 . 

















3the Dating Game 是 美国 广播 公司 (ABC) 于 1965 年 12 月 20 日 开播 的 一 个 节目 ， 有 点 类 似 于 我 
们 今天 某 些 地 方 电视 台 举 办 的 相亲 类 节目 .通常 由 一 位 单身 女子 向 隐藏 于 幕后 的 三 位 单身 男子 















































| 提问 《有 时 也 会 是 WD neg 了 提问 ) ， 节 目的 最 后 由 那 位 女 嘉 宾 选 中 一 人 在 
某 个 确定 的 日 期 一 道 出 游 ， 费 用 由 节目 主办 方 承 担 . 






































Colin Mallows 注 意 到 ， 此 序列 也 可 以 用 递归 式 
f(1)=1; f(in4+1)=14f (n4+1-f(f(n))), n20 


2.37 【向 并 恒 认 为 ， 它 们 可 能 填 不 满 该 正方 形 ; 局 德 纳 认 为 ， 它 们 有 
可 能 填 满 帕 塔 许 尼克 尚未 发 表意 见 . ) 





gllgn] 





24 m=|llgsn|: L=n-2"”=n 

3.2 (a)l? +9.5] -œ)lz — 0.5]. 

3.3 得 [mm 一 {ma}n/a| = mn—1, AW 0 < {ma} <1. 

3.4 不 要 求证 明 ， 仅 和 赁 运气 猜测 的 问题 〈 我 猜想 ) . 

3.5 根据 (3.8) 和 (3.6) ， cae 

T| = |n |z] +n{z}]=n |3 da ni r} | ir n 是 一 个 正 整 数 ， 因 而 ， 
j=n |r| &|[n{r}| =080<7 aes S {r}<1/n. (注意 ， 在 这 种 

情况 下 ， 对 所 有 rA rlr] < [rz] -) 


3.6 Lf(x)] = LF (Iz|)]. 





3,7 [n/m]|+n mod m. 


38 ”如 果 所 有 的 盒子 都 包含 < [n/m 个 物体 ， WA r <([n/m| —1)m, 
所 以 mm+1E |n/ml， 这 与 (3.5) 矛盾 ， 其 他 证 明 类 似 ， 


3.9 我们 有 m/n — 1/q = (nmumblem) /47. 这 个 过 程 必 定 会 终止 ， 因为 
0 < nmumblem <m 该 表达 式 的 分 母 是 严格 递增 的 ， 因 此 各 不 相同 ， 因 为 


gn/(nmumblem) > q. 


ree - 
310 a ral e “不 是 整数 ] mg {中 
e a a 


给 出 了 一 种 “无 偏 * 的 舍 入 取 整 方式 . 


3.11 如 果 ?是 整数 ， 那 么 <n<8 人 lal <n< [5]. 当 a 和 1 是 整数 
时 ， 满 足 a < < 4 的 整数 个 数 是 由 -a - b> qd 于是， 如 果 a = 5 = 整 
数 ， 我 们 就 会 得 到 错误 的 答案 ， 


3.12 根据 (3.6) » Ap n/m As Bl 

[(n mod m)/m] = |(n mod m +m — 1)/m] .现在 两 边 都 等 于 [区 mod m > OI, 
这 是 由 于 0< nmod m< m. AEBS (3.24) 中 的 第 二 项 必定 等 于 
(3.25) 中 的 最 后 一 项 ， 就 能 得 到 一 个 更 简短 但 不 太 和 直接 的 证 明 . 


3.13 ”如 果 它 们 构成 一 个 划分 ， 则 正文 中 关于 az) 的 公式 就 意味 着 
lja + 1/6 =1， 因 为 该 方程 如 果 对 于 很 大 的 成 立 ， 那 么 方程 

Nla,n) + N8, N=7n 中 nn 的 系数 必定 一 致 ， 从 而 a 和 5 都 是 有 理 数 或 者 
两 者 都 是 无 理 数 . 如 果 都 是 无 理 数 ， 我 们 就 的 确 得 到 了 一 个 正文 所 指出 
的 划分 .如 果 两 者 都 可 以 用 分 子 mm 写 出 来 ， 那 么 值 m 一 IAS HUE 
任何 一 个 谱 中 ， 而 m 则 在 这 两 个 谱 中 都 出 现 . CAm. FSER 
到 ， 当 1/a+1/86 = 1 时 ， ae A { [na] |n > | hay { [ng] 一 1|n > 由 总 会 构成 


SMa ee 


3.14 WE ny=0, WI (3.22) 这 是 显然 的 ， 反 之 由 〈3.21) 和 
(3.6) 知 其 为 真 . 


3.15 在 (3.24) 中 用 [mz 代替 n: 
pe ey [z E J ee | om- | 





mm 


l, i 、 9 
‘an mod 3=1+ 3 ((w = 1w” = (w == 2)u*” ) 


3.16 当 Oc<n< 3 时 ， Inst 
通过 检查 加 以 验证 . 


Z m 是 任意 正 整 数 时 ， 关 于 n mod m 的 一 般 性 公式 出 现在 习题 7.25 中 . 


3.17 


可 以 


>, 7 [0 < k < m]|[1 <j < z + k/m] = ae [0 <k < m][1 <j < [zl] [k => ml — x)| 
j,k j,k 


= ae <[z] >, O<k<m- aan >_ 0<k<mG- 2) 
=m |x| —[m([z] — x)| =—|[-—mz] = | mz | : 


3.18 RITE 





S 一 >: y. [ja <k< (j+ v)a |. 
0<7<[na] k=n 
如 果 j <na—l<na-yp, 则 没有 贡献 ， 因为 (j 十 via! < n. AA T 
j = De 是 仅 需要 考虑 的 情形 ， 在 此 种 情形 下 其 值 等 于 


| |na| + v) ao") -n [X [va ] 








3.19 HHNH oe. (如 果 b 是 整数 ，1logs7 就 是 一 个 连续 的 递增 
它 仅 在 整数 点 取 整 数值 . 如 果 5 不 是 整数 ， 那 么 条 件 在 zx = b 时 失 
on 








_ 


3.20 我 们 有 a kr [a < kr < 3] = a) k [[a/z| <k< [3/7z|] 其 和 等 
Sa (|3/r| | 8/r+1| —[a/zr] [a/r — 1]). 


3.21 如 果 10" <2 < 10", MAREA n+ RRE, Bt 
A ARPE FTE. 因此 答案 是 1+ LM log 中， 


注意 ， 当 1> 1 时 ， 首 位 为 /的 2 的 宕 的 个 数 更 加 困难 ， 它 等 于 
as me (|n log 2 — logl| — |nlog2 —log(/+1)]). 


3.22 BRS KIMI, MF nM -1I 所 有 的 项 都 是 相同 的 ， 其 中 


n 一 2 4， 而 4 是 奇数 ， 我 们 有 Sn =Sn-14+1, Th = Th- + 25g. AA 
Sn = nH T= aed} 


3.23 
= \ p” \ Ne 和 - 6 p 
Xa = m S sem —-l)<n< -m(m+ 1) & m*—m+ 7 < 2n < 


a 


已 | 请 忆 | 一 


i | ee i 
m +m+- em—- <vV2n<m+ 
4 2 


3.24 wI=a/(o+ DIBA, JERR mE Spect3) 中 出 现 的 次 数 ， 恰 好 
比 它 在 Specta) 中 出 现 的 次 数 多 1.， 为 什么 ?因为 


N(8,n) = N(a,n)+n+1. 


3.25 ”继续 正文 的 推导 . 如 果 我 们 能 找到 一 个 使 得 Am < MAY mi, BB 
A n= 2m + REAR n+ EE TEER. Cn = 3 十 1 以 及 
n= 3m + 2 时 亦 然 ，) (AFL, FERRI m =n’ +1, ER 2A w <1’ 
或 者 3Kw/3] S nv 即 要 求 


Kinja) < [n’/2] 或 者 Kln/3] < [n’/3| . 





自演 试用 数学 归纳 法 进行 证 明 时 ， 你 有 可 能 会 由 于 两 个 相反 的 原因 而 失败 .失败 可 能 是 因 


为 你 想 证 明太 多 的 东西 了 : P(r) 是 个 太 沉重 的 负担 .然而 也 可 能 因为 你 尝试 证 明 的 东西 


Ko, P(t) 是 个 太 人 微弱 的 支撑 一 般 来 说 ， 你 需要 对 定理 的 表述 加 以 平衡， 使 得 你 的 负 
Amina Ruhioin” es ia Sn 


一 一 波 利 亚 7 





























啊 哈 ! 这 就 可 以 一 直 往 下 降 ， 它 表明 Ko <0, 但 是 Ko = 1. 


我 们 真正 想 要 证 明 的 是 : 对 所 有 7 之 0，An 严 格 大 于 nn 事实 上 ， 容 易 用 
归纳 法 证 明 此 结论 ， 尺 省 它 比 我 们 无 法 证 明 的 那个 结果 还 要 强 一 些 . 


《这 个 习题 给 我 们 上 了 重要 的 一 读 . 与 其 数 性 质 的 练习 
题 ， 还 不 如 资 它 是 关于 归纳 法 特性 的 练习 题 . ) 


3.26 ”归纳 法 ， 利 用 更 强 的 假设 


n+1 
DY) < (q-1) (( 1 ) — 1) , n20. 
q—1 


(3) 9m 、 (3) om 
3.27 WR DF =2™b—a, Ep a 是 0 或 者 1， 那 么 Prim = 3 b—a. 


3.28 ”关键 的 事实 是 a, = m ZE ph aniok41 = (m + k}? + m — 上 以 及 
Qn4242 =(m+k)2+2m (0O<k<m ), 因此 an+2m+l = (2m)* 答 案 可 以 写 
成 由 Carl Witty 发 现 的 漂亮 形式 : 








an-1 一 2 + or 
s ; “4 H4+i< n < XH 41+ Int. 


3.29 Dia’, |an] ) 至 多 是 s (a’, |na| ,v’) = —s(a,n,v) —S+et {0 或 者 
上 + 一 t0 或 者 1 的 最 大 绝对 值 . 


3.30 ”根据 归纳 法 有 Xn = o +a, Mi Xn 是 一 个 整数 . 


3.31 这 是 一 个 “优雅 的 > 且 “ 令 人 印象 深刻 的 ?证 明 ， 没 有 任何 线索 说 明 
已 是 如 何 被 发 现 的 : 














这 个 推理 有 严重 的 缺陷 . 


XT Te ae aN Ta UE 它 基 于 的 事实 是 : 我 们 只 需要 考虑 
ST, y< 1 的 情形 . 这 样 一 来 ， 这 些 函 数 在 平面 上 看 起 来 就 像 这 样 : 





























有 可 能 得 到 更 强 一 点 的 结果 ， 即 
[æ] + ly] + le +y] < [22] + Ly], 





l 
但 是 这 个 结果 也 仅 当 1 ”3 时 才 更 强 一 些 ， 如 果 在 这 个 恒等式 中 用 
(=r, r + yR (z, 胡 并 应 用 反射 法 则 3.4) ， 我 们 就 得 到 


ly] + |z +y] + |22| < |x] + |2z+ 2y]. 
3.32 W SEARA. 由 于 f(z) = f(z?)， 因 而 可 以 假设 zz 0. 


4k -cc 时 ， 这 些 项 以 2 为 界 ， 而 当 大 全 +o 时 ， 它 们 以 /2 为 界 ， 
所 以 这 个 和 式 对 所 有 的 实数 z 都 存在 . 


我 们 有 f(27) = 2> 2 2f(z)-us f(r) = U(x) +r(z)， 其 中 
1(z) 是 对 于 < 0 的 和 式 ， 而 77) 则 是 对 于 > A 这 样 
U(x +1) = 1(z)， BIA : -都 有 Ur) < 1/2. 0 <z <1}, 我们 有 
Fr(z) = 22/2427 fate =a , M 
r(o+1) =(2—1) /2+ (z+ 1)? */44+(c4+1)/84+---=2° +1 

r < 1 时 有 f(x t+ = f(r) +1. 


现在 可 以 用 归纳 法 证 明 : 当 0<z < 1 时 ， 对 所 有 整数 n> 0 都 有 
fle +n) = f(x) + 特别 地 ，f(n) = 于 是 一 般 来 说 ， 
f(z) 2 27m f(2™T) — g-m |2" | 4 RFE z] ). 但 是 
gm. — /(fom-s tr(fLQ™r < ae 
FU) =H) rA < 2+1， 所 以 对 所 有 整数 m 都 有 


f(z) -zl< |2" |2"z| — 2|+2-™ x 











” p-m 
< 


NI w 
N| Cn 





这 样 我 们 只 能 得 到 如 下 结论 ， 对 所 有 实数 z 有 O = ll 

l 
3.33 设 “” DAKE. (a) 在 棋盘 的 格子 之 间 有 2n — 1 条 水 平 的 
直线 和 2n - 1 条 垂直 的 直线 ， 这 个 圆 穿越 每 条 直线 两 次 .由 于 ”不 是 整 
数 ， 色 股 定理 告诉 我 们 ， 这 个 圆 并 不 经 过 任何 一 个 格子 的 角 点 ， 因 此 这 
个 圆 经 过 的 格子 个 数 与 交点 的 个 数 一 样 多 ， 即 sn — 4 = 8r. (同样 的 公式 


给 出 了 模 盘 边 缘 的 格子 个 数 ，) yf) 4 YF momota 
l 2 Dr L a a E A 1. .2 es 1 
re = 2 ra |v — k | S Th ， rTr=n— 可 


得 到 这 个 和 式 的 更 精确 估计 ， 是 数论 2 中 的 一 个 著名 问 题 ， 高 斯 等 许多 人 
都 研究 过 这 个 问题 ， 见 参考 文献 Dickson[78， 第 2 卷 第 6 章 ]. 








3.34 


(a) Bem = [len] 我们 可 以 增加 2" 一 n 项 ， 以 简化 在 边界 上 的 计算 : 


f(n) + (2™—n)m 


| 
ae | 
| 
XS 
>~ 
| 
| 
QS. 
GS 
| 
一 
| 
XS 
>~ 
ae | 
rary 
N 
>~ 
八 
总 


k=1 j,k 
=i < k <2 < j <m] 
j,k 
=> 5271 = 2"(m—1) +1 
j=! 


由 此 即 得 f(n) =nm—2™ +1. 


四 我 们 有 I ?| 二/ 3， 由 此 推 得 ， 一 般 递归 式 
gln) = a(n) + g(|n/2]) + 9([n/ 2 RRR AL 

Ag(n) = Aaln, ) + Ag(|n/2]) ae 别 地 ， 当 aln) =n 一 1 时 ，n 的 二 进 制 表示 
eT T 


一 个 更 加 直接 的 解 可 以 基于 恒等式 5 Med “条 
[e23 - 1)| = [sj] + > 4 (9 1) 建 立 起 来 . 


3,35 (n+1Pn!e= A, +(n4+1)?+(n +41) + Bn, HP 


(n+ 1)°n! (n + 1)?n! (n+ 1)?n! 
— ——————— +. .. _— 
0! 1! (n—1)! 


是 nn 的 倍数 ， 而 


(n+1)n! (n+1)?n! 

(n + 2)! (n + 3)! 
0+ tae) 
nmn+2 n+3 (n+3)(n+44) 


$ n+] ire 1 F 1 i 
n+2 n+3 (n+3)(n+3) 
(n+ 1)(n + 3) 


(n + a 


小 于 1.， 从 而 答案 是 2 mod n. 





n ~= 











3.36 ”这 个 和 式 是 


> 247mm= |1gi]][t = [gk |][1 < 和 | 


k l,m 


— = l4 m [2™ <l < grt (2! < k< 2+1) (0 <m< n] 


k,l.m 


一 pe aa ci< 2™*1110 <m<nl 


lm 


= x [0 < m< n] =2(1-2") 


m 


A = 
3.37 首先 考虑 m < n 的 情形 ， 它 可 以 按照 是 否 有 ”“2 再 加 以 细 分 
然后 证 明 ， 当 mn 增加 nn 时 两 边 以 同样 的 方式 变化 . 


3.38 全 多 有 一 个 个 是 整数 ， 抛 弃 所 有 的 整数 r HERRA n MOR 


PR. 24 {2} 4 Opt, mz} m oo 时 的 平均 值 介 于 ERZ, Am 
“4 n> 1 时 {mz1} + vee + {mzn} 一 {mri + +++ + mrp SAYA LAAN gE 











不 管 它 的 叙述 方式 如 何 ， 这 真 的 是 仅 有 的 一 个 水 平 4 的 问题 . 


但 是 刚刚 给 出 的 论证 方法 依赖 于 一 个 关于 一 致 分 布 的 困难 的 定理 . 有 可 
能 需要 给 出 它 的 初等 证 明 ， ne 证 明 : 
设 Pf eg Umer} {mY))- 按 照 和 +y<1 或 T+y > 人 

0 < zx,y < 1 分 成 三 角形 区 域 4 和 B. 我 们 想 要 指出 : ]} 和 {9} 不 为 
F, MAREA mA Pm © BURP & 8B， 我 们 就 完成 了 证 明 . 如 知 不 
然 ， 就 存在 一 个 中 心 在 P, FEN £ > OEE D， 使 得 D C AMEE IK 
利克 雷 抽 大原 理 ， 如 果 NN 足 够 大 ， 那 么 序列 全 ,… ,PN 必定 包含 满足 
Pe — Pi|< = 和 大 > j 的 两 个 点 . 





7) (1, 1)-P, 


由 此 推出 及- 产 在 点 413) 一品 的 BRZA, MATE Phat € B. 


3.39 用 85 一] 代 蔡 I, FA J = 0 这 一 项 添加 到 和 式 中 ， 使 得 习题 3.15 可 
以 用 于 关于 7 的 和 式 . 对 大 求 和 ， 结 果 就 精简 成 


[x /b*| 一 ajo | +b—1. 


3.40 g l2vn]=4k+r, $h -2<r<2, XA m= [vn . 则 下 面 的 关 
系 可 以 用 归纳 法 证 明 . 


A] = 
selale m(m+1)—n+k}(2k —1)(2k) <n < (2k)(2k) 


RFE, Sk SU, Wi 是 一 条 长 度 为 2k 一 1 的 线段 ， 路 径 癌 西 且 
yin) 二 Sk 是 一 条 长 为 2k 的 线段 内 部 ， 路 径 向 南 且 Tn) = 一: 等 等 . 


(a) 于 是 所 求 的 公式 是 





















09=C (n-m) 2m ea] ml), 


(b) 在 在 所 有 线段 上 ， k = max (|z Fn 让 ly(n)|) ) .在 线段 WAM Sk 上 ， 我 们 有 
< Y, n+I+y= m(m + 1) = (2k) )? 一 2k :在 线段 Et: 和 NkE, 我 们 有 
r2y, n—-xL-—y=m(m+ 1) = (2k, )? +2k -从 而 符号 是 (一 有 


3.41 由 于 1/9+1/9 = 1， 所 述 序列 的 确 给 出 了 正 整 数 的 划分 ,由 于 条 
件 glin) = f(f(n)) + 1 唯一 地 确定 了 7 和 7， 我们 只 需要 证 明 ， 对 所 有 
n > off lleg] o] +1 = [ng] :这 由 习题 3.3 推 出 ( 取 a =$ 和 n=1). 


3.42 不 存在 . 如 同 在 正文 及 习题 3.13 中 那样 ， 对 两 谱 情形 分 析 的 论证 方 
法 表明 ， 存 在 三 集 划 分 的 充分 必要 条 件 是 1/&+115+1/7= 1 以 及 对 所 


有 n>0 有 
fe) {25 fet 


(AL, MEAK BERETA, MR BE, MWA 
{(n 二 了 )/Q} 的 平均 值 为 1/2. 参 数 不 可 能 全 都 是 有 理 数 ， 又 如 果 7 = m/n, 
则 平均 值 是 3/2 一 1/(2n). 从 而 7 必 定 是 整数 ， 但 是 这 也 不 起 什么 作用 . 
(还 有 一 个 有 关 不 可 能 性 的 证 明 ， 它 仅 仅 用 到 一 些 简单 的 原理 ， 而 没有 
用 有 关 一 致 分 布 的 定理 ， 见 参考 文献 055]， 


3.43 ”展开 名 的 递归 式 的 一 步 给 出 了 四 个 数 1+2 十 42 天 In-l-ajlao C 
a 和 b 中 每 个 数 取 值 2 或 3) 的 最 小 什 . 这 一 简化 涉及 (3.11) 对 于 在 ES 
KA ARRI SAMH, EEEH BPE 

r+min(y,z) = min(z +y, T +2 ) 我 们 必须 略 去 带 有 负 下 标的 项 ， 即 
n—-l—-a<OMM. ) 


ARE BAAS EY RAVE: An 是 所 有 形 如 
] 十 a, 十 ClC2 + A104203 十 T A10203'`*` am 


的 数组 成 的 多 重 集 5 中 > n 的 最 小 的 数 ， 其 中 m0 有 是 每 个 ak 取 值 为 2 或 
#3. 从 而 


S = {1,3, 4,7,9, 10, 13, 15, 19, 21, 22, 27, 28, 31, 31,---}. 








数 31 在 5 中 出 现 “ 两 次 ”， 因 为 它 有 两 种 表示 法 1+2+4+8+16= 
1+3+9+18.〔〈 附 带 指出 ，Michael FredmanL134 证 明了 Mno n/n = 1, 
即 SYA AYIA] Ba. 
3.44 设 d = DY? ;mumble(q — 1), 这 样 就 有 
x(q) — ; (q) 十 dg) Hg 一 al) — )(9) Ng —1)\. 
a (gD 1 1 V/A 1 1), ln z n—1/ {4 1)| 现在 
DESU- Inea <n, 结果 就 此 得 出 ，《〈 这 就 是 由 欧 拉 [6 发 现 的 
解 ， kaa 不 确定 了 诸 个 a 和 d， 但 没有 意识 到 单独 一 个 序列 D 就 够 
Ay.) 
3.45 a> 1 满足 9+1/a= 2m. 这 样 ， 我 们 就 求 得 27h =a” +a, 
由 此 推出 加 = [0/2]: 

太 简 单 了 . 


2n(n+1)= e(r + =) | ; 
3.46 ”提示 来 自 〈3.9) ， 因 为 


l FE 一 [十 1 l 
n +0 = (v2 二 V2 ) m, n +0 = (v2 + V2 ) m < 
, HHO, 0'<1. 
ZN 


这 样 就 有 8 = 20 mod 1 = 20— d, HP de ORK 1. ea 
5 1 
n = v2 (n+5)I,, Ay MY ` 
°/ IX PS SAS AS 


0<0 (2 v2) + f2(1—d) <2 








时 成 立 ， 为 了 求解 递 站 式 ， 注 意 到 Spec (1+ I)a Spec (1+ V2) a E 
整数 的 划分 ， 于 是 任何 正 整 数 a 可 以 唯一 地 写成 形式 


Dh se ct ms 整数 ， 且 mn 是 奇数 而 1 > 0. 由 此 推 
出 名 = (v2 十 V2 ) m| . 

.__ 1 
3.47 (a) ”2(b)c 是 整数 ，(Q) c= 0.(d)c 是 任意 的 数 . 更 一 般 的 结果 
参见 参考 文献 [207] 中 习题 1.2.4-40 的 解答 . 





S :0 : w(k+1) _ m | kK]. = Jk _ „ik yi ES aS 
3.48 eek a 0 ay taal a E 
恒等式 就 变 成 T? = 3r 十 3alao + a; 一 3bybo + bih FZ} k > 08 
ak + bk = T7 = Tbk Ly 所 以 

















(1 — rz (1 + byz + baz“ +. .) 一 1 一 alz 一 ao gt... 从 而 
1 EE NART es 
l—rz 1l-—az-—a?—.-- 
两 边 取 对 数 ， 将 诸 a 与 诸 oF. 然后 关于 z 求 导 ， 就 得 到 
T 0 十 202z 十 3a3z? +--- 6, + 2b2z + 36327 + --- 
li—zz l—ajz—agz?---- 14+ b)2 + bo227 +- 


_n—-1 


ae z， 而 在 右边 是 一 个 公式 ， 当 = 3 时 与 给 出 的 恒等式 
日 吻合 . 


对 于 更 一 般 的 乘积 mzl…zn-i， 可 以 得 到 类 似 的 恒等式 01701. 


3.49 “〈 解 由 Heinrich Rolletschek 给 出 ) RAJAA UOH a+ DRE 
(a,b), MAAE lna] + [nb] .因此 条 件 & = 15} 是 必要 的 . 它 也 是 充分 
的 : um = SRA ENS REPRE MIR, Mk 5 是 在 给 定 的 集合 
中 ， 对 每 个 从 此 集合 中 的 第 ”个 最 小 的 元 素 中 减 去 mn 得 到 的 所 有 元 素 
组 成 的 多 重 集 . 如 二" 一 = {5}， 则 s 的 相 邻 元 素 相差 或 者 为 0， 或 者 为 


n amig agas = Speeta) 就 确定 了 


一 个 更 加 有 趣 的 《 仍 未 解决 的 ) 问题 : 限制 w 和 两 者 都 < 1， 问 给 定 的 多 重 集 什么 时 
候 确定 无 序 的 数 偶 LO 9 Fo 


3.50 根据 William A.Veech 的 一 份 未 发 表 的 笔记 ， 只 需要 使 得 "42 和 
1 在 有 理 数 上 线性 独立 就 足够 了 . 


3.51 H. S. Wil 注 意 到 ， 如 果 我 们 在 任何 区 间 (9-9 +) ERE 用 
那么 对 所 有 z > 5， 函 数 方程 f(z 一 1) = f(x) 就 能 确定 fl). 


3.52 ”有 无 穷 多 种 方法 将 正 整 数 划 分 成 天 于 无 理 数 ak 的 三 个 或 者 更 多 个 
推广 的 谱 , 例如 ， 



































Spec(2a: 0) U Spec(4a; —a) U Spec(4a: —3a) U Spec( 3; 0) 
就 是 它 的 一 个 划分 . 有 一 个 精确 的 含义 ， 所 有 这 样 的 划分 在 这 个 含义 下 


都 是 通过 对 一 个 基本 的 划分 Specla) U Spec(3j“ 扩 展 ” 而 出 现 的 ， 见 参考 
文献 [158]. 例如 ， 已 知 仅 有 的 有 理 数 例子 


Spec(7; 一 3) U Spec (3 -1) U Spec @ 0) 


是 以 与 所 叙述 的 猜想 中 的 那些 参数 相似 的 参数 为 基础 的 ， 那 个 猜想 归功 
于 A.S.Fraenkell1281. 


3.53 ”在 参考 文献 [955， 第 30-31 页 ] 中 讨论 了 部 分 结果 . 信 禁 算法 有 可 能 
ARIE. 





4.1 1, 2, 4, 6, 16, 12. 


4.2 注意 Mp 十 Np = minl Mp, Mp ) + max( Mp, Np ). .递归 式 

lem(m,n) = (n/(n mod m))lem(n mod m, m ) 成 立 ， 但 是 实际 上 它 对 计算 最 
小 公 倍 数 不 可 取 . 已 知 计算 lem(m,n) 的 最 好 方法 是 首先 计算 sedin, n), 
然后 用 它 去 除 mn. 


4.3 如果 z 是 整数 ， 此 结论 成 立 ， 但 是 Tiz) 是 对 所 有 实数 7 定义 的 . 
易 验证 正确 的 公式 














n(z) —n(z— 1) = [|z] 是 素数 |: 
1 0 
44 在 0 与 一 1 之 间 应 该 有 一 个 左右 反射 的 Stern-Brocot 树 ， 其 所 有 分 i 


都 取 相 反 的 值 ， 等 等 . oe oe mln 的 分 数 /在 整 
构造 中 ， 条 件 mn 一 mn = 1 仍然 成 立 。 (这 称 为 Stern- Brocot 环 (Stem 


Brocot wreath) ， 因 为 我 们 可 以 恰如其分 地 认为 最 后 的 1 与 第 一 个 Te 
一 个 ， 这 样 就 将 这 棵 树 在 顶端 连接 成 一 个 圆 . Stern- Brocot 环 在 计 算 机 图 
形 学 中 有 有 趣 的 应 用 ， 因 为 它 表示 平面 上 所 有 的 有 理 方向 . ) 








S| 4 ae 1) 
4.5 0 1/8 A 1/， 即 使 上 <0 也 成 立 ，( 我 们 将 在 第 6 章 


对 L 和 RR 的 乘积 寻求 一 般 的 公式 . ) 


a 二 b.〈 第 3 章 定义 了 7 mod 0 = zr， 原 来 就 是 为 了 使 得 此 结论 为 
a) 


a mod y 是 “将 VV 假扮 成 零 " 的 一 种 方法 ， 所以， 如果 它 已 经 是 零 了 ， 那 就 没什么 要 
er 


4.7 FR] m mod 10= 0, m mod 9 = kP E m mod 8 = 146 min] 
能 既是 个 数 又 是 奇数 . 


48 我 们 希望 有 10rz+6y = 10r +y (mod15), Mr 5y = 0 (mod15)， 从 
而 y = 0 (mod3) 我 们 必定 有 y = ORAS, DT r= 0 或 者 1 


49 3% mod4=3, PRES" -112 是 奇数 ， 所 说 的 数 可 以 被 
(3 一 /2 和 (3 一 /2 (以 及 其 他 的 数 ) 整除 . 


i ( | ) i ` 
999 | 1 —- 1 — — } = 648. 
4.10 3i 


411 0(0)=1, o(1) = -13n > E oln) = 0. (在 任意 偏 序 结构 上 定义 
的 广义 默 比 乌 斯 函数 有 有 趣 而 重要 的 性 质 ， 这 些 性 质 首先 由 Weisnerl369 
研究 ， 并 由 其 他 许多 人 加 以 发 展 ， 特 别 值 得 一 提 的 是 Gian-Carlo 


Rotal313]. ) 
4.12 根据 (4.7) 和 (4.9) ， 我 们 有 
> pn u(d/K)s =>". i DA on p) #(d) glk) =} an glk) x [m/k = 1] = 


gim). 
4.13. (DHA PA rr S Lb) eln) #0. 
4.14 ”当下 > 0 时 为 真 . 利用 (4.12) . (4.14) WR (4.15). 



































4.15 不能， 例如 ，3|，10|. 


4.16 1/ey F 1/ez 1/ /en 一] 一 1/ (€n(en —1)) = I= 1/(¢ n41 — 1). 


4.17 我 们 有 万 mod fi = 2 从 而 EC Al fiis fm ) = gcd (2, fm j= 1. (附带 指 
出 ， 关 系 式 fn = fof fra t+ 2 与 定义 欧 几 里 得 数 en 的 递归 式 类 似 ，) 


4.18 WA n= mH ERA, 则 


9 4 1 = (2™ + 1)(2 IN—m gn— 2m | gm 十 1): 


ai BAET), FRAUE E ERM. 第 一 个 和 式 内 
部 的 和 式 是 Diam Rd， 所 以 它 大 于 1 当 且 仅 当 交 是 合 数 ， 我 们 再 次 


得 到 TO 最 后 [各 -wmq， 所 以 第 三 个 和 式 是 威尔逊 定理 的 一 个 应 用 . 
当然 ， 用 这 些 公式 中 的 任何 一 个 来 计算 2) 都 是 完全 愚蠢 的 行为 . 


4.20 wWP=2, H Pat KF 2P “的 最 小 系数 ， a E 
， 由 此 得 出 我 们 可 以 取 5= limp sole pn， 其 中 Ig" EK las IBER nK. 
所 说 的 数值 来 自 po =5, p = 37. 事 实 表明 有 户 =2 +9， 而 这 给 出 了 更 

精确 的 值 




















b = 1.251 647 597 790 5 
(但 对 P5 没 有 任何 线索 ). 
4.21 根据 见 特 天 假设 有 Pa < 10". 设 


= > 10-* P, = 0.200 300 005--- . 
k>1 


那么 10 K 三 已 十 分数 (modl107 1). 


4.22 (pr 一 1)/ (b = 1) = ((b™ =) /(b— 1)) (pmm EpL 1). (对 


p< 49 081， 仅 有 的 形 如 (102 — 1)/9 的 素数 在 了 = 2,19, 23,317, 1031 时 出 
现 . ) 这 样 数 称 为 循环 整数 (repunit) . 


4.23 pi2k+1)=0:%¢k > a p(2k) = plk) + LAHJANA LEH: 如 果 
n>2™H m > p(n), 则 有 p(n) = p(n — 2™) ee 
0,1,---,n—], 那么 和 么 第 大 次 河内 塔 移动 的 是 圆 盘 和 如果 大 是 2 的 寡 ， 这 
是 显然 的 ， 而 如 果 2" <k <t, MA AK) < m, Æ Tn +1 + Pn SBE 
动 双 十 1 个 圆 盘 的 序列 中 ， 第 大 次 移动 和 第 上 — 六 次 移动 是 一 致 的 . 


4.24 向 7 贡献 4p” 的 数字 向 op TR 


dp™* +---+d=d(p™—1)/(p—1), i p(n!) = (n -vp(n)) /(p — 1). 


4.25 ™m\\n mp = 0st mm =p OMAP). 由 此 得 出 ，(a) 为 真 . 
但 是 在 我 们 感 兴趣 的 例子 到 = 12, n= 18h, (DARE. CORE 
WAR. ) 


4.26 ”是 的 ， 由 于 9v 定 义 了 Stern-Brocot 树 的 一 棵 子 树 . 
4.27 用 ML 来 扩展 较 短 的 字符 串 〈( 由 于 在 字母 表 中 MTF LA RZ 
间 ) ， 直 到 两 个 字符 串 长 度 相 同 为 止 ， 然 后 利用 字 — 典 顺序 . 例如 ， 树 的 


最 上 层 是 LL < LM <LR<MM <RL< RM < RR.( 另 一 个 解法 是 对 两 
个 输入 附加 无 限 的 字符 串 RLX， 然 后 一 直 比 较 ， 直 到 找到 工 < RA 
IE. ) 








4.28 我们 只 需要 用 这 个 表示 法 的 第 一 部 分 : 


R RRLLL L LTL FR FR FR AR R R 


L 2 4 7 10 13 16 #19 22 25 47 #69 #91 113 135 
Ro’ Ws 288 (a2 ae Ss 6° 7? 8° 15; 22 29° 36° 43’ 

4 1 Pen 
出 现 分 数 1, 是 因为 它 是 比 0 更 好 的 上 界 ， 而 不 是 因为 它 更 接近 
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似 地 ， SEE 1 更 好 的 下 界 ， 最 简单 的 上 界 和 最 简单 的 下 界 全 都 出 现 
了 ， 而 下 一 个 真正 好 的 近似 值 要 直到 那 一 串 REEF] 工 之 后 才 会 出 现 . 


4.29 1a .为 了 在 二 进 制 记 法 下 从 z 得 到 1 - rz， 我 们 交换 0 和 1; 为 了 在 
Stern-Brocot 记 法 下 从 a 得 到 Ja， 我 们 交换 工 和 R. (有 限 的 情形 也 必须 
考虑 ， 不 过 它们 必定 有 效 ， 因 为 这 种 对 应 是 保 序 的 . ) 


4.30 ”mn 个 整数 (a1 mod m1,… ;ar mod m,). 
4.31 只 要 8b 二 1(modd)， 在 b 进 制 记 法 下 ， 一 个 数 可 以 被 dR AM 


当 它 的 各 位 数字 之 和 和 8 被 d 整 除 . 这 可 以 由 
(Ge, ° °° 0h = anb" H ab E aa oH aodfé H. 





4.32 wp(m) 个 数 {kn mod m|k L m HO<k< m} 就 是 数 {k|k Lm H 
< 人 < i By y % 5 $ k 
OSES mj 按照 革 种 次 序 的 排列 ， 将 它们 相 乘 并 用 [sm 来 除 . 


4.33 显然 AD = 1. 如 果 mln， 那 么 
h(mn) = > Lo fd) = > En f(cd)g((m/c)(n/d)) = > pe A Fle) g(m/c) f(d)g(n/d) 
， 这 就 是 h(m)h(n) ST Matin 项 都 有 cld. 


4.34 WAR z 不 是 整数 时 jz 那么 
gim) 一 ER fid) = Ss Ai pl A ae f(m/d). 


4.35 ”基本 的 情形 是 





T(0.n) =0; I(m,0)=1. 


x m,n > 0 时 ， 有 两 条 规则 . 第 一 条 当 m > "时 是 平凡 的 ， 而 第 二 条 当 
m 三 n 时 是 平 几 的 : 


I(m,n) = I(m,n mod m) — |n/m| I(n mod m,m); 


I{(m,n) = I(m mod n,n). 


4.36 将 任何 给 定量 分 解 成 非 单位 数 的 乘积 的 分 解 式 必定 有 
m? — 10n? = 土 2 或 者 +3, 但 是 这 对 mod10 来 说 是 不 可 能 的 . 


l s 1 
; 5 bn 一 2 In ( n T 5) . 
“/ :那么 


om ] 
yr , - 
En = G F 9 <] adn < In E < bn . 


A 
wa 
N 
| 
i) 
六 
| 
Ko | 


而 @n—1 < An < bn < bn-1, 所 以 我 们 能 取 己 = lime" SE, CAE 


1 
; 3 ] a 
E =- | | ] 十 ——; 
2 ( (2en 


n=l 


这 是 一 个 快速 收敛 到 (1.264 084 735 305 301 11…:)2 的 乘积 。 但 是 这 些 事 
实 并 没有 告诉 我 们 所 等 于 什么 ， 除 非 我 们 找到 E 的 其 他 表达 式 ， 而 这 个 
表达 式 不 依赖 于 欧 几 里 得 数 . 


4.38 设 r=nmodm， 那 么 





/ ee) | - mr\ / f 加 a 
a” b” = ia bp"™ \(a"~ mb 二 az anm pn g ns a b” m—T yom m] (a! =p" ). 


439 WR aa 和 六 :加 都 是 完全 平方 ， 则 


/2 2 
三 


亦 然 ， 其 中 ae , ay } i (r bu} 二 TT ,Co} (事实 上 可 以 证 
明 ， 序 列 (3(1),5(2), 5(3),…,) 含 每 个 非 素数 的 正 整数 谷 好 二 次 


440 2 /=Tac wk eer lee] g(n) = np, ay 
= f(n)f( In/p|)f( |n/p?| jr = f(n)g( [n/p] ). 


'n) = ag!(p— IP?) = ap!(—1) 0P] ( (modp)pP 
i 1 PI 以 及 


又 
=p(n!) = [n/p] + &p([n/P]!) .这些 递 归 式 使 得 用 归纳 法 证 明 结 论 更 容易 . 
(还 可 能 有 若干 其 他 的 解法 . ) 





441 (a) 如 果 吕 三 一 (modp)， 那 么 ("WP 三 1， 但 是 费 马 说 它 是 
+1) n = (tp 一 12) Dian eat 
_ f )o-02TT 7 7 





4.42 ”我 们 首先 注意 到 ， 对 任何 整数 ov 有 LI kll+ak, KARTEL 
里 得 算法 有 gcd(k. l) = ged(k. 1 + ak) ). 现 在 


mln IA nin © mln 


= m+nw Ln. 
类 似 地 ， 
m Ln’ 以 及 nin’ &mn'+nm’' Ln’. 
因此 
min 以 及 minWR nin’ e mn’ + nm Lnn. 


4.43 RAIE DAL ROR, JRA RIL 1RL 来 乘 ， HHL RÆ, FA 
用 R?L'RDDORR, wH, Bn RACE RPL RE, AWK 


们 必须 消去 Pl 个 RR. 而 是 1 2m+1 
4.44 通过 观察 2000 和 2000 的 Stern-Brocot 表 示 法 ， 并 且 正 好 在 前 者 有 工 
后 者 有 五 的 地 方 停 下 ， 我 们 就 能 找到 位 于 


E T 631 633 
[(0.3155..0.3165) = 四 





2000 2000 


1993 年 世界 杯 系 列 赛 期 间 ， 当 JohnKruk 出 场 击 球 时 ， 旗 子 上 显示 的 内 容 . 


中 的 最 简单 的 有 理 数 : 


(m1, n1, m2, n2) := (631.2000.633,. 2000): 


while mı > nı or mə < ng do 


























if mə < n then ( output(L): (nọ n)2):= (n1, n2) — (m1, mə) ) 
2) :一 


else ( output( R): (m1, m: (mi, mə) 一 (ni n2) ) . 


LLLRRRRR = 一 & 0.3158. 


输出 是 19 附带 指出 ， 平 均值 0.334 意 味 着 至 少 上 
场 击 球 287 次 . 


4.45 T ZT > )$ r(x — 1) = 0 (mod2”) LOR, x mod 5"=[0 

或 者 1].〈 最 后 一 合法 的 ， 因为 T(z — 1) mod 5 = 0 意味 着 z 或 者 

resi a, tE JAE OUIBINDLE-9 PER, BRAT DLA ak 
除 掉 . 


所 以 最 多 只 有 四 个 解 ， 其 中 有 两 个 (z=0 和 z=1) 不 够 资格 成 为 “n 位 
数 ”， 除非 n= 1 另外 两 个 解 有 形式 7 -和 10" 十 1 一 J， 且 这 些 数 中 至 少 有 
一 个 是 10" 的， 当 = 4 时 ， 另 一 个 解 10 001 — 9 376 = 625 不 是 四 位 
AL. 我 们 期 待 ， 所 有 的 nn 中 有 大 约 80% 能 得 到 两 个 n 位 数 的 解 ， 但 这 个 
猜想 到 目前 为 止 尚未 得 到 证 明 . 


[这 样 自生 的 数 称 为 自 守 的 Cautomorphic) . ] 


4.46 (TEE A I 
n®* = 1b)" = P4, 其 中 p 是 的 最 小 素 因 子 . 如 果 2 = 1 (modn), Ff 














人 入 2 p 三 ] | (mod p) .又 有 2 5p—1 一 =] (mod p), 所 以 2 ogcd(p—1,n) 一 = 1(modp). 但 是 根 
据 P 的 定义 有 gcd(p 一 1,7n)=1. 


4.47 ur n™-! = 1 (mod m)， 我 们 必定 有 nlm. 如 果 对 某 个 
lj<k<m 有 nt=n, 那么 n* 三 1， 因 为 我 们 可 以 用 nw 来 除 . 这 样 
一 来 ， 如 果 诸 数 mod m,… n”! mod m 不 是 各 不 相同 的 ， 那 么 就 丰 
在 一 个 满足 n= 1 的 上 <m 一 1 根据 习题 4.46(a)， 最 小 的 这 样 的 整除 
m 一 1. 那样 就 对 某 个 素数 P 和 某 个 正 整 数 9 有 *4 = (lm 一 1)/P， 而 这 是 不 
可 能 的 ， 因 为 T- 1. 于 是 诸 数 n! mod 7 ,n™! mod m 是 各 不 相同 
MN, AS mam. 从 而 诸 数 1 om- l5 mR, MmbARA. 


448 将 这 些 数 与 它们 的 逆 元 配对 ， 就 能 将 此 乘积 Cmodm) 化 简 为 
icem mod mat" 现在 利用 吧 Podmm 二 1 的 解 的 知识 根据 剩余 算术 我 
(RE: WE m=4, pR 2p (了 > 2)， 则 结果 为 m 一 1: 否 则 为 +1. 


4.49 (a) 或 者 mm <n (P N)— ] 种 情形 ) ， 或 者 m 二 n〔 一 种 情形 》， 
或 者 m > n〔 又 是 (入) 一 1 种 情形 ) ， 从 而 RU) = 2®B(N) 一 1.(b) 由 
(4.62) 得 到 








26(N)-1=—-1+ J ud N/d] 1+ Nyd], 





从 而 所 述 结果 成 立 当 且 仅 当 
>, p(d)|N/d| =1, N21. 
d>1 


如 果 取 f(7) = |e > 1), ees (4.61) 的 一 个 特殊 情况 . 
4.50 (a) 如 果 j 是 任意 一 个 函数 ， 那 么 


Ss fik) DY y f(k) [d = ged(k,m)] 


O<k<m d\m O<k<m 


=>) f(k) [k/dLm/d| 


d\m O<k<m 


E x ` f (kd) [kL Lm /d] 


d\m O<k<m/d 


=>. DE Seni /dj | 


d\ m O<k< 
我 们 在 (4.63) 的 推导 过 程 中 见 过 它 的 一 种 特殊 情形 . «IIR, 8 
似 的 推导 过 程 成 立 . 这 样 我 们 就 有 
z™—1= |] (z =i) Ie z — wkm/d) = || vaí»), 


0<k<m d\m O<k< d\m 
cia 








因为 ww mj d _ e?7t/d 


利用 乘积 代 蔡 和 式 得 到 的 《4.56) 的 类 似 公式 ， 可 以 从 (a) 推 出 (bD).， 附带 
指出 ， 这 个 公式 表明 严 m(2) 有 整数 系数 ， 因 为 于 "(3) 是 用 首 项 系数 为 1 的 
多 项 式 相 乘 以 及 相 除 得 到 的 . 


C Pee Sree T, ee aen t/h l-k 1) ky 
451 (T1 + Tn) E Pe! (ki! - kn!) T] 仅 当 革 个 
ae a ce ee 


现在 可 以 令 所 有 7z 为 1， 这 就 得 到 n? = n. 


452 WR P>, WAERT. RZ TLP, WA 
ze = 1 (modp)， 这 就 意味 着 在 给 定 的 数 中 至 少 有 |(m 一 1)/(p — 1) Yn 
Se 而 由 于 n 2p, 所 以 (n — 1) \/(p—- 1) 2 n j 'p. 


4.53 首先 指出 ， WE m 6H mA LAM, WAM- 2)! = 0 (modnm). 
CHR m =p, WAF (m 一 2)! 的 乘积 包含 P5 2; 反之 ， 它 则 包含 d 和 
mjd, 其 中 d <m/d.) 接 下 来 考虑 几 种 情形 : 


“上 各 创造 了 整数 ， 其 他 一 切 皆 属 人 为 . ” 
— LHA meS] 























E0, n < 5. 条 件 仅 对 = RYE. 
情形 1，n 25H n 是 素数 .此 时 tn 一 Dn+ JU 是 整数 ， 且 它 不 可 能 是 mn 
的 倍数 . 


情形 2， n2 5, nEs 合 数 ， us n+ OR. MERT nfin + LEB (n— 1)! 
Hnln+1, Ak rin + 1)\(r—- 1)! yas N25, ne GR, H+ be 
素数 . e A (n—1)!=1 (modn + 1) nA 


[(n —1)!/(n + 1)| = ((n— 1)! + n) /(n + 1); 
它 可 以 被 "整除 . 
这 样 一 来 ， 答 案 就 是 : 或 者 n= 1， 或 者 了 入 4 是 合 数 . 


4.54 =2(1000!) > 500 和 £5(1000!) = 249， 因 此 对 某 个 偶数 a 有 
1000! = a- 10%. F 1000 = (13 000)5， 习题 页 4.40 告 FWRI 

-10% = 1000!/5 = —1 (mod5). 又 有 229 = 2， 因 此 w 三 2， 从 而 
a mod 10 = 2 或 7， 因此 答案 是 2 x 10749. 


4.55 一 种 方法 是 用 归纳 法 证 明 Bn/ Piln + 了) 是 整数 ， 这 个 更 强 的 结 
帮助 归纳 法 走 到底 ， 男 一 个 方法 基于 证 明 : 每 个 素数 ?整除 分 子 至 少 与 
它 整 除 分 母 的 次 数 一 样 多 .这 就 转化 为 证 明 不 等 式 











2n 


2 | k/m] pasi k/m] 
k=1 , Wm 2 2, 


TERY DAA TAHE H 


2n— 1 2n n 
| | 一 a z4 二 | + [n mod m = m — 1] — [n mod m = OJ. 
m m m 


当 0 芯 寻 过 7 妈 时 后 者 为 真 ， 而 当 交 增加 了 时 两 边 增 加 4. 


456 ik 

2n—1 n—l 
fim) = pe min(k,2n — k) [m\k], g(m) = paia F — 2k — 1) [m\(2k + 1)]. p 
整除 所 述 分 数 的 分 子 的 次 数 是 fp) +H Ti P 整 除 分 母 的 








次 数 是 9(P) + gip) + 9(P") + 但 是 只 要 mn 是 奇数 ， 由 习题 2.32 就 有 
f(m) = g(m). 于 是 ， 根 据 习 题 3.22， 所 述 分 数 就 转化 为 2 ?7. 


4.57 ”由 于 





` [d\m] = p [m = dk] = |n/d] , 


l<m<n O0<k<n/d 
提示 建议 我 们 使 用 标准 的 交换 求 和 . 记 所 提示 的 和 式 为 2 O, RIE 
X (m+n) =y m ) -X (n) = > yd). 


déS\m,n) 


1 , 
另 一 方面 ， 由 (4.54) Soa = Pt), pay 


y, (m+n)— y. (m) 一 bD (n) = mn. 


4.58 ”函数 f(m) 是 积 性 的 ， 且 当 m=P 时 它 等 于 1+P 二 … 十 产 :这 个 数 
we QM Ae ATM Pre SEAR ALL k = 1. 由 于 人 必须 是 奇数 ， 在 此 情 
形 下 这 个 和 式 等 于 








(1+ p)(1 +p +p free + p¥-1), 
H- 1)/2 AAPL, AEE. 充分 必要 条 件 就 是 : «mE ANT ARS 
Sse. 


459 ”提示 的 证 明 : 如 果 ”- 1， 则 有 zi 一 a 一 2， 所 以 这 里 没有 问题 ， 
ag n > 1， 可 以 假设 T1 Si < Tn 情形 1: 

ryt + Tp + (tn — 1)! S 1B ty > zn-1 此 时 就 能 求 得 
3 2 Tn 一 l 2 Tn— 1， 使 得 ry" Eas +25), T Bo = r 从 而 Tn < B+ 1 < En 
目 Z1… Zn 入 II… Zn 十 Sein ën (根据 归纳 法 ) 。 存在 一 个 正 整 
Bln Ms 使 得 a= T1: ` Inf m, 从 而 as €1 °° En = En+l 一 l ， 上 且 有 

T1 ` Zn(a + 1) < ey “mm 情形 2: ZI T, + (Tn =1) 之 2 1H 
Tn = Deaf a = Én; a`! + (a 一 14 = (a — 2) + d 此 时 可 以 指出 ， 有 
a> ADL (a ~2)(6 +1) > TAREAS e BA 

` .一 1 i 一 1 ` SLRS 
a a alia Ba n—-2 T + ( a 一 2)” + B 一 1 由 此 并 根据 归纳 法 就 得 出 


T1°°+ Ty [Ê T1 +++ Tp_Q(a — 2)( (+1) < eg? Eyota —2)(P +1) 入 el…en， 这 


y aj rr EE F A N yoy To B et ee 一 】 Lfe = \-1 e" N 
样 就 能 同 前 一 样 完成 证 明 . 情形 3: Tn-1 十 (Tn 一 1) <1. 设 
a = Tn, 并 令 Me es 机 (a—1) +8" .可 以 证 明 
(a—1)(8+1) > ata 十 1)， 因为 这 个 恒 等 式 等 价 于 


2 2 2 < 
aa” — aa + aa — a +a+a >Q., 


TẸ aala —a) + (1+a)a > (1+a)ja > a 一 a 的 一 个 推论 。 故而 我 们 可 以 
H a IM ORRE zn 和 aa， 重复 这 一 变换 直到 情形 1 或 者 情形 2 适用 . 


这 个 提示 的 另 一 个 推论 是 ，1/71 to + Van < Tie 
liar tk Ite S Herten A 446. 
2 





4.60 ”要 点 是 ”了 3 这样 我 们 就 可 以 取 充分 大 (以 满足 下 面 的 条 件 ， 
并 取 pr 是 大 于 Pm-! 的 最 小 素数 .在 这 样 的 定义 下 ， S n = 3°" ID Pabh K 
bn = 3“ In(pn 二 JJ) 如 果 我 们 能 证 明 an_1 S an < bn S Da-i, 就 能 如 习题 
4. 37 中 那样 取 P = lm, yooe” .但 是 这 个 猜想 等 价 于 oa 1S Pn ‘ (Pn-1 + 1)”. 
a e a a 
p+ p" > (Pra +1) 但 这 意味 着 有 PP > 3p”， 而 当 P 充 分 大 时 ， 这 是 不 可 
能 的 . 

“人 创造 了 整数 : 所 有 其 他 的 都 是 迪 厄 多 内 完成 的 .” 

—R.K.Guy 


我 们 几乎 可 以 肯定 取 pi = 2, KARA H PUEDE aR: 系数 间 隐 的 
己 知 界限 比 真 实情 况 弱 得 多 〈 见 习题 4.69) . 这样 就 有 


p2 = 11, ps = 1361, py = 2 521 008 887, 1.306 377 883 863 < P < 
1.306 377 883 869. 


4.61 | aA nret, 注意 mn’ 一 m 人 二 1， 从 而 六 站 .又 有 




















m/n > m’ int, N=((n+N ) /7 jn’—n2en>((nt+ N)/n! —1)n’/-n= 
N—n'>0 ; 
< Hin 
MARIA ®/Â > m /n .如果 等 式 不 成 立 ， RAIRA 
n” = (mn! — mA )n” = n'(mn" — mA) + a(m"n! — m'n”) > n +À > N, 这 是 


， 这 一 题 意味 着 (m + m'")/(n +n") = m/n, AERTS 








9-149 2,9-3_9-6_9-7, 9-2, 9-13 9—20 9-21 4 9730 g-31 _ 
9742 9-48 可 
以 写成 

] Ak?-6k-3 _ 9 4k?—10k -7 ` 
a7 3), ( 5 ). 
k2 

些 指 出 ， 这 个 和 式 可 上 二 
附 齐 指出 ， 这 个 和 式 可 以 利用 * 2 函数 k 表示 成 封 


闭 形式 ， 我 们 有 


1 3 /4 3 .f4 a 
e 9 + -6 lIn2, 3iln2 ] — — 9 | — ln 2, 521ln2). 
2 8 T 128 7 


463 任何 > 2 或 者 有 一 个 素 因 子 d > 2， 或 者 可 以 被 d = 4 整除 . 无 论 
是 哪 一 种 情形 ， 一 个 带 有 指数 "的 解 就 意味 着 一 个 带 指 数 4 的 解 

(a + (b9) = (S) F d = 4 没有 解 ， 所 以 d 必 定 是 素数 ， 解 题 线 
过 可 以 从 二 项 式 定 理 推 出 ， 因 为 当 P 为 奇数 时 有 

(a? + (x — a)?) /x = pa? (modz). 如 果 (4.46) 不 成 立 ， 则 最 小 的 反例 满足 
alz. 如 果 z 不 被 ?整除 ， 那 么 x 与 /7 互 素 ， 这 就 意味 着 ， 只 要 4 是 素 
数 ， 且 4 \W\T 以 及 4 \\c, RIRA € = fP-: 因 此 对 某 个 mw 有 r = m?. 男 一 
方面 ， 如 果 z 能 被 整除， 那么 “1/7 能 被 ?整除 ， 但 不 能 被 PP 整除 ， 且 
PE 了 没有 其 他 的 公 因子 . 


我 发 现 了 费 马 大 定理 的 一 个 奇妙 的 证 明 ， 但 是 这 里 写 不 下 它 . 


4.64 Pw 中 相等 的 分 数 按照 “管风琴 次 厅 ” 出 现 : 


2m 4m rm 3m m 






































2n 4n rn 3n n 


假设 Py 是 正确 的 ， 我 们 想 要 证 明 Proa EP. 这 就 意味 着 ， 如 果 
kN 是 奇数 ， 我 们 想 要 证 明 


k—1 
N+] 


如 果 kN 是 俩 数 ， 我 们 想 要 证 明 





= Py kN: 


; ; kK-1, ; 
PN KN 1 PN kN N41 PN kNPNkN41- 


在 这 两 种 情形 下 ， 知 道 Pyh hF E DAN + 了 的 分 数 个 数 是 有 用 
的 ， 根 据 (3.32) ， 这 就 是 


n 大 一 ] = (A —1)n : (k—-1ljn+N 
oy <<] Eee | N+1 | 


n=1 


(k — 2) 4-1 i N 

2 E Ae 
Hp d = ged(k — 1, N +1) HF N modd=d—1, 这 就 化 简 为 
kN -—d+1). 














人 


了 


此 外 ， 根 据 管风琴 次 序 的 特点 ，Pw 中 与 W 一 NN + 世相 等 且 在 Prap 
位 于 它 前 面 的 分 数 个 数 是 1). 


ae 
如 果 kN 是 奇数 ， 则 d 是 偶数 ， 且 (一 /N+ 了 在 Pn 中 位 于 32 s (kN 1) 
个 元 素 的 后 面 ， 这 正好 就 是 使 问题 得 如 果 kN FETE 


Bw, WdzAR BA-D/ N+ 位 于 Ps 中 3 WW 个 元 素 的 后 面 . 如 
Bd=1, URAM— MEF E DAN +1), A Prem Pa PL 
(k —1)/(N + 1) 落 在 两 个 相等 的 元 素 之 间 ， 且 PnxN 就 是 “ =. (C.S. 

Peircel?88] 差 不 多 在 他 发 现 Py 的 同时 ， 独 立地 发 现 了 Stern-Brocot 树 . ) 


4.65 (M 费 马 数 及 的 类 似 问 题 ， 是 一 个 著名 的 未 解 问 题 . 我 们 这 
个 问题 可 能 更 容易 一 些 ， 也 可 能 更 困难 一 些 . 
“不 存在 少 于 | 25 x 10 的 平方 数 整除 某 个 欧 几 里 得 数 .” 


Ilan Vardi 


4.66 已 知 不 存在 小 于 36 x 102 的 平方 数 整 除 某 个 梅森 数 或 者 费 马 数 . 
至 今 还 无 法 证 明 Schinzel 猜 想 : 存在 无 穷 多 个 无 平方 因子 的 梅森 数 ， 甚 
至 还 不 知道 是 否 存 在 无 穷 多 个 p， 使 得 PA\(a + 臣 ， 其 中 a 和 2 的 所 有 素 
因子 都 < 31. 


4.67 M. Szegedy 己 经 针对 所 有 大 的 n 证 明了 这 个 猜想 ， 见 参考 文献 












































[348]. [95, pp. 78-79] 和 [55]. 
4.68 这 是 比 下 一 题 中 的 结果 要 弱 得 多 的 猜想 . 


4.69 ”Cramérl66] 证 明了 : 根据 概率 论 ， 这 个 猜想 似乎 是 合理 的 ， 而 且 通 
过 计算 验证 了 这 个 猜想 :Brent371 证 明了 ， 对 Pr+1 < 2.686 x 10 "有 
人 一 人 00 而 习题 460 中 弱 得 多 的 界 在 1994 年 时 还 是 已 知 最 好 的 结 
果 [255]。 如 果 对 所 有 充分 大 的 n 有 Pr+1 一 Pr < 2Pr"， 则 习题 4.68 有 一 
个 “肯定 的 ”答案 . 根据 Guyl169， 习 是 A8]，Ppaul Erd6s 提 供 了 10 000 美 元 的 
奖金 虹 赏 下 述 结论 的 证 明 ; 对 所 有 c > 0， 存 在 无 穷 多 个 n， 使 得 





clnnlnlnnlnlnlnlnn 


Prt ms En > 
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(lInlnlnn) 


4.70 ”根据 习题 424， 这 个 结论 当 a(n) = za(m) 且 仅 当时 成 立 ， 参 考 文献 
[96] 中 的 方法 或 许 有 助 于 破解 这 个 猜想 . 


471) 4k = 3 时 最 小 的 解 是 n= 4 700 063 497 = 19 x 47 x 5 263 229， 在 
这 种 情形 下 ， 还 不 知道 有 其 他 的 解 . 


472 对 无 穷 多 个 a 的 值 ， 此 结论 为 真 ， 包 括 -1 (当然 ) 以 及 0 〈 不 屠 
么 明显 ) .Lehmer244 有 一 个 著名 的 猜想 : (Nt — D 当 且 仅 当 "是 素 
数 . 


4.73 这 个 结论 与 黎 曼 猜想 等 价 ( 当 :的 实 部 大 于 1/2 时 ， 复 :函数 5(3) 
不 为 零 ) . 


4.74 实验 证 据 提示 我 们 : 就 像 阶乘 关于 模 2 是 随机 分 布 的 一 样 ， 该 集 
合 中 存在 大 约 PU- Ves ATOR. 


51 根据 二 项 式 定理 ， 在 任何 基数 7 > 7 的 进 制 下 都 有 (10)# = (14641), 

















在 11 进 位 制 下 ，114 等 于 什么 ? 











= 


k< nf/2| 上 有 时， 这 个 比值 1， 所 以 最 大 值 在 = [22 以 及 大 = 1n/2| 时 出 
现 . 


5.3 REED. BRET fo)/so— 940), Sop 
f(n) = (n+ 1)!n!(n - 1)! 


(1) = ot (tt = at (eean 
5.4 


5.5 MR O<K <p, WE a hake 它 不 可 能 与 分 母 中 


EIA 
的 数 相 消 ， 由 于 A 一 1/， 对 0<k<p 我 们 必定 有 


?7 )=(-1)*(modp). 


5.6 【在 排除 了 第 二 个 障碍 之 后 ) 关键 的 步骤 应 该 是 
] n+k m+tl\, vk 
na | k ) (Rie 
1 n+k m+l1\, 大 
es n ) i z 
l n+k n+i\, 大 
se n Gr ya 
1 n—1 m+1\, .,_ 
—( n )( 0 ) - 
原来 的 推导 忘 了 包括 这 个 附加 的 项 ， 这 一 项 等 于 中 = 0]. 
5.7 fi, Bar = (Dr - ] 我 们 还 有 


= 1 k PEES 
rk (: Le >) — (27) (27 


5.8 f(k) = (k/n- 1)" 是 一 个 mn 次 多 项 式 ， aisha RBA n" .根据 
C40) o LAMIRE w/a BE 3 斯 特 林 近 似 表 明 ， 此 式 近似 
EF Verne". (这 与 (1 一 1/e) 完 全 不 同 ， 后 者 是 利用 n 一 oo 时 对 固定 
的 成 立 的 近似 公式 (1 k/n)" ~e 得 到 的 结果 . 











5.9 根据 《〈5.60) 有 


rege een ae EA \K-1 ky [oo a 7\F-1y ~\k 1/ E TENE oo Sh 
Elz) =J ttk E k=) (A 1)*~* (tz)* /k! = E (tz). 


dak Iie 9) — fs . 2. >) ; : oF = 
or eso 2 /(k +2) = F(2, 1:3; 2) Bey th-1/te = (k + 2)z/(k +3). 


5.11 第 一 个 是 贝 塞 尔 函 数 ， 第 二 个 则 是 高 斯 函数 : 
z`! sinz =J j2% / [k+ = F (nl 
1" 本 区: 
z ! arcsin z = > 27k aC 2k + 1)k! = F (5 I = 2) 


{EAN EAE UU SE AK PBL. 


ho] te 
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ON 
心 
ed 











512 (a) 如 果 " £9, n 是 超 几何 项 ， 因 为 项 的 比 信和 是 nCb) 当 n 是 整数 
时 ，k" 是 超 几 何 项 ， 项 的 比值 是 (二 1 /所 . 注 意 ， 我 们 是 从 (5.115) 
HAY m=nt+1, q =---=a,=1,  =---=b,=0, z=1, H 0" 来 乘 
得 到 这 一 项 的 . (0) AN, Wb (+ DE + 3)/k+ 2d) 不是， 项 
的 比值 是 1+ 1/1 + Me, H Hi ~ nk 不 是 有 理 函 数 . (e) 是 的 ， 任 何 超 
几何 项 的 倒数 还 是 超 几何 项 . 当 大 < 0 或 者 大 > n 时 有 tl*) = %， 这 一 事 
实 并 没有 将 苹 饥 从 超 几 何 项 范围 中 排除 出 去 . O 当然 是 . (g) 例如 ， 当 
i(k) = 2° T(k) = 1 时 不 是 ，(h) 是 的 .对 于 任意 的 n， 项 的 比值 

tn 一 1 一)/t(n 一 1 一 (+ 了 )) 是 一 个 有 理 函 数 〈 关 于 t 的 项 的 比值 的 倒 
数 ， 用 nn 一 1 一 代替 有) .人 D 是 的 ， 项 的 比值 可 以 写成 


at(k + 1)/t(k) + bt(k + 2) /t(k) + ct(k + 3) /t(k) 
a + bt(k + 1)/t(k) + ct(k + 2)/t(k) 














而 tik +m )/t(k) = (t(k + m)/t(k +m — i (tk + 1) /t ee 的 一 个 有 理 
函数 . 0) 不 是 . 只 要 两 个 有 理 函 数 Pilk) alk /9 对 无 穷 多 个 天 
是 相等 的 ， 它 们 就 对 所 有 的 都 相等 ， 因 为 pilh = qi(h)pa(k) E — ^^ 
2 MIS 等 式 . 这 样 一 来 ， 如 果 它 ae. BATALE 

[CE + 1)/2] / Tk; /2 就 会 等 于 1. (k) 不 是 . 人 会 是 估 + l/h, KPAX 
所 有 > 0， 它 都 是 e+ 1 RRE O D OR 02 的 信 数 时 才能 
为 零 ， 而 4() 则 仅 当 {0) = 0 时 才能 为 1.， 

















超 几 何 项 t() ka 以 写成 0 vlk), sep elk) are, Bel) A 0 

mamie tk + 1)/t 是 PS 且 了 和 4 已 经 在 复数 范围 内 被 完全 分 解 
T ee | ape eC) an PU) 的 入 因子 的 个 数 沽 去 引信 E 
A Eine, ,市 二 1) 就 是 1 AR) Ro PET 的 非 零 因子 的 乘积 ， 再 除 以 4 (大 ) HFE 














5.13 Rn = nt /Pn = Qn/ Pr = On 


l— k 
re E een eee 
E =m= i ahead 
1 一 大 一 由 的 和 式 就 是 对 所 有 求 和 的 和 式 ， 这 是 由 于 
m > 0. (条 1 n 2 0 并 不 真正 需要 ， 尽管 在 n < OF} 上 必须 取 负 的 值 . ) 


为 了 从 (5.25) 得 到 (5.26) ， 首 先 用 -1 一 ?一 4 代替 s. 
515 WA ?是 奇数 ， 这 个 和 式 为 零 ， 因 为 我 们 可 以 用 半 一 K 代 蔡 大 如 果 


n = 二 2m， 根 据 (5.29) (Ma=-b=c=m) 这 个 和 式 等 于 
(—1)™(3m)! jmt. 


5.16 如 打 我 们 用 阶乘 与 出 求 和 项 ， 这 正好 征 
(2a)!(2b)!(2c)!/(a + b)!(b + c)!{c + aL, (5.29) . 














e s 有 
Bul- = ( ) aye tk 1)) (—2)" 


5.20” 它 等 于 F(—a,..., —am; —b1,..., —bn; (—1)™ z), 见习 题 2.17. 


5.21 lm ,x ( n+ m )=/n m— 1. 


5.2 


N 


In LO 

2n + 22 or 

= lim ht 
noo 2n 


等 等 ， 附 带 指出 ， 工 函数 的 等 价 结论 是 


5.23 D'ai, W (5.50). 

5.24 根据 (5.35) 和 (5.93) ， 这 个 和 式 是 
n F m — n, 一 到 |] = 2n 

m 1/2 = \ 2m) 


5.25 ”这 等 价 于 容易 证 明 的 恒等式 





(a — b) 





(6+1)* 


也 等 价 于 算 子 公式 4 一 b= (0 +a) (+b). 
类 似 地 ， 我 们 有 


a (a+ id 





Pp 


根据 (5.34) 和 (5.36) , (5.83) 相 乘 和 相 除 就 给 出 


(—1/2)! n+2r\ {(n+2-1, 
= m lim i 
T!(T — 1/2)! ne n n 


n — 1/2 


n 


) 


a1,a2,03,°-* .a 
(al — a) F ii 
bi. ,bn 


a, + l.d9.da3.--- .a 
= q F 1 2 3 m 
by, va De, 





a,.a9 + l.ag.---.a 
2) wee hn di Ea 
g bi, bn 


因为 al 一 ao = (al + k) — (ag + k) 4 a, 一 ji 是 非 负 整 数 d; 借助 第 二 个 | 
恒等式 ， 我 们 可 以 将 F(a，… sanibo ,br 表示 为 

Flast+ j,@3,°** ,@m360,°°- ,bn3z) (OK 7<d) ) 的 线性 组 合 这 样 就 消去 了 
一 个 上 参数 和 一 个 下 参数 .这样 ， 我 们 就 得 到 Fla, bia- ez), 
Fla, ba 一) 等 的 封闭 形式 . 


高 斯 3， 57 推导 出 了 (a, boc: 2 和 任何 两 个 “连接 的 ”(contiguous) 超 几 
何 函数 《〈 其 中 的 一 个 参数 改变 了 +1) 之 间 的 相似 关系 .Rainvillel300 将 
它 推广 到 了 更 多 参数 的 情形 . 


5.26 ”如 果 原 来 的 超 几何 级 数 中 项 的 比值 是 妇 +1/ 妇 二 7( 懈 ， 则 在 新 的 级 
数 中 项 的 比值 是 不 +2/ + = CR + Dif 


7 E a1 人 ai + 1l,---.am +1,1 
P= ee a 
5.27 这 是 F(2a1, >- , 2am; 2b1, :20m3 的 偶数 项 的 和 式 . 我 们 有 

元 ] 
(2a)***? /(2a)* = 4(k + a) ies = 


5 Fett Fy 
<“/， 等 等 . 


’ 




















令 z” 的 系数 相等 可 以 得 出 Pfaff-Saalschiitz 公 式 (5.97) . 











《 欧 拉 通 过 证 明 两 边 满足 向 样 的 和 方程 ， 证 明了 这 个 恒 冬 反射 律 
常常 归功 于 欧 拉 ， 但 似乎 并 没有 出 现在 他 已 经 发 表 的 论文 中 、 


5.29 ”根据 范 德 蒙 德 卷 积 ，2" 的 系数 是 相等 的 . ee 
不 同 的 : 他 在 反射 全 (5.101) 中 考虑 了 litim+0F(m,b— a:b; =/m).) 


5.30 “再 次 求 导 得 到 z(1- 2)F(z)+(2-3z) 忆 (2) 一 FE(z)=0 于 是 ， 由 
(53108). 6 Pile) =F, iz) 


5.31 hm "意味 着 
f(k+1)/f(k) et ra —1)/(1—T(k)/T(k + 1) py 
PH pk BY. 


5.32 ZX KAIERA , a NMI cL 我 们 
# ak) = r(k) =1, eee ) .此 法 提示 我 们 设 
s{ 大 ) 且 是 一 个 次 数 为 d 二 deg(p) 十 1 的 多 项 式 . 


slk) = —k T 


l 
5.33 &=(k—1)s(k +1) 一 (十 1)s(k) 的 解 是 2， 故 而 答案 是 


(1 — 2k)/2k(k Co—1)+C. 


5.34 因为 对 有 > c 的 所 有 项 都 为 零 ， 且 在 其 他 项 的 极限 中 = — < 与 -c 相 
抵消 ， 所 以 极限 关系 成 立 . 这 样 一 来 ， 第 二 个 部 分 和 式 就 是 


l , aT); A EA n— 1 
lim- „oF (—m, —n;e—m:; 1) = lim- „ole +n —m)™/{e —m)™ = (-1)™ ( ) 
| m 


a\ —k-1 
ae (: = 5) [k > 0] = 2+! [k > 0). 
5.35 (a) 2 “3 [7 2 0)-(b) 2 


5.36 m+ nie Alice me ZANE nF, Fah 
K P- ] 乘 以 进位 的 次 数 ， 因 为 每 一 
将 这 个 结果 推广 到 广义 二 项 式 系数 的 研究 可 见 参考 文献 [226]. 


THY) | Ï y 
sar meegaan a) 2 (0) (00), se 
a . 例如， 如 果 我 们 取 rz 和 y 的 相反 数 ， 就 能 从 公式 


r" = (—1) (~r) HE Hy a — MEER. 

















5.38 eu ae 


agaa e a) gt eel cei 


式 继续 下 去 . 反之 ， 任 何 这 样 的 表示 法 都 可 以 用 这 样 的 方法 得 到 ， 《对 


任何 固定 的 m， 我 们 可 以 对 


al aa\ a l i 
n = + e+ Aa Q Say < a9 < < am 
1 2 m s 


得 到 同样 的 结果 . 
5.39 ”对 允 十 nn 用 归纳 法 证 明 : SATA m > 0 和 n= 0 有 


mon m m+n—1—k nym—k_k g m+n—1—k n—ky;m_k 
Ty = Dis ( ae ) br +) 4 ( sos ) by. 
5.40 
(1) ye = r\ ({m—rk—s-—1 
k=1 4 m 一 7 
一 (一 1 Wate gel) /m—r(k—1)—s—1 
E m 
— (—1)™” m=rTrn=s=l\ {m=s—=] _fm+s\ f(s 
a m m E m mj ` 


— + Iry -4- 
5.41 > n!/(n k)'(n k + 1)! 一 (ni /(2n | 1)!) S 他 +1 
4 ie . k>n k 


是 2?"n!/(2n + 1)!. 








5.42 我们 将 ME a q(k) = k + 14 
r(k) = k — 1 — nGosper D RA f SE) = 1/(n +2), Nii AT BER ATA ce Fh 


a) 
就 是 n2 T / .又 如 果 0< mn， 则 


a Ces pnt] as 六 n+l (mes (—1)" 
= {— — = 十 . 
PT 的 as n+2 工 0 n+2 n+ 2 (a 











l l l 


n—1\ — n a fn 
n( 人 ) (n+ 1) (ia) (n +1) (x) 
是 基本 递归 式 〈5.8) 的 “对 偶 ”. 


543 在 提示 的 第 一 步 之 后 ， 我 们 可 以 应 用 〈5.21) 并 对 大 求 和 . 这 样 ， 
再 次 应 用 (5.21) 以 及 范 德 蒙 德 卷 积 ， 就 完成 了 这 项 任务 . 
(Andrews10 给 出 了 这 个 恒等式 的 一 个 组 合 证 明 . 参考 文献 [207， 习 题 
1.2.6-62] 中 讲述 了 一 个 快速 方法 ， 可 以 从 这 个 恒等式 得 到 〈5.29) 的 证 
明 . ) 


5.44 ”阶乘 抵消 表明 
m n m+n\ (m+n—j—k\ {j7+k\ (m+n 
j k m 7 m— j j 7 十 大 }’ 
m+n 


1/ 
所 以 第 二 个 和 式 等 于 (a lanan mu 
{=0, n=b, r=a, =m+n — bpt, 第 一 个 和 式 正好 是 (5.32) 的 特 














a+b mtn—a—b 
殊 情 形 ， 所 以 它 等 m= 
对 面 加 框 的 句子 


` Guat a | 
5.45 根据 (5.9) Ern K n 如 果 说 答案 的 这 个 形 
(an +1) (77) 4-*. 
式 还 不 足够 “封闭 ”， 我 们 可 以 应 用 〈5.35) 得 到 á 
5.46 ”根据 (5.69) ， 这 个 卷 积 是 Bal) Balh 2 RA. 
现在 有 (2B-a(2) — 1) 2B-a(~2) — 1) = V1 162", Si 
l 62 lg a ig fs 
B_ 1(2 )B_ 1(—2 j= 了 162 3G-1(z) 58-1 之 ) 一 项 IREM 








_2n 


1/2 1/2 an 2n < 4 2 
(1 — 1627)! ->( i ) 19) gS -5 C ) m. 





= 
Pang (r) 4"-1/(2n — 1) + Wiebe ‘) /(4n — 1). 
fr AS AE < 


5.47 根据 o t æ (Br(2)*/ Qr(2)) (Br(2)*/ Qr(2)) = Qr(2) 中 2 
的 系数 ， 其 中 Ql Bea r 


e 1 | eee 
rg i n+1 /这 是 〈5.111) 的 一 个 特 
例 . 


5.49 ”Saalschiitz 恒 等 式 (5.97) 给 出 


和 一 y ( r,—n,—n—y 
一 一 一 上 
n ytn 六 二 下 二 和 一 水 





(y 一 r)" 
(y+ 1) 

















5.50 左边 是 
ak pF (一 zj) k+a+m-—-—l]1 a ako ) /n= 
> ck k! D (‘ m z =) 2 TA ) D ( n— k Í 


k20 m>0) 


根据 范 德 蒙 德 卷 积 〈5.92) ， 2" 的 系数 是 


ý 十 a 一 p o —n 1) _ a" C= b)” 
n c.a mi e 
5.51 


(a) 反射 律 给 出 Fla, —n; 2a; 2) = (—1)"F (a, —n; 2a; 2). (HHIH, 4 
fn) = 2t Oa, KAARRRE SR EER A 0) = 0 
) 


n=O 天 三 人 














任期 期 限 ? 1 








1 正文 中 * 逐 项 取 极 限 的 英文 是 “term-by-term limit”, fi“term limit* 有 另 一 个 政治 学 的 含义 ， 
即 “ 任 期 期 限 ”. 





y o 2m + 1 (_2)* 
b) 逐 项 取 极 限 得 到 僵 osksm\ /272+1 一 大 ”加 上 一 个 附加 项 ( 


二 2m 一 1) . 这 个 附加 项 是 


(—2m)---(—1)(2m — 1)! 


下 2 个 - 
,mim!2°™" l —2 


(2m)! —1/2\" 
m 


ey 
—] / 
~ (5.104) ， 这 个 极限 就 是 / ( m ) 这 是 我 们 所 得 结果 的 
H TI 


对 面 加 框 的 句子 
为 假 . 


5.52 ”对 上 > V， 两 个 级 数 的 项 都 是 零 . 这 个 恒等式 对 应 于 用 N — RACE 
上 .注意 


= (—1)™" 








a = aN Fla +N — k)F 
=a (a+ N —1)E = g N-K(q —~a—N)*(-1). 


5.53 Aa (5.110) 的 左边 是 1- 2>， 而 右边 是 
(1 — 4z + 42? ) ’ 与 a 无 关 . 右边 是 形式 车 级 数 


1/2\ | | 1/2\ 29, a2 
1+ (P) ee- + (72) 62e- P+ 


它 可 以 展开 并 重新 排序 得 到 1 一 2z + 02° + 02% + (42-1, E 
新 排序 在 中 间 环 市 涉及 发 散 级 数 ， 所 以 它 是 不 合法 的 . 


5.54 ”如 果 m+n 是 奇数 ， 比 如 2N 一 1， 我 们 想 要 证 明 


N—m—1,-N+e 
lim F ( m2 1) = (). 
==>0 -m +E 


| l 
m +E > 一 77 


因为 : 2°, 方程 (5.92) 适用 ， 且 由 于 N<m, 分 母 的 














AF rle- b) =T 一 mw 是 无 限 的 ， 其 他 的 因子 则 是 有 限 的 . 如 若 不 
SR, m+ nwt EBM, Bn=m—2N, tHE (5.93) 我 们 就 有 


-N,N-m-ż}+e N — 1/2)¥ 
im F ( N= or 1) _ ( J ) 


-m + E m+ 





剩 下 的 事情 就 是 要 证 明 


m (N —1/2)!(m—N)! m—WN \ 3-2N 
m—2N} (-1/2)! m! § \m-—-2N}/~ ° 


而 这 正 是 习题 5.22 当 z = N 时 的 情形 . 


5.55 Ww Qk) = i + ae (k + ue A T ase re JA 


个 非 零 多 项 式 . 








a Ley 
5.56 —(k+1)(k+2) 二 s(k 二 1) 十 s(k) 的 解 是 /一 2 — I 


— 35 ] T 2 eee oe \ 
~ 8 另外 











人 TE. 
8 8 
5.57 RJE tlk + 1)/t(k) = (k —n)(k +14 0)(—z)/(K + 1)(k + 0) 3 RER 


们 就 设 PE) =k +0, qlk) =(k—n)(—2), r(k) = 大 这 个 神秘 的 函数 slk) 
定 是 一 个 常数 ao， 并 且 我 们 有 


k +80 = (—z(k — n) — k) a, 





从 而 ao = —1/1 + 2) H 8 = —nz/(1 + zaz AAE 





CE (5.18) 中 提 到 了 > = 1 这 一 特殊 情况 . ) 


5.58 Wie m > 0， E rae (a) 并 推导 出 公式 


n 


mn 一 pees m—l1.n-1 n in 于 是 求 和 因子 m 是 合适 的 : 


了 mm Im-1,n-1 l l 
A- 


n\ /n-l m n 
m m— 1 
be ey 
我 们 可 以 将 它 展开 来 得 到 


了 mm 








一 Ton_m Hm + f _ Hn-m: 


n 


Tmn ( ) (Hn = Hm). 4 i 
最 后 f0n-m = Hn-m， 所 以 (利用 生成 函数 也 能 
导出 这 个 结果 ， 见 7.5 市 例 2.，) 


Wio i aakit n je pe 5 
Paks (") li = [logmk | | _ ee C) ue . rene | 这 就 
2 ee (C) (mtt! — m’) = (m — 1) Pees (C) m’ = (m — 1)(m +1)". 


2 
5.60 下 了 是 


m+n ] ] 1 m\n n\m 
oy ewe reowere 
n 27 \m n n m 


“4m = nT KE. 








5.61 if [n /p| = qb) n mod p = ZI tae (cx +1)? = 2? + 1 (modp) 
2H ie 


(x +1) = (x +1) (zP +1)! (modp). 


n 


parmani) wna emane zle n) (1), ena 
een E ETEN 


np = P P 
5.62 (ze) o > x 2 
7 


OTTE E EE A i R 
是 诸 个 上 中 恰好 有 m PREF PRIED. (Stanley YELO Hh, 
X p> 3 时 这 个 同 余 式 实际 上 对 模 P 了 成立 .) 


a moe (7 十 天 7 n n-k {2n — k 
5.63 ae T ia A Gee ( k iz 


z= lA, (5.74) 的 分 母 为 零 ， 所 以 不 能 直接 代入 那个 公式 . 递归 
式 Sn = —2S,_1 — Sn_2 引 出 解 Su = (—1)"(2n + 1). 


n n ae l n+l \ ; 
5.64 ae (@ T a 一 :)) ae > & + i A 


PLE 


( Á ) (modp’) 
N ， 因 为 除了 














5.65 H n DRA, FFA n — 1 — AR kR 


; n-i 
> (" n ') n(n — k)! = (n — 1)! pa (nt! /k! 一 n* /(k — 1)!) 


k k=0 
= (n—1)In"/(n — 1)!. 


(事实 上 ， 这 个 部 分 和 式 可 以 用 Gosper 算 法 求 出 . ) 换 一 种 方式 ， 





n \ Km-I-kKI | | 
(:) 也 可 以 解释 成 {1 8) SUM, F 
f(1),… f(a, (ESA + DELP). FD} ot page 
给 出 n”. 


5.66 ”这 是 一 个 “人 花园 散步 路 径 ” 问 题 ， 其 中 每 一 步 仅 有 一 种 “显然 的 ? 方 
TETE : | 
ERT: ACA INE A —J, 然后 用 creas LY | 这 束 得 到 


(人 和 
0 j—k} \m 27 


XTRA BBS, BATE RE 7 的 项 由 7 的 一 个 多 项 式 除 以 2 确定 . 现 
在 对 太 求 和 就 得 到 











V7 十 1 
>, a 97 


j20 7 
FA J + 1 并 应 用 〈5.57) ， 就 得 到 答案 4(m + 1). 


2n+ 2 


5.67 由 (5.26) 得 到 oe) 因为 


5.68 利用 


对 面 加 框 的 句子 
不 是 一 个 句子 . 


ma 


5.69 (ee see. (2) + (e ”， 所 以 当 诸 个 人 尽 可 
Eg 相等 时 出 现 最 小 值 ， 因 此 ， 根 据 第 3 章 的 等 额 分 ) 划 公式 ， 最 小 值 是 


(n mod m) Ge +(m—(n mod m)) ie 
=m Ge + (n mod m) 二 | . 
s m 


用 任何 下 指标 代 符 2， 仍 有 类似 的 结论 成 立 , 


1 
—: 1:2 
- ) MARNA n 一 上 代 蔡 上 ， 它 也 就 是 


Ul 
SI 
© 
> be 
(i 
2 
| 
上 











2n 
(一 2) ” é )r( n, : - n core 
n 2 现在 ， 根 据 高 斯 恒等式 6.111) 有 








P( -5 CR ( 换 一 种 方式 ， 根 据 反对 








< 


1 
2 
P (-n, l 3 n 
n: n: =2 F n., 一: n: 一 ] 
人 (5.101) 有 - 2 2 ， 而 库 默 
KAR 6.94) 则 将 它 与 〈5.55) 联系 起 来 . ) 当 n 是 奇数 时 ， 答案 是 


0; 而 当 n 是 偶数 时 ， rege n/2) (另外 的 推导 见 参考 文献 [164， 
§1.2]. 这 个 和 式 出 现在 简单 搜索 算法 的 研究 中 [35].，) 


5.71 


(a) 注意 


~mt+k „m 


S(z) = 》 ar- eet yr A(z/(1—z)’). 


k20 ( R ) 





P 2EAN a. ES ; 一 -一 一 
A(z) = | ( 1 (—z) /{k+1)= /14+4z-1 /22 E 
(b) 这 里 dase k ( ) ， 所 以 我 们 


n—l 


区 S "(2 z))™ = 
) )=1 >" 这样 就 有 | 7 一 m 





5.72 PARE m(m—n)---(m—(k-1)n) nt Ek. n 的 任何 素 因 子 
PERIT ED k- vlk), mR o 一 VA 次 ， 因 为 这 是 2 整除 
让 的 次 数 . MA P 整除 k!， 那 么 不 整除 n 的 素数 P 必 定 整 除 乘积 
m(m—n)---(m—(k—1)n)287b r, AKH nn’ 三 1 时 我 们 有 


m(m — n)...(m—(k —1)n) = n*(mn’\E = k!, në F 


人 上 = O(modp’). 


5.73 代入 Xn = n! 得 到 a=p=1, 代入 X, =ni 得 到 a=1, f= 0. 这 样 一 
来 ， 其 通 解 就 是 部 =ani+bwrmi)， 


Ge 7 (a (i<hen). 
5.74 k k=l 


: 75 借助 递归 式 k(n 十 1) = = Skin) T Sik 1) mod 3\ n) , SAB bE 归 纳 地 验 

请 个 SPAAS, H Sen ealn) 它们 相差 CD = MED 
a 的 和 So(n) + Si(n) + Sz(n) -2 分 得 尽 可 和 相等， 所 以 12”/3 凡 定 出 
Fy 2” mod 3 次 ， 而 Ty £2” /3 必定 出 现 3 — (2” mod 3) WR. 


On. k =(n+1) (i) = ( i : ) , 
5.76 k k+l 


5.77 SIRE SARL 


km 
kı. ka = kı a km 一 km-1 


I, KEWER, KRIE E S < km PREM K ,各 -1 求 和 得 到 mA 
， mt! _ 1) /(m—1). 


对 面 加 框 的 句子 
没有 加 框 . 


78 ps = 2 十 到 一 1， 新 的 项 是 








5. 
(i) + +(" ly 
6 2m 加 gree mi(2m+1), x} 


(k mod m,k mod (2m +D) 是 不 同 的 ， 此 外 ， 当 7 从 0 变 到 2m 时 ， 诸 数 
(2j +1) mod (2m+1) 就 是 按照 革 种 次 序 排列 的 数 0.1… ,2m. 从 而 这 个 和 
式 就 是 


> (‘) = pD ok — gm = 
0<k<m J 


N<k< O<k<m 
0<7 <2m+1 


5.79 “(a) 这 个 和 式 是 22-!:， 所 以 最 大 公 因 子 必 定 是 2 的 圭 . os n = 2 4 
2n 
， 其 中 4 是 奇数 ， 那 么 \ 工 /可 以 被 2*+! 整 除 ， 而 不 被 ER. 每 一 个 
2n 
2j + 1 Tap ae okt 整除 (见习 题 5.36) ， 所 以 这 必定 就 是 最 大 公 因 子 . 
(ben P< nti<p, 4k=p" S a ehh, 我 们 得 到 最 


多 的 eo. 在 这 种 情形 下 ， 进 位 的 个 数 是 pin+1), H 
r = Ep L(n + 1) : 








5.80 ”首先 用 归纳 法 证 明 局 > (K/e)* 


D. 81 ie fi, mn 7) 是 左边 . 只 要 证 明 fimn(1) > > 9 且 对 0<r <I 

fi mn\ <“ 就 足够 te 根据 (5.23) ， fim, n(1) 的 值 是 

(_yyn-m-1 l+m+4 

g (+n /， 而 且 它 是 正 的 ， 因 为 这 个 二 项 式 系数 恰好 有 
nm 一 1 个 负 因 于， 根据 相同 的 理由 ， Mi- 0 时 这 个 不 等 式 为 真 ， 如 果 
1 > 0， 我 们 就 有 九 mntz) = 一 -mantitz)， 根 据 归 纳 法 可 知 它 是 负 的 . 


5.82 i pV PRB al FSH, ME m = 一 上 要 证 明 的 恒等式 就 
转化 为 


min(ep(m) — ep(m + k),ep(m+ k +1) — ep(k + 1), ep(k) — ep(m + 1)) 
= min (e p(k )— Ep(m + k), £; (m) s (k +1),£ p(m+k 二 1) 一 Ep(m + Ve). 


为 简略 起 见 ， 我 们 将 此 式 记 为 min(21, yı, 21) = min(72, y2, 22) 注意 
Ti +Y +a = 22 + yo t+ 2A R-AK AR st 


spla) i p(b) = pla) = sp (la + b|) f 








我 们 可 以 断言 1 A co > min(z1,72) = 0， 同 样 的 结论 对 (ys, ye) AM (21, 22) 
也 成 立 ， 现 在 完成 证 明 就 是 小 事 一 桩 了 . 


5.83 ”〔〈 解 由 P. Paule 给 出 ) 设 r 是 一 个 非 负 整数 . AEN Ae 











= (—1)"l 1 P ryj" rT ( 1 RE + y)* The 


ri y™ (—1)' ee ( ii | 
中 zy 的 系数 ， 所 以 它 显然 等 于 相册 习题 
E ) 


5.84 按照 提示 ， 我 们 得 到 


sB ATI/ _ th +r kzk 
zBi(z) Belz) = x ( i i. ee 
k>0 
以 及 关于 的 一 个 类 似 的 公式 ， ATTAR (BB (十 1)B(2) 和 


(teers) +1) 2) 分 别 给 出 了 (5.61) 的 右边 .这样 一 来 ， 我 们 必 
须要 证 明 








2tB,(z) tB (z)+1= —, 
1—t+¢tB,(z) 

zte, (z) ert'(z) ! 

iii Aii 1 — zta (z) 
而 这 些 都 可 以 从 (5.59) 推出 . 
5.85 ”如果 f(T) = az 十 … 十 QT 十 qo 是 任何 一 个 次 数 n 的 多 项 式 ， 我 
们 就 能 归纳 地 证 明 

` (= e r et 1 


0gel,… ,Engl 


所 述 恒等式 是 当 m = 1/7! 以 及 zk = 所 时 的 特殊 情形 . 


5.86 WME AJ, KEX (ne 一 个 指标 变量 置 


kij = lij — lji (1 7 ox a) eR FUR HA i | gp 2 
age > 对 lin | | Sj < a on 然后 绸 用 范 德 蒙 德 ite RA 1 对 

fi (lL <i<j<n oa (b) f(z) 一 1 是 一 个 次 数 <n 的 多 项 式 ， 它 有 nn 个 
根 ， 所 以 它 必 定 为 零 . (考虑 





(所 有 


中 的 常数 项 . 





n ee _ 
5.87 根据 (5.61) ， 第 一 项 是 2 ( A a 二 项 中 的 求 和 项 是 
] (n+1)/m+(141/m)k\ ,. kintl 
-> ee (¢z) 
m 5 t 
1 (1+1/m)ì)k-n-—1 _\k 
ork k—-n—-1 (2) . 


由 于 > oucn CI = me(—1)'[h = ml) 
<j<m 





， 这 些 项 的 和 是 


(1+ 1/m)mk—-—n—-1 (am) 
mk—n—1 oF 


k>n/m 


(m+1)k-—n—-1 myk n—mk\ mk 
Emote p CTA 


k>n/m k>n/m 


附带 指出 ， 函 数 Bm(2") 和 5 Bim (GT 2) "是 方程 wl wm 二 a 
H m + 4H. 


“t_ ea ™\dt/t = lnn 


| (e Sey 
5.88 利用 人 A 和 (1 一 e )/t< 1. (根据 (5.83), 


EN smrt ói T 
4k > oo A 时 ， 所 以 这 个 界 表 明 斯 特 林 级 数 2 (i) 
4 r> -1] 时 收敛 . Hermitel186 指 出 ， 这 个 和 式 就 是 ITIL+z)) 


5.89 根据 二 项 式 定理 ， 将 它 加 到 《〈5.19) 上 ， 两 边 就 得 到 
yle +y)" 求 导 得 出 


m+r m= kN k moken a E an ae a 
| k ) 2 ) y 加 天 全 人 | X Ji» (x+y) 、 











k>m 
我 们 可 以 用 有 + 十 1 代 蔡 大 并 应 用 《〈5.15) 得 到 
在 超 几何 形式 下 ， 它 转化 为 
l—r,n+1|-—r gy „n{m+l+r,n+1| T 
F( m+ 2 7) = (1+2) r{ m+ 2 Z). 
它 是 反射 律 〈5.101) 的 特殊 情形 
(a,b,c,z) =(n+1,m4+14r,.m4+2 ,— T] /y). (从 而 (5.105) 与 反射 律 以 及 
习题 5.52 中 的 公式 有 关 . 
5.90 如果 7* 是 一 个 非 负 整 数 ， 这 个 和 式 是 有 限 的 ， 只 要 这 个 和 式 对 于 
0 < 上 < 7 没有 分 母 为 零 的 项 ， 则 正文 中 的 推导 都 是 正确 的 ， 反之 x 这 个 


此 一 了 1 Í 1 
和 式 是 无 限 的 ， Mr al k )/( k lage 
ke"(—s — 1)!/(—r — 1)! (根据 (5.83) ) . 所 以 ， gr rae 
SO win r > s wa (如 果 r 和 sz ZR, West e Feit ze Rr > Rs +1, 


2|_. 13 
pay IE |= EO 根据 (5.92) ， 这 个 和 式 就 是 
= I(r —s—1)I(—s) o s+ 1 
= W(r—s)P(—s—1) s+1l-r’ 


这 与 我 们 在 "和 s 是 整数 时 所 发 现 的 公式 是 相同 的 . 














5.91 《最 好 有 计算 机 予以 辅助 . ) 附带 指出 ， 当 < = (4+ 1)/2 时 ， 根 据 
普法 夫 反 射 律 ， 它 转化 为 一 个 与 高 斯 恒等式 〈5.110) 等 价 的 恒等式 . 
AiR w = —z/{1 = z), 我 们 就 有 4w(1 — w) = —4z/(1 一 z)“, 而 且 


1 ， 1, 1 
5Q; 了 QG +3- bj, . 四 a,a+1—26| 一 z 
| trach 4w(1 oj) =F tacs | 
l di a, b . 
一 (1 一 : F(a le) 


5.92 如同 克 劳 森 在 150 多 年 前 所 证 明 的 ， 可 以 通过 证 明 两 边 满足 同样 
的 微分 方程 来 证 明 这 些 恒等式 ， 写 出 2" 的 系数 之 间 所 得 到 的 方程 ， 一 种 
方法 是 用 二 项 式 系 数 : 

2r \(rt+s){ 2s 

加 wm 


lilt) CC) 

Teeny Cele 

CMe ees) 

mauler 

Jey tars aia 
ae 























另外 一 个 是 超 几 何方 法 : 


1 
a,b,—-a-—b-n,-n 
a : 1 
人 aul cea da 


_ (2a)"(a +b)" (2b)"_ 
(2a+207az07 ’ 





eal 
jn i|- 0DU 2ra- d2 -arb 


(+a +b)" (1/4-a)"(1/4-b)" 








E eae ET n 
4 4 





对 面 加 框 的 句子 
不 是 自我 指 涉 的 . 


IL +a), IF). 


fa 一 1 E — ') an4 C 
5.94 ”Gosper 算 法 求 得 答案 是 ( =1/\n-k]j 由 此 可 知 ， 当 
m 2 0 是 一 个 小 于 za 的 整数 时 ， 我 们 有 


a m—a\. m —a fa—l —a — 1 : 
2 四 6 =i) uia 2 e) n— j (人 1 (, —j i as 
j 


5.95 P 和 7 的 首 项 系数 应 该 为 1， 而 且 PMS 4 或 者 "没有 公 因 子 . 将 
因子 打 乱 并 重新 组 合 ， 就 很 容易 满足 这 些 附加 条 件 . 


现在 假设 Pk + 1)alk)/plk)r(k + 1) = P+ Na), oe 其 中 多 
sacs a LEE th 

polk) = p(k) /g(k), Polk) = P(k)/g(k), 其 中 g(k) = ) = gcd (p(k ), P(k)) FL pA P 
的 所 有 公 因 子 的 乘积 ， 这 样 就 有 


polk + l)q(k) Polk) R(R + 1) = polk)r(k + 1) Po(k + 1)Q(k). 
假设 Polk) A LIA RFEA a 使 得 Pola) = 0， 这 就 表明 
qla) £0, rla) ) #0, Pila) A OATH, RIL EA 
pola +1)R(a+1)=0, pola —1)Q(a— 1) = 048 N 是 正 整 数 ， 它 使 得 
pola + N) #0, pola — N) £ 0. 这 一 论证 重复 N 次 ， 我 们 就 得 到 
R(a+1)---R(a + N) =0 = Q(a—1)--- Qla — N}, 这 与 (5.118) 矛盾 ， 
ne ae 所 以 BO = P (oE ale) 0， 
表明 r(a +1) £0 ue (5.118) ) , IAT q(k)\Q(k ) 类似 地 有 Ql \al 


, JEDA alk) = OW, 这 是 出 于 它们 有 同样 的 首 项 系数 - REREAD 
r(k) = R(K)TY. 


596 MR rE NEERA, T TOEL, WA 
r(k)T(k) fe rel WEJ Tlk 的 相似 项 (对 人 的 有 限 多 个 值 ， 
我 们 允许 "(有 Aj 取 oo 以 及 T() 取 0， 或 者 反 过 来 ，) 特别 地 ，T(K+ 1) 总 是 


(的 相似 项 . A A i Tale: eee 


LED. A Ty Tn (kh) BAA B m > 1， 那 么 
Tilk) +--+ Tm(A ay HIRT AEE MELO AE ANE. 如 
Ae a. me E 并 设 
(人 一 万 估 二 IMT 由 于 五 (+ 二 Tt) = 0， 我 们 就 有 

rm(k ch \ +- +Tm(k Tn (k) = 0, rmy(k Tk ) 十 … +Tm(k)Im(k) = 
1(kK+1)+---+In(kK +1) =0 
从 而 (7 m(k) 一 FT 大 Dn a 十 .…… 十 lie 1(K))Tn-1(k) = = 0 我 们 不 可 能 
a j < m% mlk) = rik) =0， 因 为 五 和 A 但 是 m 


最 小 值 ， 所 以 这 不 ite ARO 由 此 得 到 m = 2. 但 是 这 样 的 话 ， 
和 入 (A 就 必定 是 相似 的 ， 因 为 它们 两 者 对 除了 有 限 多 个 值 以 外 的 
所 有 其 他 和 等于 学 


Burma-Shave ' 


1Burma-Shave 在 20 世 纪 上 半 叶 曾经 是 美国 刹 须 泡沫 产品 中 一 个 有 名 
的 品牌 ， 它 的 户外 广告 极 具 谈 谐 特色 ， 曾 风靡 一 时 . 作者 在 此 引用 
这 一 广告 极 具 特色 的 品牌 名 称 ， 是 为 了 彰显 在 本 书 前 面 几 页 中 连续 
出 现 的 镶 藤 在 方 框 中 的 含有 悖 论 特点 的 六 条 涂鸦 就 像 Burma-Shave 
一 样 颇 具 广 告 特色 . 








现在 设 tk) 是 任何 一 个 满足 UR + 1) 的 超 几 何 项 ， 又 假设 

t(k) = 2 > +1)+---+Tmik + 1)- 7 Waa ‘)), sch mn 是 极 小 

To. WBA 五 ,… ,Tm 必定 互 不 相似 . BEI EA RB, CE 
r(k)(T;(k +1) —T;(k)) DE+2) — T(k + 1)) = r;(k)T;(k). 

假设 m >l. 由 于 0 = rk ) t(k) —t(k or ike ara oe + tm (hk) Tn (k), 对 

TEE MRS JARA IM) = Piet ee 9， 则 函数 

t(k) = T)(k + 1) -Tiki E tlk + 1)/t +a t(k + 和. 所 以 Goasper 算 法 

会 求 得 一 个 解 


5.97 首先 假设 对 任何 整数 4 > 0，: 不 等 于 -4 - 1/4 这 样 根据 Gosper 算 
法 ， 我 们 有 PE) =1, gk) = (十 1 六，T(k) = 局 十 kz 十 1. 由 于 

deg(Q) < deg( R) H, deg(p) —deg(R)+1=—1, (WAAR BEM z =d +2, 
其 中 是非 负 整 数 ， 难 处 理 的 9(h) = uk" +--+ + 0024 d = 0 时 不 成 立 ， 而 
“4d > 0 时 成 立 ，( 在 (5.122)〉 P, TE AR ;大 的 系数 相等 得 到 的 


线性 方程 将 04-1,… ,ao 表示 成 ad 的 正 倍数 ， 而 剩 下 的 方程 
1 一 ad 十 …: + OBIE LS ad.) 例如 当 z = 3 时 ， 这 个 不 定 和 式 是 
(k + 2)k!?/ IL, (774+374+1)4+C. 


另 一 方面 ， 如 果 : = —¢—1/d, PRT kK > 4 是 无 限 的 ， 有 两 种 合 
理 的 方式 来 进行 : a 过 重新 定义 
Er (d —1/d)!k!? 


Nik E ee 
Il; gait — d+ 1/d) +1) (k — 1/d)'(k — d)! 


来 抵消 分 母 中 的 零 ， 这 样 一 来 对 0< <d 就 有 t() = 0， 而 对 人 > d 它 是 

正 数 . 这 样 ， Gosper 算 法 就 给 出 PON )= k$, g(k)=k+1, r(k)=k—-1/d 
， 我 们 就 能 对 *(A 来 求解 (5.122) ， 因 为 右边 所 的 系数 是 

G+1+1/d) on {ot 1 ,04j 的 倍数 . 例如 当 d = 2 时 ， 这 个 不 定 和 

(3/2)!k! (Fe 二 k+ 0 ) /(k—3/2)!+C. 











我 们 可 以 换 一 种 方式 来 对 原来 的 项 求 和 ， 不 过 仅 在 0 关上 < da 的 范围 内 . 
LORE BATT a BE FS 


d 


; 1 
¥(k) = eS bee P HG l 
p(k) => 


j=l 
代替 plk) = kRO, AA (5.117) HO Sk <d- RRL, R 


们 有 p(k) = lim._,9 (4 十 =)4 一 kt) /z= lime_yo( 太 十 E)2/E 所 以 如 同 在 洛 必 
达 法 则 中 那样 ， 这 一 技巧 实质 上 从 (5.117) 的 分 子 和 分 母 中 抵消 掉 一 
个 0. 现在 Gosper 方 法 束 给 出 了 一 个 不 定 和 式 . 


看 ， Se aie ras 然 可 求 和 ， 因 为 我 们 可 以 找到 一 个 多 项 式 ， 它 与 
t(k)(O<k<d)ma. 


5.98 Pny = 2NSn. GER: 这 没有 给 出 有 关 351/50 的 信息 .，) 


5.99 ix 











p(n, k) = (n+1+k) Sol 


n)+(n+1+a+b+c+k)3,(n) = p(n,k), t(n,k) = 
t((n,k)/(n+1+k), g(n,k) = 7 


(nt+l+at+b+c+k)(a—k)(b—k), r(n,k) = 
(n+1+k)(c+k)k. 这 
RE (5.129) 就 能 通过 
B9(n) = (n+1+a+t+b4+c)\(n+1+a+b), 8(n) = —-(n+1+a)\(n4+1+ 


b), aoln) = s(n,k) = —1 而 

获 解 . 可 知 〈5.134) H n = 一 a 时 为 真 ， 并 对 nn 用 归纳 法 ， 我 们 就 发 现 了 
(5.134) . 

5.100 ”用 Gosper-Zeilberger 算 法 容易 发 现 


n+2 2n + 2 n 一 大 7 十 1 一 大 |. | 
ol ae a: 


O CH) (eh) 


Mk = 0f] k = n — DRA ASE 
l 
(n 十 2)( Sn — 1) = (2n + 2) (sr 1 ) = 


n+1 





Th. 
| | | 从 而 
(2n +2) Sns = (n+2)5,+2n+2 现 在 应 用 求 和 因子 就 导出 表达 式 
Sn = (7 F 1 和 2 2 i(k 十 1). 
k=0 


5.101 

(a) 如 果 保 持 mm 固 定 不 变 ， 则 由 Gosper-Zeilberger 算 法 发 现 

ee z—1)(n+1)s Dm. hz ) 十 (2n + 3 — 2(7 1—m+1)). Drmnt 1\ >). 我 们 
不 能 对 项 


Bo(m,n)t(m,n,k) + Pmnt(mt 1,n,k) + Bo(m,n)t(m,n + 1,k) 
应 用 这 一 方法 . 在 这 一 情形 下 ， 我 们 得 到 一 个 更 简单 的 递归 式 
(m+1)S m+ RRE- j) 一 ( n+1)S m.n+ 1(2 ) = (1—2)(m — n)Smn(2). 


(b) 现在 我 们 必须 再 加 把 劲 ， 处 理 含有 6 个 未 知 数 的 5 个 方程 ， 由 算法 求 


得 





— 1)K* — 2 ((n + 2)z — 2n — 3) k + (n + 2) ((n + 2)z — 4n — 5). 


于 是 人 +1l)(z 一 1)2Snu(z) — (2n + 3)(z + 1)Sn41(2) + (n + 2)Sn42(2) = 0. 附 带 
指出 ， eee 且 我 们 有 
S_n—1(2) = Snl? = 2)" .和 式 Sn (2) AT DAG RL BL eS Th 


P,,(z) = > (r) (z 一 人 4 Sai ; 
EINS 的 一 种 变形 ， 因 为 可 以 记 


ous ark i yn 1 tz 一 f \n plû,m-n) l Fz 
Sn(z) = (1—2) Pn ee SEN Smn(z) = (1 —2z) QP > = 二 二 

1 一 >/ 类 似 地 ， 1 一 >/ 是 
一 个 变形 的 雅 可 比 多 项 式 . 








l 4 

E ; P(« —n, —n:b— =n: :) he 
5.102 ”这 个 和 式 是 ， 所 以 我 们 不 需要 考虑 
z 二 一] 的 情形 . 设 = 3m. 当 

z = 0 时 又 如 何 呢 ? 
p(m,k) = (1377 十 3 一 大 j2 (m+ 1— k) + (4m+4—b— k+. 
qim, k) = (3m + 3 — k)\(m + 1 —a — k)z, 
(m, k) = k(4m+1—b6—&), 
( 


f \ 9 
(m,k) = azk” + aik + ao 





时 我 们 来 寻求 〈5.129) 的 解 . 所 产生 的 5 个 齐 次 方程 有 非 零 的 解 
(a9,01,02, 522)， 当 且 仅 当 其 系数 行列 式 为 零 A Aerie m 
的 一 个 多 项 式 ， 它 仅 在 8 种 情形 下 取 值 为 零 . 当然 ， 其 中 的 一 种 情形 是 
a a A SENT ATA JET EZ n Co AMAT 

n Æ 2(mod3)) 求 和 . 


D n in-i gk on — 2 li] l 2n 37 一 二 
= \k k p k to 2f kn n J 





1 
、 oan (a,b,z) = (308) S 
记号 (co, cl cz| 表 示 单 个 值 cn mod3: 另 一 种 情形 是 = » Ale 
AE 
TA 


D Ee) -mene / E) 


3 





COAT E, 这 个 恒等式 仅 当 ?是 3 的 倍数 时 才 不 为 零 ， 而 此 时 恒 
等 式 可 以 写成 


y 3m \ (2m\ /2k\ x 4m\ [m _ 1]6 m(om)!(2m)! 
i k 2k k ~ k k 7 (4m )lm! 


它 有 可 能 是 有 用 的 . ) 剩 下 的 6 种 情形 还 产生 出 更 加 奇特 的 和 陈 


in —a in — d „ln/3] 
n in —a\ k in —b KES ag: 3| [n/3| Jo 
a I e I g I aa aan T 1 R? 
a K i zn 一 也 gn —b gn —b 
n |n/3| |n/3| 





其 中 (a, b, 2, co, cl; C2, Q 1/ T ) 的 取 值 分 别 是 
] g 1 
z, 8,1,—1,0, —, 0, 64], 
12 3 4 
2 
3 


 ), 
e 


"a a T 
S| 


NI= eje 
m| 一 心 | Go 


(=; 
| 
= 
| 一 
N 
Cn 


2 5 
2 eT A SB a 0,16). 
pon 6 


然 ， 对 应 的 因子 对 大 的 次 数 就 








~ 
=~ 
m 
~ 
— 
~ ~ 
~ 


5.103 ay j d QU AR 
会 没有 影响 . ve | (n,k) = pin, k) 


Eln. k) ME (ain + ai'k + ailla; < 0] + a;i”)! , 
n, > 1 (bin 十 bi k+bjl[b; > 0| 十 b,/’)! < 


此 时 ， 除 了 在 首 项 系数 出 现 相 互 抵消 的 不 寻常 情形 外 ， 就 有 





deg(p) = deg( f )+max oo bilb; > 0] — pe ailai < 0], De ailai > 0] — yoa bilbi < 0)) = 


deg( f) + T (lo +--+ + Jap] + [bi] +--+ + lbg] . 


j \ P / / -s q / / j 1 \ 4 / | x 
ed 加 Qilai > J bilb; <0], deg(r) = me bilb; > 0]— 
Ss 3 d'iļa'i < 0] 
> HAm RARAS E ANEA. 


《这 些 估 计 式 可 以 用 来 直接 证 明 : 当 [增加 时 ，Z 的 次 数 最 终 变 得 足够 
大 而 使 多 项 式 s(n RAAT AE, ELAR RIA 和 5 的 个 数 最 终 变 得 大 于 要 
求解 的 齐 次 线性 方程 的 个 数 ， 所 以 ， 如 果 像 正文 中 必定 存在 使 得 
Boln), > Aln 人 我 们 惑 又 证 明了 Gosper- 
Zeilberger 算 法 取得 了 成 功 . 


5.104 ix 
pi k 


— 





) = (一 en Rt (n — k)!k!) . 那 
Bo(n)t(n,k) + Biln)t(n + 1,k)7Nay FR a RA, A 
2a a age ties ee A= —8, 入 = —4, 但 是 

t(n, k 


Bo(n)t(n,k) + Biln)t(n + 1,k) + Bo(n)t(n 十 2) 可 以 ， 这 基本 上 是 因为 当 
q(n,k) = —(r — s — 2k)(r — s — 2k — Dar k\(r—=n— k+ DAE 


r(k) =(r—s—k+1)(r —2k + 2)(r—2k+ Dk y 二 0. 其 解 是 








Boln) = (s —n\(r —n+1)(r —2n4+1), 
Boln) = (rs — s? — 2rn — 2r + 2n)(r — 2n — 1), 
3n(n) = (Ss —r+n+1)(n 4+ 2)(r —2n — 3) 
ag(n) =r—2n-1 


我 们 可 以 断言 ， 当 SERIEM, MA 
Poln) Sn + i(n) Sny + Aln) Snt = 0. 在 验证 n=0 和 n= 1 的 情形 之 后 ， 就 
足以 用 归纳 法 证 明 这 个 恒等式 . 


但 是 5 也 满足 更 简单 的 递归 式 (zjsn+ pln) Sna = 0, Jp 
Poln)=(s—n)(r 一 2n 十 1),， 而 | hs —(n + 1)(r 一 2n 一 外. 为 什么 这 个 方 
法 没有 发 现 这 点 呢 ? 是 的 ， 没 人 说 过 ， 这 样 的 递归 式 必 定 会 使 得 项 
Sg(n)}t(n,k) + Bi(n)tln 十 1,K) 是 不 定 可 求 和 的 惊人 的 事情 是 ， 事 实 上 
Gosper-Zeilberger 方 法 在 如 此 多 的 其 他 情形 中 的 确 发 现 了 最 简单 的 递归 


I: 





注意 : 我 们 找到 的 二 阶 递归 式 可 以 分 解 为 
Bo(n)+P(n)N+B(n)N = ((r —n+1)N+(r—s—n-—1)) (B)(n)+B,(n)N), 
其 中 NE (5.145) 中 的 移 位 算 子 . 

5.105 Bia = 1 并 将 Henrici 的 “友好 怪物 ”恒等式 











f(a, z)f(a,wz)f(a,w?z) = F oe | - 
34, 30 + 5, 


两 边 "AY ABUL ERR, Fh f(a, 2) = Fa, bs 2) gehts RA 
满足 同样 的 微分 方程 ， 可 以 流明 这 个 恒 等 - 


Peter Paule 发 现 了 男 一 个 有 趣 的 方法 来 计算 和 式 : 





N f k+2i _ N R k+l 
ya ee 2 E, 

J 

= OO 

Ve) 

N i k k k 

=F ME [z (d+ 2)(@ +2) 

EES o(l+z\(@+z)) 

Olea 


A 


a goe- 
P Kes") 

ede» 

> ed ar 

这 用 到 二 项 式 定理 、 范 德 蒙 德 卷 积 以 及 [> Jolaz) = [2"]o(2) FRET A 


取 N = one Zeilberger 算 法 应 用 于 这 个 和 式 5n， 神 奇 地 得 到 一 
阶 递归 式 (n + 1) Sny 三 所 向 十 n+ 3)5n， 这 个 结果 由 归纳 法 可 得 . 











kj 


如 果 用 3n + ] 或 者 3n + ARË 3n2， 则 所 述 和 式 等 于 零 . 的 确 ， 当 


\, l—m 
N mod 3 Æ OF tk, l, m) = t(l m, kpt, S uai (k, l, m)w 总 是 为 


5.106 (##MHShalosh B. Ekhad 给 出 ) 设 


((l+n+s)(l+r)—(l+n4+r)j+(s 一 TK) (7 一 1)7 





Tir jk) = HTJ K) 


EE E een j—r—-l1)G+k) 
: iena a aA i 


所 述 等 式 可 以 用 常规 方法 验证 ， 而 (5.32〉 可 以 通过 对 JA RAH. 


(AeA T(r, j +1 k) -Trj k), FEO DORAL, FO ORAL, 求 和 其 他 项 
U(r. j,k +1)—Ulr.j,k), SEX RA, FX IRM. ) 


不 过 ， 我 们 还 需要 对 + = 0 的 情形 验证 (5.32) .在 此 情形 下 ， 它 通过 三 
项 公式 转化 为 


p: n n+l st+tn—k Ss n Ss 
Ze fi Gas ( m ) =(-1) Ge one 我 们 
假设 1、m 和 n 是 整数 ， 且 n>0 两 边 除 n+1> 0 的 情形 之 外 显然 都 为 
零 . 反之 ， 我 们 可 以 用 一 大 代替 大 并 使 用 (5.24) . 


5.107 ”如 果 它 是 正常 的 ， 就 会 存在 一 个 线性 差分 算 子 使 它 为 零 . 换 句 
话说 ， 我 们 残 会 有 一 个 有 限 求 和 恒等式 














注意 ; 1/nk 是 正常 的 ， 因为 它 等 于 (2 一 DD!(k 一)1 /nlk! 1/ {nt 2_ k? *) 也 是 正 党 
的 ， 但 1/(n2 + k?) 不 是 ， 


X Zoso (n+i)(k+ 7)+1) =0, 
RREA a 都 是 关于 它们 不 全 为 零 . 选取 整数 i、j 以 及 n 
， 使 得 n > 1H %,j() FORA k = —I/(n + 一 J 时， 和 式 中 的 (i,7) 项 
是 无 限 的 ， 其 他 项 则 是 有 限 的 . 


5.108 ”在 双重 和 式 中 用 m 一 代 蔡 态 ， 然 后 利用 (5.28)〉 来 对 天 求 和 ， 就 
得 到 








2 2 
m m+n— j 
A = > 
m,n (" ) ( m ) 


PER, FA 5.21) 的 三 项 形式 就 得 到 所 要 求 的 公式 . 


直接 证 明 4mn 的 两 个 对 称 和 式 是 相等 的 ， 看 起 来 是 有 困难 的 . 然而 ， 我 
们 可 以 用 Gosper-Zeilberger 算 法 ， 通 过 指出 这 两 个 和 式 都 满足 递归 式 


DDNVa3 
(n T iy im, n = Fim, n) Lm, n+l T (n T 2) Am.n+2 = J) 


来 间接 证 明 其 相等 ， 这 里 f (m,n) = (2n + 3)(n? + 3n + 2m 4 +2m 十 3). 置 
+k +k l mt+tn—k m+n— 2k 
k k k fi z i k m — k 
; es 


(n + 1)*t;(n, k) 一 f(m,n)tj(n + 1, k) + (n+ 2 六 t; (n + 2,k) = Tj(n,k + 
1) — Tjin, k), 
sr Ti(n,k) = —2(2n + 3)k*ty(n,k)/(n+1—k)(n+2—-k), ij 


T(n, k) = —((n+ 2)(4mn +n + 3m?4+ 8m + 2) —2(3mn+n+ m? + 6m + 2)k+ (2m + 1)k*) k? Tg k)? ta(n, k)/(n+2-— k) 


这 就 证 明了 弟 归 式 ， 所 以 我 们 只 需要 验证 当 n= ofl n= - ] 时 等 式 成 立 . 
《我 们 原本 也 可 以 用 更 简单 的 递归 式 


M? Amn-1 = age, eae = (m = n)(m? + n? E mn)Am—1.n—1 5 
这 个 递归 式 可 以 用 习题 5.101 的 方法 得 到 . 
Am,n 的 第 一 个 公式 与 第 三 个 公式 相等 ， 这 一 事实 意味 着 生成 函数 
Amn = 
Dann = 之 间 的 一 个 非 同一 般 的 恒等式 


w Sklzy 3 cal w" zk 























Vo 
YA TI 1 一 7 

一 | = > (5) 2 
~ (1—2)*(1-y)* PEE a2 ayy 


k 
1X Bailey IR HE ERR AERE. 
5.109 对 任何 正 整数 tots … ;4 以 及 任何 整数 rz， 设 


mAN Am 十 大 2 十 大 k 
Xn = fo 工 : 
De (i) ( k | ( k i 那么 ， 如 果 0< mm < pp， 我 们 就 
有 


m+pn bane es ak +pk) JPK 
nim (eee) (meme), 


7=0 k 


m+ 1j tn + ik\™ +k 
wet i 人 3l | j ) ( k ) TITS. 
J 


而 且 对 应 的 项 是 同 余 的 (modp)， 因 为 习题 5.36 表 明 : 4U +m 2 PRE 
们 是 P 的 倍数 ， 习 题 5.61 表 明 : 47 +m < P 时 这 些 二 项 式 是 同 余 的 ， 而 
(4.48) 则 表明 zz = r. 


5.110 WÈ 2n + 1 是 素数 ， 则 此 同 余 式 肯 定 成 这. Steven Skiena 还 找到 
了 二 2953， 此 时 2n+1=3x1llx179. 








Han Vardi 注 意 到 ， 此 条 件 对 27 + 1 = p” 成立 (其 中 了 了 是 素数 》 当 县 仅 当 | 
2P-1 mod p° = 二 1]， 由 此 又 得 到 7 = = (1093° 一 1) /2 _ n = (3511* 一 )/2. 


5.111 部 分 结果 见 参考 文献 [96].V. A. Vyssotsky 完 成 了 计算 机 实验 . 














5.112 WR nA, E Peers RŽ, A. 

Granville 和 O. Ramaréxt A n < 2” ORUE T PRR, MATI HE: 
22 000 2n 

对 所 有 “” ”Am /都 可 以 被 一 个 素数 的 平方 整除 ， 由 此 加 强 了 

Sirkozyb310 的 一 个 定理 . 这 就 证 实 了 一 个 长 期 未 解决 的 猜想 : 当 n > 4 





时 1 


n > 1056. an 
对 三 次 方 类 似 的 猜想 是 : ee ( ái m 以 被 一 个 素数 的 并 
方 整 除 ， 而 对 所 有 的 n>27 二 2， 它 可 以 被 2 或 者 3 整除 . 这 已 经 对 
PIA n <2" om 进行 了 验证 . 实际 上 ，Paul Erd6s 曾 经 猜想 : 当 n > x 


maxs 


时 ， ? (G ASA, BERE ? 取 值 为 2 或 者 3， 这 个 结论 也 
有 可 能 为 真 . 


5.113 “习题 7.20 中 关于 生成 函数 的 定理 或 许可 以 帮助 解决 这 个 猜想 


QD a a (") ee 
5.114 Strehl344 证 明了 ， ” E TEN PE E 


{ (3) = 2k 2k 
的 Franel 数 [132]， =>, ; ) & ) (, 一 在 其 他 方向 上 ， H. 
ee T 


6.1 2314, 2431, 3241, 1342, 3124, 4132, 4213, 1423, 2143, 
3412, 4321. 


n k 
6.2 fe) A ARENE I PBI FE E LRR A ke SAE ZB I 
a HA 种 方式 对 每 一 个 划分 指定 BUR. (对 求 和 得 到 (6.10) 
组 合 证 明 . 


6.3 MEA dn < (By) -5 二 1 一 2 十 (di 十 … 十 dk)/k. 这 个 递归 式 像 
Dm eh eee digi = (1 一 避 丰 :只 要 
= 二 1， 它 都 是 无 界 的 . 





H 7 ly 2n 
6.4 2n+1 J n- (类 似 地 ， ae S 


6.5 Un(T, y) 等 于 


nA, \K 一 1 ) 一 17 NT 一 1 n yk-l; _\n-l 
1 a, (7) (—1) k “(r+ ky) PYS (7) (—1) (z+ky) , 


第 一 个 和 式 是 


1)*""/k = Hm — H, 


2 


| =i ig 2 a 
trate +d VEES (nts lr + ky)?! 


k21 


RI FAJE TAFA, WA 
b (7) pore ky)" = go: ie (;) bai} 4 ky)" + = 


k>1 k>0 
n-1 
T a 


这 就 证 明了 (6.75) . 设 Ral, y) =r mt y), FSA Folt, y) =0H. 
RAT, y) = Rn-1(T,y) + 1/n+y/r, Aig Palt, y) = Hn + ny/x. (附带 指 

出 ， 原 来 的 和 式 Un 二 Unln, 一 1 不 能 导出 这 样 的 递归 式 ， 于 是 ， 更 加 一 般 
的 和 式 I 脱离 了 对 于 nn 的 依赖 一 一 比 它 的 特殊 情形 更 容易 用 归纳 法 
求解 . 这 是 另 一 个 富有 局 发 性 的 例子 ， 其 中 的 一 个 强 归纳 假设 造就 了 成 
功 与 失败 之 间 的 差异 . ) 


6.6 ”每 对 幼 兔 bb 在 月 末 出 生 ， 而 在 下 一 个 月 末 变 成 一 对 大 兔 aa; 每 对 aa 
变 成 一 对 aa 和 一 对 pb， 蜂 群 也 类 似 ， 每 一 pb 犹如 一 只 雄 蜂 ， 每 一 aa 则 如 
同一 只 蜂王 ， 只 不 过 蜂 群 的 斐 波 那 契 数 是 向 祖 右 回溯 的 ， 而 兔子 的 则 是 
向 子孙 代 发 展 的 ，m 个 月 之 后 有 Potty, EMA mK AM Fn- 
HAR. Rie SEB AD UIE S| A BT EP ee. 


SEV AB EVA TE DPE, (ALE RT He NS 
































6.7 (a)$k=1-n, MH (6.107) . b) m=1, k=n-1, 并 应 
用 (6.128) . 


6.8 ”55+8+2 变 成 89+13+3=105， 真 实 值 为 104.607 36. 




















“真实 值 ? 是 国际 单位 制 的 65 英 里 ， 但 是 这 个 英里 实际 上 仅 是 美国 单位 制 英 里 的 0.999 998 
Re. 美国 单位 制 的 3937 英 里 恰好 等 于 6336 千 米 ， 斐 波 那 契 方法 将 3937 转 换 成 6370. 


6.9 ”21. 〈 当 将 单位 做 了 平方 时 ， 我 们 从 到 达 En HEME RAAT 
20.72. ) 


6.10 ”部 分 商 0;41,42,… 全 都 等 于 1， 因 为 了 ?=1+1/9. (于 是 ， 它 的 
Stern-Brocot 表 示 就 是 RLRLRLRLRL-:: .) 









































6.11 (-1)"=([p=0])-[p=]], 见 (6.11). 


6.12 i (6.31) 的 推论 ， 而 它 的 对 偶 结 论 在 表 6-3 中 . 


6.13 “根据 习题 6.12， 这 两 个 公式 是 等 价 的 ， 我 们 可 以 用 归纳 法 ， 或 者 
可 以 注意 到 ， z2D" 应 用 于 S) = ZAH at, T 因应 用 于 同样 的 函数 
则 给 出 2 BER EB (Dg (E Dz DP M 
Re BAAR RY (Eg RR RE, 


6.14 我们 有 
工 十 大 +k / ,\ r+k+1 
( n )- w+ (yi) +n) ( n+1 ). 
a ln =(k4+1)(x+k—-—n)+(n—-&k)(x a +1). (只 要 在 k=0、 


= 一 入 =n 时 验证 后 面 这 个 恒等式 束 够 了 . 


6.15 ”由 于 (( a) p a 我 们 就 有 一 般 的 公式 


n rT +k E mi ny __ m 1 \7Ta 一 ?7 4 3)" 
eG) Gra) =4 (a DPAP 1) (7+ 7) . 
: J 
& s = 0H (6.19) . 
os a S tae 
An,k = De, -20 ths | k 


n 1+ 1 

6.17 (a) I Pa ee 中 (b) 外 
6.18 这 与 (6.3) 或 者 (6.8) 等 价 . 
6.19 ”利用 表 6-8. 


ee SE ne E A T e 
ed PAARE 1/7" = ee (n+1—j7)/j (n+ 1) EY = Hn. 


6.21 “提示 中 给 出 的 数 是 分 母 为 奇数 的 分 数 的 和 式 ， 所 以 它 形 如 oj/& b 
是 奇数 ，《〈 附 带 指出 ， 贝 特 朗 假设 表明 : 只 要 > 2， 加 就 至 少 能 被 一 


6.16 nn 


n 











— nŒ =n! [n > k] /k!. 


(c)|* 














个 素数 整除 . ) 


6.22 24h > ?|> 时 有 |z/R(R + 2S ?|z|/ 居 ， 所 以 当 分 母 不 为 零 时 ， 该 和 

式 有 恰当 的 定义 ， ra ; = n， 我 们 就 有 

a (1/A-—1/(kK+n)) = Hm — ae 十 Ay X m -oo 时 它 趋向 于 An. 
CE H1 -VAA VBA Ve) 

RE z/(e +1) = z/(e — 1) — 2z/(e" — 1) = $ 7 (1— 2") Bn2™/n! 

6.24 nfe APB, Tale) 2—-PHRF CMS HR, Bue, “oR AE 
《6.95) 来 计算 Tail aie 它 的 系数 就 被 偶数 相 乘 了 ， 《事实 上 我 们 还 
能 证 明 ， 根据 习题 654， 伯 努 利 数 Bo 总 是 以 2 作为 其 分 母 的 第 一 个 宕 ， 

从 而 2 Dd 1 S 2*\\(n + 1.)48##Genocchi!!45], 正 的 奇数 

(n + DT / 2 “ 称 为 Genocchi 数 | '1.1.3.17. 155. 2073. - )-) 


(当然 ， 欧 拉 早 在 Genocchi 出 生前 很 久 就 知道 Genocchi 数 了 ， 见 参考 文献 [110]， 第 2 卷 ， 
第 7 章 ，8181. ) 

















6.25 100n 一 nHn < 100(n — 1) — (n — 1)Hn1 & Hna > 99. (最 小 的 这 样 
HI net e, MEE N = VAR, KA e 倍 那么 长 .所 以 它 
在 旅行 的 最 后 63% 中 变 得 更 加 接近 . ) 


6.26 Hulk) = Hri, Av(k) =1/k, XERA uk) = VK) FR, 我们 有 
n +l 2 
S, — HY?) = ae Aya/k = Aye) -Sn = Ha — 





6.27 注意 ， 根据 (6.108) ’ = m > nit E ged( Fm, Fn) = gcd{P, m-n; Fh ). 
这 束 得 到 一 个 用 归纳 法 的 证 明 . 


6.28 (a) Qn = (Ln 一 Fn)/2+ 8Fn ( 解 也 可 以 写成 Q = aFn_1+ BF n.) 
(b) Ln = 6" + 9”. 


6.29 ”当天 = 0 时 ， 人 恒等式 是 (6.133) . 当 太 = 1 时 ， 它 本 质 上 就 是 





K (Ti, Tn) Im =K(T1s e" Em) K (Em: En) =K (T1 TEm-2)K (Em2: 3 Da) 


根据 摩尔 斯 码 ， 石 边 的 第 二 个 乘积 去 挥 了 第 一 个 乘积 有 相交 划 的 情形 . 


当 大 > 1 时 ， 对 有 用 归纳 法 就 是 够 了 ， 这 里 要 用 到 (6.127) 和 

(6.132) . 《如 果 我 们 约定 全 -1 =0, 4 KK 的 一 个 或 者 多 个 下 标 变 成 一 
Br Oe ee ial de Nearer S 
T 


Km4n (T1, <t ,Tm+n ) Kn-1(Im4n-1 >°°* ,Tmt+l ) 








=. Km+n_1(T1 ;Tm+n—l R(T To Im+1) — (—1)"Kn-1 (T1 E E ) 


那么 欧 拉 恒等式 对 大 一 m 一 1 仍然 成 立 . 例如 ， 对 于 m=0，n = 3 的 情 
形 ， 我 们 得 到 有 点 令 人 吃惊 的 非 交换 分 解 式 


(abc +a+c)(1+ ba) = (ab + 1\(cba+a +c). 


6.30 K (T1, Tn PRF Tm 的 导数 是 





K (21,°++ ,Tm KR (Tm >In); 
而 二 阶 导 数 是 零 ， 故 而 答案 是 
开 (T1 ,Tn) + K (T1, ,£m-1) K (Tm41, ,Tn)y. 





F= (etn = (7) t0- 


E lial fe S3 
, 网 附带 指出 ， 这 些 系 数 满足 递归 式 


| 


， 我 们 有 











n — ] 


一 (7 一 1 十 大 ) | 
k— 1|, sx n,k > 0. 


k 




















> | | 
kam" = 
6.32 s M o TAA 
dd 
O<k<n | m+ 1 ’ 它们 都 出 现在 了 表 6-4 中 . 


n ] 
6.33 WR n>0, W (6.71) 就 有 四 72 


n r n n \ 
Aes E. 


根据 (6.19) 则 有 (3/ 6 


6.34 ame 0 see epee 


n 


k/h (6.38) 给 出 . 


6.35 i nÆ > 1/s 且 使 得 LHwj > LHn-i] 成 立 的 最 小 整数 . 
6.36 FUZE dk+ı = (100 + (1+dı) +--+ +(1+dk))/(100 +k), Jfk > 1E H 
解 是 ditt = Hk+1% 一 Hio + 14k > 176 时 ， 这 超出 2. 


n., 


H - (二 和 mH _ 
6.37 和 式 ( 分 部 求 和 ) 是 \m 2m © mn/ 0" 
是 这 个 无 限 和 式 就 是 mm. 由 此 推出 








(k mod m/)/m/. 


因为 vmlk) = (m — 1) pa e 


ate ((’ 和 ‘) poh (a i) m) +C. 
6.38 k k-1 (分 部 求 和 ， 利 用 
(5.16) . ) 


一 1 
人 条 By Ay, ` By PA 
6.39 ”将 它 写 成 aed 2 * 3th (6.67) 首先 对 大 求 和 ， 得 
到 
(n + 1)H? — (2n + 1)H, + 2n. 


6.40 ”如果 6n 一 1 是 素数 ， 则 





= H4n—1 ai Hn- 
k=1 


的 分 子 能 被 6n — 1 整除， 因为 此 和 式 是 
afl 1 > 6n—1 
k 2+\k° 6n-1-k]) ok(6n—1—k) 
: 一 27 k=2n 
4n f 
1)! /k = Han 


类 似 地 ， 如 果 6n + ] 是 素数 ， 则 l 
6n + 1 的 倍数 .对 1987， 我 们 要 求 和 直到 = 1324. 


i |(n+1+k) i 他 +k) fy 
n+ — ( i | = , | 
6.41 2 k 2al k-i ， 于 是 有 


= 
“的 分 子 是 


答案 是 Faa? 
6.42 Ff, 
1 10 
2" 1—z-— 2° 2 一 
ae eee ( | 中 令 ”” 0 得 到 本 这 个 和 是 一 个 周 


期 长 为 44 的 循环 小 数 


0.112 359 550 561 797 752 808 988 764 044 943 820 224 719 101 123 595 
5+. 


6.44 ”如 果 需 要 ， 就 用 (一 ,一 和 或 者 (一) 或 者 (Ck mB (m, k), 4E 
fam >k 20M mak, KSRETAMN. WR m> k, REJA UH 
(m— k.m ARE (m, Fe HHE. 


6.45 Xn = A(n)a + B(n)8 + C(n)y+ D(n)ó, Herp 
Bln)= Fa, A(n) = Fi Aln) + B(n)— D(n) =1, H. 
B(n)— C(n)+3D(n)=n. 





6.46 9/281 97/23% u = cos72" 以 及 v = cos36°, WA u= 2o2 - 1， 而 
v = 1 — 2sin?18° = 1 — 2u” AA TI u +v = 2(u + v)(v — u), 4v? — Ww — 1 = 0. 我 
们 可 以 人 退 寻 此 项 研究 ， 以 求 出 5 个 复 的 五 次 单位 根 : 








@ 1+ i,/2+ ¢ —ġ + if3 — ý 
l, 5 5 
2” V5Fn = (1 Jy v5) i (1 v5) f 5 V5 y, Hp AN Zd y 
6.47 “UC T. 现在 设 


P \=0 
P 是 一 个 奇 素数 . 那么 ， 除 了 “= (P 一 1)/2 之 外 均 有 aes) , AR 


pet ae Ny 
了 k=0 或 者 * 一 tp 1)/2 之 外 均 有 @ + 因此 Fp = eog 
2Fp+ 1 三 1 十 5(Pp— 1)/2 *(modp) Ve = P 形 如 10k + 1 时 有 5(P 1)/2 — =], 
而 当 了 形 如 10K 土 3 时 则 有 5702 = 一 


设 忆 是 任意 一 个 老 素数 . ”( 见 参考 文献 [171]， 第 419 页 . ) ? 

















| 2 在 参考 文献 的 那 一 页 ， 作 者 原来 写 的 是 “any odd prime”， 但 出 版 时 误 写 为 了 “any old prime”, 
| 故 作者 在 此 开 了 个 玩笑 . 


6.48 ie Kij = Aji :7 让 反复 利用 (6.133) ， 两 边 展开 成 


Kim- g(r mi 一 1 T Tm+ 1) ga Kim) Km42n Si Kimea Kyit3.n- 
E l 

6.49 在 (6.146) 中 取 ” 2 

指出 ， 这 个 数 是 超越 数 . ) 


6.50 (a) 1 中 是 偶数 今 3\n.(b) 如 果 n 的 二 进 制 表 示 是 
(190%... 0%™)2， 其 中 mae, BATRA f(n) = 


6.51 


(a) 组 合 证 明 : 如 果 将 1 加 到 每 一 个 元 素 上 【按照 模 P) ， 那 么 将 
41,2,… ,PJ 分 成 个 子 集 或 者 轮换 的 排列 方式 可 以 分 成 若干 条 “轨道 * 
每 条 轨道 由 一 种 或 者 P 种 排列 方式 构成 .例如 


3,5} > {2,3,5}U {4,1} > {3,4,1} U {5,2} 
5,2} U {1,3} > {5, 1,3} U {2,4} > {1,2,4} U {3, 5}. 


仅 当 这 个 变换 把 一 个 排列 方式 变 成 目 己 时 ， 我 们 才 会 得 到 长 度 为 1 的 轨 
道 ， 不 过 那样 就 及 = 1 或 者 六 =P 必 外 还 有 一 个 可 选 的 代数 证 明 : 我 们 
A a? = 2? + Tt 以 及 TÈ = xr? — r(modp), 因为 费 马 定理 告诉 我 们 : zx? 一 z 


立 Fo DFI DEF2 = 
， 部 分 商 是 0, 279, 272272, --- . (高 德 纳 [206] 


K (ay, @9,°+ + ,dm_1). 


pep {z = 02 =1] {z= {p= DER. 
(b) 这 个 结果 由 (a) 以 及 威尔逊 定理 推出 ， 或 者 可 以 利用 


rm = gP/(x — 1) = (x? — r) (x — 1) =a? + + $e. 





on eal 2% 
i k 」 o, Se. (类似 地 ， 有 L P p | 


‘ae ) \p-k_k |P 加 |P pel p EREN 3 IP B 
p! = È = p% (—1) 了 H =p H p ie l +p 四 


A Ny 0 Es 0 
al-ek- Eei 


是 户 的 倍数 . (这 称 为 Wolstenholme 定 理 . ) 


6.52 


(a) 可 以 看 出 Hn = H+ Hlwpj/p， 其 中 下 = Do kLP]/k. 


(b) 考虑 mod5， 对 0<7< 4 我 们 有 五 二 (0,1,4,1,0) .从 而 第 一 个 解 是 
n =4 根 据 (a)， 我 们 知道 3\an > 5\alw5l， 所 以 下 一 个 可 能 的 范围 是 
n=20+r(0<r<4 ), 此 时 我 们 有 


ee een: eee: ee: ee: "  20/k(20 + k). 
sens ae U 1 的 分 子 如 同 Hi 
的 分 子 一 样 ， 可 以 被 25 整 除 ， 于 是 在 这 个 范围 里 仅 有 的 解 是 = 20 和 


] 
q 1AN H, = HF oH. >h. 
n = 24. 下 一 个 可 能 的 范围 是 ”= 100 + r， 现 在 是 
1 


“加 上 一 个 分 数 ， 这 个 分 数 的 分 子 是 5 的 倍数 ， 如 果 


] 

= C Ne N sz DE,» 

= £19 m (mod 这 里 九 是 一 个 整数 ， 那么 调和 数 Bior 的 分 子 能 被 5 
sess ; = 0 (mod5), 于 是 m 必 须 页 三 0, 1 或 者 4， 考 虑 mod5 
] 


-> 











， 我 们 求 得 ; 5 = 5 ffm + 954 = 95 =H = 2 一 “， 从 而 对 100 <n < 104 
没有 解 . 类 似 地 对 120 <n < 124 也 没有 解 ， 我 们 包 经 找到 了 所 有 的 三 个 


解 . 


(根据 习题 6.51(d)， 如 果 P 是 任何 一 个 5 的 素数 ， 我 们 总 有 

Pp \ap-1, eg E AEE el 这 些 是 关于 
P\an 的 仅 有 的 解 ， 当 上 且 仅 当 P “Hp-1+ Hr = 0 (modp) (0<7r<p) 没 有 
解 ， 后 面 这 个 条 件 不 仅 对 了 二 5 成 立 ， 而 且 对 了 二 13,17.23,41 和 67 也 成 立 


一 一 有 可 能 对 无 穷 多 个 素数 成 立 。 Hn 的 分 子 仪 当 7 = 2，' 和 22 时 才能 被 3 
整除 ， 它 仅 当 n= 6,42, 48, 295, 299, 337, 341, 2096, 2390, 14 675, 16 731, 16 735 


和 102 728 时 才能 被 7 整除 .见习 题 6.92 的 答案 . ) 
(计算 机 程序 员 们 请 注意 ， 这 是 一 个 值得 用 尽量 多 的 素数 来 进行 检验 的 有 趣 的 条 件 ，) 















































((n + 2)Hm+1 一 1) —] 


6.54 


(a) 5m > p, RIRA mP) = Sm(p-y(P) (modp)， 这 是 由 于 当 
1 <k < pW ke l=1 MG Sp-1 (p)=p-1= 一 1. 如 果 0<m<p 一 1， 我 
们 可 以 写成 





p-l m m j+1 
Sm (p) Do i aa =O 


k=0 j=0 











( 伯 努 利 数 的 分 子 在 费 马 大 定理 的 早期 研究 中 起 着 重要 的 作用 ， 见 Ribenboim 2%!) 


b) 提示 中 的 条 件 表明 ， 712 的 分 母 不 能 被 任何 系数 了 整除 ， 故 而 2 必定 
古 一 个 整数 .为 证 明 提 示 ， 我 们 可 以 假设 n> 1 这 样 ， 根 据 (6.78) ~ 











(6.84) 以 及 (a) 可 知 ， 


(p= 2S fan41 pok 
Bon t= + Dia T 
= D k Ean TT ] 


) 
= 


征 一 个 整数 . 所 以 我 们 想 要 验证 : 分 数 


2n+ 由 ieee 2 ay ee i 
ant 1\ Bp (an +1) :ev — k +1) 
i | ‘ | 中 没有 哪 一 个 的 分 


an Bip 
母 能 被 整除. 四 “的 分 母 不 能 被 整除 ， 是 由 于 Bett EAA 
有 因子 产 (根据 归纳 法 ) ; 而 PP””/(2n 一 +1) 的 分 母 不 能 被 P 整 
除 ， 是 因为 当 k < 2n 一 2 时 2n 一 +1<p”*， 证 明 完毕 ，( 诸 数 Lad 
表 在 参考 文献 [224] 中 . Hermitet184 于 1875 年 一 直 计 算 到 了 11s: 实 际 上 ， 
已 知 有 五 一 一 太一 及 一 to = fp 一 1， 从 而 正文 中 给 出 的 伯 努 利 数 ， 包 
括 2730 C! ) 有 一 个 “简单 的 ”模式 . 但 是 ， 当 2n > 12 时 ， 诸 数 I 看 起 
来 并 没有 任何 值得 注意 的 特点 ， 例 如 ， 
By = =86 $79 = — SS Ses 


2 3 5 7 13， 而 86 579 是 素数 . ) 


(c) 数 2 一 1 和 3 一 1 总 能 整除 2n. 如 果 n 是 系数 ，2n 仅 有 的 因子 束 是 1， 

2, nl 2n， 所 以 对 素数 7 > 2，Ban 的 分 母 都 是 6， 除 非 2n + 1 也 是 素 
Bl. 在 后 面 这 种 情形 ， 我 们 可 以 演 试 tn + 3.8 + 7,…， 直 到 找到 一 个 非 
素数 CAF "整除 2 +2 一 1) .〔 这 个 证 明 不 需要 一 个 更 难 但 合 
理 的 定理 ， 即 存在 无 穷 多 个 形 如 Ok 二 1 的 素数 . ) Ba 的 分 母 在 n 取 49 这 
样 的 非 素数 值 时 也 可 能 是 6. 

















m+1 ("=") ( n ) 
6.55 edu eS Me, MAMET mI n m+ 1) 要 得 
4] (6.70) ， 求 导 并 取 z = 0. 


6.56 ”首先 用 k- m) +m)" RE HERT k mAIRE WEE HE 
(6.72) 时 出 现 的 化 简 . WR m > n 或 者 m < 0， 则 答案 是 

(—1)"n! —m"/ aa 

本 反之 需要 将 (5.41) 减 去 =m 这 一 项 之 后 令 
I 二 一 见 取 极 限 ， 此 时 答案 是 


(inte (aye (") m”(n + 1+ mHr-m— mH»). 


m 





6.57 ”首先 用 归纳 法 证 明 : 第 7 行 至 多 包含 三 个 不 同 的 值 4 2 Bn > Cn. 
WMR 7 是 偶数 ， 它 们 按照 [Cn Bn, An, Bn, Cn 出 现 ， 如 果 n 是 奇 
数 ， 它 们 就 依照 循环 次 序 (Cn Bn: Ans An; Bn 出 现 . 又 有 


Am+1 = Am + Ban; Am = 2A2n-1; 
Bon+1 = Bn Ri Con; Bon 一 Agn-1 rT Bon_1: 
Con+1 = 2Con: Con = Bon_1 F Con_1. 


HEHEH Sn = An = Cn = Fret (有 关 3 阶 围 包 二 项 式 系数 见习 题 
5/54.) 


XO Faz" = 2(1—z)/(1+z)(1-3z +2?) == (2-3: )f(1 — 32 + 2”) — 2/(1 + z)). 
n20 


EN A S 然后 合并 项 使 得 2 和 2 消 
失 . ) (b) 类 似 地 ， 





由 此 推出 Pra 一 4F% — Faa = 3(-D)"Fre (与 mM A BRIE BS 
FG. 86H ASE VE AS ARK, TR Mune 
的 ，) 


6.59 i mee. 我 们 可 以 对 用 归纳 法 证 明 ， 实 际 上 有 可 能 
得 一 个 满足 附加 条 件 © E 2(mod4) iy z. 如 果 zr 是 这 样 一 个 解 ， 我 们 就 可 以 
加 上 延伸 成 为 模 3" 1 的 解 ， 因 为 


Faget = 3"... Posey = 3" +1 modat), 
所 以 rz， 或 者 zx+8x3"- 1， 或 者 z+16 x 3"! 将 完成 这 一 任务 . 


6.60 fitl, fotl, FR+l, Fa- 1V K Fs 一 1 是 仅 有 的 情形 . Ge 
然 ， 则 习题 6.28 中 的 卢 卡 斯 数 将 在 如 下 分 解 式 中 出 现 : 





Fom T (—1)™ = Lm41 Ëm-1; Fm4 1+ 【一 1)" = 一 LinP m+ 1; 
Fom = (—1)™ = Lm-1 Fm4; Ponti m (—1)™ 一 Lm41 Fm- 


(一 般 来 说 ， 我 们 有 Pmtn E (—1)" Finn = LinFhn-) 


6.61 = mm 是 偶数 且 为 正 数 时 ， 1/ Fm = 1 m- 1/Fin = Fom- 1/ Fm8 .第 二 二 个 和 
式 是 3/4 一 F3x2n-1/ (Fan (n21 a? 


6.62 


(a) An a V5An-1 7 An-2, Bn 一 V5Bn_1 76 Bn_2. 附 带 指 出 ， 还 有 
V5An 十 By 7 2An+1, V5B, ae An a 2Bn-1. 


b) 小 值 的 表 揭 示 了 


a[i eee 
” |V5e, nap, ” | 五 ， 是 奇数 。 





(c) Bn/ An+1 = Bn-1/ An = — 1/ ( Fons iT 1) 因为 Bn An = Bn- 1An+1 -> V5 日 
过 交友 二 V5( Font + 1) ES, ] + + (Ln/ Lnt1 )[n H 是 奇数 ].. 


(d) 类 似 地 ， 


1/( Foe 41 = 1) == ( Ap /Bi > A1/ Ba) E A w (An_1/ Bn An/ Bn+1) 
2 一 An / Bn+1- 


这 个 量 还 可 以 表示 成 (3fn/Lnti)ln 是 偶数 1]+ (Ln/Fntun 是 奇数 ]. 








n— 1 


n n 一 l \ | | 
i a vH (n B 1) : ae i 
(a) H 有 i -1 个 满足 Tn SN, 而 有 k 个 满足 Ta. 


Aio ME E E gay, 
wt) /的 每 一 个 排列 Pi Pn-1 引 出 n 个 排列 
TD 人 OO Pn-1Pj- 如 果 Pl1… Pn-1 有 个 超过 值 ， 那 么 就 
有 十 1 个 7 的 值 ， 它 们 在 172° 中 得 到 不 个 超过 值 ， 剩 下 的 nn 一 1 一 上 
个 值得 到 大 + 1 个 超过 值 ， 于 是 ， 在 172° 中 得 到 个 超过 值 的 方法 数 


a 
oe 
站 
nee 
gm 
N 


6.64 根据 习题 5.72 的 证 明 ， Ch in~va\n) 根据 (6.44) , 


i an) =", ag? K) /是 介 


6.65 和 


随机 数 时 ， 使 得 Lz1 + +n] = 成立 的 概率 设 
yj = (十 十 而) mod 1, ABZ y ,加 就 是 独立 县 一致 分 布 的 ， 而 且 
r1 oe t an RREZE VE FRENAN W y 的 排列 是 随机 的 ，k 个 下 降 


的 概率 与 上 个 上 升 的 概率 相同 . 


6.66 Wen>o, EmA PtH — 1) Basi/(n+1). CH (7.56) 和 
(6.92) ， 所 要 求 的 数 本 质 上 就 是 1 — tanh - Ay AR. ) 


6.67 根据 (6.3) 和 (6.40) ， 它 就 是 


n ; Keo n—k Naas k 
Salta pee Ley) (tom) D 
aye aar ‘( (2 - Crm) 
k |k n-m n— m 
( ymt 1—k n—k n 
= 由 .一 7 一 1 \n—m—1/ 


现在 利用 (6.34) . 《这 个 恒等式 有 一 个 组 合 解释 69 ) 
6.68 与 〈6.38) 类 似 ， 我 们 有 一 般 的 公式 


n "a (2n+1 n+m+1—k k F _ 
((")) > > ( k ) | N Cane (-l1), n>m2Zo. 
k=0 


当 m 一 2 时 ， 这 等 于 


n n+3 i 1 n+2 2n+ 1 n+ 1 
We) & pf erry, 2 (PES 1 
n+2 fe \ont+l l / 2 m 2) 
= 一 3 — (2n + 3)2 + 5 (4n + 6n+ 3). 


1 1 1 ， 
zn (n+3) (n+ 1)(2H2n 一 Hn)—3 36n(10n° + 9n — 1). 
6.69 3 - 


交 动 推导 出 这 要 的 公式 ， 是 很 好 的 解决 方式 ，) 
”< 时 收敛 . 


ae ii (1+ z/k)e*!* = & H A ee ine 
6.71 注意 ，* 1 mA 


d | 


a aa ， 我 们 求 得 fle)/e! +7 = H.. 
6.72 ”对 tanz， 我 们 可 以 利用 tan 


ri y A ESE ee EE eres 
中 的 恒等式 ) . 又 2 有 震级 数 展 开 式 
>》 CDr 一 2)Boz/(2m 


(用 计算 机 程 








6.70 1/k — 1/(k F z) 一 z/k* 一 eR fee 它 当 


= ie —2cot2z ( 它 等 价 于 习题 6.23 


Ww 











， 且 
tan > sin z 
In - = ]n - ln cos z 
AN. a 4"(4" IB 
= 》 (-1)" 2 ees 
a (2n)(2n)! (2n)(2n)! 


Fyre 2) Bans? 


(2n)(2n)! 


Insin z = cot z 2T cos z = — tan Z. 


d 
因为 dz WR 





l 
、 cot (= 二 3”) — tan z 
6.73 cot(z +7) = cotz H 2 ， 从 而 该 恒等式 等 价 于 
itil 之 十 大 
cot z = 一 cot 
Qn On 


这 可 以 用 归纳 法 从 = 1 的 情形 推出 ， 由 于 当 > 一 0 时 有 >cotz 一 1， 故 
而 推出 所 述 的 极限 . 可 以 证 明 ， 逐 项 取 极 限 是 合法 的 ， 因 此 《6.88) 成 
ME. 《附带 指出 ， 一 般 的 公式 








得 到 证 明 ， 此 式 等 价 于 1Az 一 也 的 部 分 分 式 展开 . ) 
6.74 由 于 tan2z+sec2z = (sin z + cosz)/(cosz —sinz), 在 (6.94) 中 令 
r= IRAT Ta (1) = res, pe? Yno mA a ia 
在 组 合 数学 中 称 为 me rr (Euler number) ， 不 要 与 欧 拉 数 (Eulerian 
n 
number ) a 我 们 有 
(Eo, Ei, E2,- -) = (1, 1, 1, 2, 5, 16, 61, 272, 1385, 7936, 50 521, -- -) 


数值 分 析 用 不 同 的 方式 定义 了 本 题 中 的 这 种 欧 拉 数 : 按照 上 面 的 记号 ， 
数值 分 析 方 式 所 定义 的 En dé (1) En [n 是 偶数 ]. ] 


6.75 if G(w,z) = sin z/ cos(w + z), H(w,z) = cos z/cos(w + z ), 又 令 


E M2" /mint. A Aan 
G| uh Z ) t HI Ww, z) oe mni d vie 那么 等 式 Cr Ww, 0) = 0 和 








) ) 
G -2 ) G(w,z) = H(w, z) .~ M 5 
Oz Ow His KAS mm 是 奇数 时 有 Pa = 24 
m + n 是 偶数 时 有 Em, n+l 一 = Em+ln an Em,n :等 式 AO, z) = 1 和 





(元 Z) oa- Glu, 2 

Jw Os “ 则 意味 着 当 n 是 偶数 时 有 Bon = =O, 而 

当 m+n 是 奇数 时 有 Enta = Emni + Bmn- 所 以 三 角形 顶点 下 方 第 n 行 

包含 数 Eno: Fn-41,… a Pon EAE, Enok EHA E, [n 是 偶数 ]， MEA 
边 ， Eon = Tn 十 [n = 0]. 











6.76 ”将 这 个 和 式 记 为 如 :查看 后 面 第 7 章 的 等 式 〈7.49) ， 可 以 看 到 


=> tae er ~1)° =2/(e +1) = 1 — tanhz. 
这 样 一 来 ， 根 据 习题 6.23 或 者 习题 6.72 就 有 
An = (2+! — 4"*1) Bi /(n + 1) = (-1)"9 7, + [n = 0). 


6.77 ”对 用 归纳 法 ， 并 利用 习题 6.18 中 的 递归 式 即 可 推出 .还 可 以 从 
(6.50) 并 利用 如 下 事实 予以 证 明 : 


ENG ye 


(e —1)” E é=] 
m-1 m ds! 1 
= 整数 m>0. 
| 


附带 指出 ， 后 面 这 个 等 式 等 价 于 


da7 1 po +1) (k—1)! 
Mna =f 1) bP i k | PE \ 大 
dz™ e — 1 i (e — 1) ; 整数 m = 0. 


6.78 WMR PEER RS INK, RIRA 


\ f - io eee 
p(x) = 2 p(k) ( k ) (G = a 


因为 这 个 方程 对 z= 0, 一 1,… , 一" 成立， 所 述 恒等式 是 这 个 方程 在 
p(t) = zon(z) 以 及 z= 1 时 的 特殊 情形 ， 附 带 指出 ， 在 (6.99) PHL k = 1 
， 就 得 到 一 个 用 斯 特 林 数 来 表示 伯 努 利 数 的 更 简单 的 表达 式 : 


kt 
mi], 7 加 
etn rai Me 


k>0 




















6.79 18584, Sam LoydI256， 第 288 页 和 第 378 页 ] 给 出 了 构造 





并 宣称 他 发 明了 一 个 (未 曾 发 表 )〉 64=65 的 排列 方式 .类 似 的 悖 论 至 
少 可 以 奶 调 到 18 世 纪 ， 不 过 Loyd 找 到 了 将 它们 表达 出 来 的 更 好 方式 ，) 


6.80 ”我 们 预计 会 有 4m/4m-1 s%， 所 以 尝试 4m-1 = 618 034 + 7 以 及 
Am-2 = 381 966 一 7 这样 就 有 .4 3 = 236 0684 27 等 ， 且 我 们 发 现 
Am—1g = 144 — 2584r, Am-19 = 154 + 41817. 从 而 

r=0, r= 154, y= 144, m = 20. 


ni 如 果 对 "的 无 穷 多 个 偶数 值 都 有 PE n+l: Fn) =0, MA P(x, y) GEAR 
(x,y) — ER, Hp U(r, y) = 2° — ry — YR, 如 果 :是 P 的 总 次 数 ， 
RR 


t 


P(zr,y) = GkT + > ritiy = Q(x, y) + R(x, y). 


k=0 j+k<t 


k 
Pnt - =Sou (= di Ta) + O(1/F,), 


t 
re k=0 


Ln > oM, RAIA Zaro = OAT OC v) VC yg 
eB, EFi AT, yU (2, y) ae 1， Fn) = (-1)" H nÆ, A 
P(x,y) = P(x, y) — (U (x,y) — 1) A(x, y) EGE Pol Prat, Fn) = 0 成 立 的 另 一 
one 机 的 总 次 数 小 于 书 所 以 对 Po 是 U 一 1 的 倍 





类 似 地 ， 如 果 对 的 无 穷 多 个 奇数 值 有 Pn Fo) = 0， 那 么 Plow 
EU (ry) + ] 整 除 ， 将 这 两 个 事实 合 起 来 ， 就 给 出 了 所 希望 的 必要 和 充 


分 条 件 : Plr yee ae U(x, y)? 一 1 整除 . 


6.82 ”首先 将 数字 相 加 而 不 进位 ， 得 到 数字 0，1 和 2. 然后 利用 两 个 进 
位 法 则 : 


O(d+ 1)(e +1) > lde, 
O(d + 2)0e — 1d0(e+ 1), 


总 是 应 用 最 左边 能 用 的 进位 .这 个 过 程 会 终止 ， 因 为 每 执行 一 次 进位 ， 
将 Om ,bz)F 改 写 为 (bm,… , 刀 )z 所 得 到 的 二 进 制 值 都 会 增加 ， 但 是 一 
个 进位 有 可 能 传递 到 * 斐 波 那 契 点 的 右边 ， 例 如 ，(UDF+ (Dr 变 成 
(1001)r. 这 样 的 向 右 传递 至 多 扩展 两 位 ， 而 如 果 有 必要 ， 那 两 个 数字 位 
可 以 用 正文 中 的 “加 1 算法 再 次 化 为 零 


附带 指出 ， 对 于 非 负 整数 有 一个 对 应 的 < 乘法 * 运 算 ， 如 果 在 斐 波 那 契 数 
Reba mB Babe Pat EP, BRS ENER 
法 类 似 的 方式 ， 设 ”= Èa 2e ite (这 个 定义 表明 当 站 和 mn 很 


ANA mons Vimn, RÆ lonx G°n.) 斐 波 那 契 加 法 引出 结合 律 
lo(mon) = (lom)onf\jy— iE HA. 





习题 ， Mon=mn-+t [(m+1)/d|/n+m|(n+1)/d]. 


6.83 是 的 ， 例 如 可 以 取 
Ap = 331 635 635 998 274 737 472 200 656 430 763 : 


A; = 151 002 891 108 840 197 118 959 030 549 878 5. 


所 得 到 的 序列 有 如 下 性 质 ， 当 nmod mi = mx 时 ， 4 能 被 (但 并 不 等 
P Pi 整除 ， 其 中 诸 数 (pe me 7h) 分 别 有 如 下 18 组 值 ， 


(3,4,1) (23.9) (5,5, 1) 
(7,8,3) (17,9,4) (11,10, 2) 
(47, 16, 7) (19, 18, 10) (61,15, 3) 
(2207, 32, 15) (53, 27, 16) (31, 30, 24) 
(1087, 64, 31) (109, 27, 7) (41, 20, 10) 


(4481, 64, 63) (5779, 54, 52) (2521, 60, 60) 


把 这 些 三 元 组 中 的 一 个 应 用 于 每 个 整数 nn. 例 如， 第 一 列 中 的 6 个 三 元 组 
包含 了 n 的 每 一 个 奇数 值 ， 而 中 间 一 列 则 包含 了 n 的 所 有 不 能 被 6 整除 的 
偶数 值 . 证 明 的 剩余 部 分 基于 Amin = AmFn-1 + 4mHfn， 以 及 对 每 一 个 
三 元 组 (Pr. Mk, Te) MILA [a AR Th 





Ap = Fm, Th mod Pk, 
Ay = Py v4.1 Mod pz. 


《有 可 能 给 出 一 个 改进 的 解 ， 在 其 中 AOA 和 都 是 “ 仅 有 ”17 位 数字 的 
数 [218]. ) 


6. 84 习题 页 6. 62 中 的 序列 满足 A_m z Am, B_m = —Bm, H 


Am An = Am+n oi Am-n 5 
Am Bn = Brin = Ban ` 
Bm Bn — Amsn _ Anin 。 


aala \ 
a fi T Bmk/ Amk VLR gk = Amk / Bmk+ H, B 其 中 站 /那么 
feat gy fk = A; Bm/\Aamk-+n Rg Am ) H. gk 一 GkHi = T AB 人 Aomk +n = Am ), 故而 
我 们 有 


ENS vV 
Se lim (fk — fo) = 
~ mn 

a m 大 一 Ga A, Lm 








c Vo lim ( ) V9 2 ] 2 c 
i = im (go — gk) = 一 一 一 一 ， . 
si A, Bm kx A, Lm B, wo F, Li Lm ass 


6.85 ”此 性 质 成 立 当 且 仅 当 NA 

2 AKI a XI x 7 7 

6.86 对 任何 正 整 数 m， 设 "um 是 使 得 “可以 被 mn 整除 的 最 个 指标 J 
如 果 这 样 的 7 不 存在 ， 就 令 ro = COABA Cn 可 以 被 mm 整除 当 且 仅 当 


ged (Cn, Crim) yay ae eta SAK Cgedln, r(m) AY 以 被 mm 整除 ， 当 且 仪 
当 gcd(n,r(m)) =r(m), 4 A 24 nse ee v(m) BER. 


Cait A a 售 于 如 下 条 件 中 : FA Cna 有 一 “1 


En m)， 它 可 能 是 无 限 的 ， 它 使 得 Ci Eb 被 mathe, 4AM new 
(m ER. 


























现在 设 Hin) = CiC2--- Ch, AULA 
TI +n) 
m Je II) 


如 果 是 素数 ， 则 P 整 除 Toia PO T i OD, 因为 
[n/p 是 {C ,Cw} 中 能 被 六 整除 的 元 素 个 数 . 于 是 ， 对 所 有 P 都 有 


Y + ") 
fiim +n) 2 f(m) + pln), H Mm] oF OR 
6.87 ”这 个 矩阵 乘积 是 
Kn-2(22,°°* ,In-1 ) Kn-_i(T2,.… ,Tn_1, Tn ) 
Kyi 21; To In-1) Kal Zito." << ,Tn 1 Ta) 
这 与 (6.137) FLA R 的 乘积 有 关 ， 因 为 我 们 有 
af01lV 1f01 /01 
mt a) 7 f ‘) o ¢ i) 
其 行列 式 是 Kn(71,… ,Tn)， 更 一 般 的 三 对 角 线 行列 式 


人 
Va Sema 0 
2 2 1 








det) 0 y, X 





满足 递归 式 Dn = InDn-1 = YnDn-2. 


6.88 Yeo! = a +1/(a +1/(a 十 …)) 是 a-! 的 连 分 数 表示 .那么 我 们 
有 








` 
pay 


Am ( 2 ) = - 


par ae | Gm = Km(ai, “es ,Um ). 


(6.146) 的 与 正文 中 类 似 的 证 明 用 到 了 Zeckendorf 定 理 的 推广 《参见 
Fraenkel[129, §4]) . 如果:= 12， 其 中 % 是 一 个 >=2 的 整数 ， 这 给 出 超 


(b — 1) ) na] 
wna OD na ”的 连 分 数 展开 ， 如 习题 6.49 所 述 . 


6.89 设 了 = 天 (0aia ,am)， 所 以 P/7 是 该 连 分数 的 第 m 个 渐 近 分 
数 . 这样 a = p/n+(—1)"/nq, Her q = Klant ,4m,8)A 8 > 1M 
{ka} (0<k <n ) 可 以 写成 


0 1 (一切 ” 7 nl 《一 1)7 oe 








n i n nq n nq 


其 中 而 ,… make he AREA. BO) < z 的 点 的 
个 数 ， 那 么 除了 上 = 0 和 =n 一 1 之 外 ， 当 wv 从 */n 增 加 到 (*+ Dn 时 ， 
WJ 和 vn 两 者 都 增加 1， 所 以 它们 从 来 都 不 会 相差 2 或 更 多 . 


6.90 根据 (6.139) Al (6.136) ， 我 们 想 要 让 lal,… ,amJ 在 和 
人 nn 十 1 的 所 有 正 整 数 数列 上 取 到 最 大 值 . 最 大 值 在 所 有 的 a 都 取 1 时 出 
现 ， 因 为 如 果 7 了 = 1 且 a > 1， 我 们 就 有 





Ky+e4i1(1,--- ,1,a4+1,61,--- , bx) 
= Kyye41(1,--- Lob Oe) EK (ls Let, bk) 
< KiHRHI(1 1 a, bi,- -- bk) + Kitk(l;*…- ,1,a.b1..-- bk) 
= Kj+tk+2(1,:…: , 1,4, 01,--- ,bk). 


(Motzkin 和 Straust* 引 指出 了 如 何 求解 有 关连 项 式 的 更 一 般 的 最 大 化 问 


jl.) 


] 
6.91 对 于 ""”" ”2 的 情形 ， 有 一 种 候选 方式 出 现在 参考 文献 213， 
86] 中 ， 尺 管用 茶 个 含有 V7 的 第 数 乘 以 那里 讨论 的 整数 可 能 是 最 好 的 . 
Philippe Flajolet 和 Helmnut Prodinger 在 SIAM Journal on Discrete 
Mathematics 12 (1999) ，155-159 中 提出 了 一 个 精巧 且 更 有 说 服 力 的 建 
议 . 





6.92 (a)David Boydtath, (UPER Y P= 83,127,397 之 外 ， 对 所 有 

p < 500 仅 有 有 限 多 个 解 . (b) Px 的 性 状 相 当 怪 异 : 对 968 <n < 1066 我 们 
A bn =Iem(1,--- ,nn)， 而 男 一 方面 则 有 

booo 二 1cm(1,… ,600)/(3° x 5° x 43).Andrew Odlyzko 注 意 到 ， 了 整除 
lcm(1.::: .7)/bn 当 上 且 仅 当 对 某 个 m 之 1 和 某 个 x P 有 kp” <n< (k+1)p™ 
使 得 Pp 整除 Ht 的 分 子 ， 这 样 一 来 ， 如 果 可 以 证 明 ， 比 方 说 几乎 所 有 的 素 
2 K 值 〈 即 上 = 了 一 1) ， 那 么 就 有 无 穷 多 个 这 样 的 n 
TE. 


记 住 1066 的 另 一 个 理由 ? 


























6.93 (Brent[38 在 e 中 发 现 了 大 得 令 人 惊奇 的 部 分 商 1 568 705， 但 这 
似乎 只 是 一 个 巧合 . 例如，Gosper 在 + 中 发 现 了 更 大 的 部 分 商 : 它 的 第 
453 294 个 部 分 商 是 12 996 958， 而 第 11 504 931 个 部 分 商 则 是 878 783 
625. ) 








m+n mn 
> V z 
6.94 ”考虑 生成 函数 mr] m 它 等 


’ 


f 1 了 \ | J)*(1) 
(wrF(a + 8'+7,a'+ 8,0’) + 2F(a+7,a+4+ 8,a))"(1) 
> : ) 
Ah : . 
WAIT a + by + cy: 


尽管 斯 特 林 数 在 参考 文献 [383] 的 意义 下 并 不 是 “完整 的 ”(holonomic3) ， 但 是 Kauers 还 是 
取得 了 成 功 . 


其 中 F(a, b,c) 是 


’ 





















































sholonomic 一 词 得 具体 定义 参见 Zeilberger 的 论文 ， 这 一 涂鸦 的 含义 是 Kauers 成 功 地 超越 了 
Zeilberger 原 来 的 方法 的 极限 . 


6.95 Manual Kauers, Journal of Symbolic Computation 42 (2007) ， 
948-970 发 现 了 这 个 研究 题 的 一 个 精巧 解答 . 


7.1 在 生成 函数 中 用 :代替 0， 用 :代替 局 ， 就 得 到 1/(1 一 2 一 >) 这 个 
像 了 的 生成 函数 ， 不 过 用 AET FÆ WR m 是 奇数 则 答案 是 零 ， 
反之 则 答案 是 Pm. 


72 G(z)=1/(1—2z)+1/(1— 3z); G(z) = e” +e. 


10 10 
7.3 ”在 生成 函数 中 取 : = 1/10, BIg 7 


7.4 用 Q(z) 除 P PPa T(z) 和 一 个 余 项 Pole), 余 项 的 次 数 小 于 
@ 的 次 数 ， 对 于 小 的 并 (的 票数 必须 加 到 系数 ']Po(2)/ Q(z ) 中 . 
0 


7.5 这 就 是 (+ 2°) #01 + 2) WR, RDI 

S(z) = (1424274 2°)’. 
附带 指出 ， 对 于 这 个 生成 函数 的 系数 尚 不 知道 有 简单 的 形式 ， 因 此 所 述 
和 式 可 有 有 a 《我们 可 以 用 生成 函数 得 到 否定 的 结 
果 ， 也 可 以 得 到 肯定 的 结果 . 


7.6 设 m=a， 91=8, Gn 二 9n-1 二 29n-2 十 (一 1)”Y 的 解 是 

gn = A(n)a + B(n)8 + C(n)7. 当 a=1, 8=2, 7Y= 0 时 , 函数 a 当 
a=], £8==1, y= ORY, 函数 (一 1)" 有 效 ; = a=0, 8=— 

ANY, Až ll ngA. Mm Alm) + 2B(n) = 2", Aln) — n“ = a 
—B(n) + 3C(n) = (—1)"n. 


7.7 Hz) = (z/(1- z)” p G(z)+ ， 从 而 





我 们 有 In = Fn + [n = 0). 
我 敢 打赌 ， 有 刍议 的 < 阶 为 零 的 局" 的 确 有 一 标 生 成 树 


7.8 将 (1 一 2) ”对 z 求 导 两 次 ， 即 得 











HES x =m. 





2k 27 一 2k l 
9 = i = n . 
Do ( k ) ( n—k aR A) = 


2 


人 
A(z) = zE “1? BY (5). (ao Al) = B(2)/(1 — zy Mit 


pos r+1 f \ 大 
{r} 一 一 1) . 
B(z) = (1 — 2)" A(z, sine” ( k ) | 


7.12 ”cn 上 一 行 中 的 数 对 应 于 定义 “山脉 ”的 由 +1 和 -1 组 成 的 数列 中 
+ 1 的 位 置 ， 下 一 行 中 的 数 则 对 应 于 1 的 位 置 ， 例 如 ， 给 定 的 数组 对 应 
于 


ANANN 


7.13 a a ( 设 Im+k = = Tk) 并 定义 Sn = T1 十 "十 :Zn 
我 们 有 sm = 1, Sam = 2! 等 . 必定 存在 一 个 最 大 的 指标 i, TER 


Sky =J, Sky+m = i tJ, SSR ARER kioo , 久 (modm) 指 定 了 问题 中 的 
循环 移 位 . 
例如 ， BU Ji (—2,1, -1,0,1,1,-1,1,1, De (m= 10WRI=2) ， 我 们 
Aj ky =17, kp = 24. 
7.14 G(2) = —22G(2) + G(z)’ +2 (注意 最 后 一 项 ! ) 通过 二 次 求 根 公 
式 导 出 

~ ，、 1+2z— 71442" 

G(z) = 5 i 





一 


于 是 对 所 有 n > 0， 有 Ina 二 0 以 及 gon = (一 2)1ICn -1 


7.15 存在 (i) “个 划分 使得 在 包含 a+ 1 的 于 集中 有 个 其 他 斩 
m, AHE P(e) =e Plz Baye, ) 方 程 的 解 是 P(: “, AA 
c= -1， 因 为 P(0) = 1. (我 们 也 能 通过 (7.49) 对 


R, 因为 人 > ee 


7.16 一 种 方法 是 对 


取 对 数 ， 然 后 利用 "1 一 = 的 公式 ， 并 交换 求 和 次 序 ， 


ne 一 dt = 
baje ”就 推出 我 们 的 结论 ， 换个 方向 ， 还 有 一 个 公 
JX: 


] 
7.18 人 j 人 (23 每 一 个 正 整 数 都 可 以 唯一 地 
表示 成 m24， 其 中 4 是 一 个 无 平方 因子 数 . 


7.19 WR n>0, MES i jexp (x In F(z )) 是 关于 g 的 一 个 n 次 多 项 
式 ， 这 个 多 项 式 是 z 的 倍数 . ee Pe) 二 了 TE RRAS, 
得 到 第 一 个 卷 积 公式 .而 由 P(e) P(e) OP (2)! = F(z) (2) 中 zn-! 的 
系数 相等 BARMERA sane 








F(z) F(z)! = he F(z)?) =2 r! So nfa(a (r). 


Oz 
n=O 


(进一步 的 卷 积 可 以 如 同 (7.43〉 中 那样 ， 取 0/97 得到. ) 


如 同 在 参考 文献 [221] 中 指出 的 那样 ， 还 有 另外 的 结论 成 立 : 对 任意 的 > 
~ YR t, 我 们 有 








Tfklt+tk)yfn-kly + t(n — k)) (c+ y)fn(z+yt+in) 
r+tk y+t(n—k) r+yttn l 


k=0 


实际 上 ， thle +tn)/(x + tn) EKF Tt(z)" 的 系数 的 多 项 式 序列 ， 其 中 


F(z) = F(zF,(z)*). 


CE (5.59) A (6.52) 中 ， 我们 见 到 过 它 的 特殊 情形 . ) 


、 G(z) = Ss l A 
720 gO = È no R n < 0 我 们 令 名 = 0， 那 么 对 所 有 
和 0 有 


GF) (z) = 区 ntgnz™ Kt! = 3 (n 十 大 一 1)g 12 n 


n=O n=O 


因此 ， 如 果 PC) ,已 (3] 是 不 全 为 零 的 多 项 式 ， 且 最 高 次 数 为 4， 则 
存在 多 项 式 po("),… ,pmta(n)， 使 得 


m+d 


Po(z)G(z) + -+ Pa(z)G™ (z) =p | N)Gn+4j-d2 


n>0 j= =0) 


这 样 一 来 ， 一 个 可 微 有 限 的 CRH 


， Mno. 
其 逆 可 类 似 地 证 明 . (RE: GCA HAIR, 4 BA et Dy 
的 指数 生成 函数 (=e FT A BRR 
7.21 E O A ， 所 以 : 
G(z) = 1/(1 — 2)(1— 2) = G2"), et Gle) = 1/12) gay Ste 
= w >al aay ee ! 
r =(1— 2) 71-2) (+2) 所 以 
ee Fen ON) gn = 50， 得 到 26 种 给 付 方法 ，(b) 
zj) 1/ 27)? = (14+ 2z)(14+ 227+ 324+---), 所 以 


2") G2) = La/ +1. (将 此 者 果 与 正文 中 的 硬币 找 零 问题 中 的 值 
Nn = [n/5] + 1 做 比较 .银行 强盗 问题 等 价 于 用 一 分 和 两 分 硬币 找 零 的 问 



































这 种 缓慢 寻求 答案 的 方法 ， 正 是 出 纳 拖 延 时 间 以 待 警察 到 来 的 方法 . 


美国 有 两 分 的 硬币 ， 但 是 自 1873 年 以 来 就 再 没 铸造 过 . 


7.22 每 一 个 多 边 形 都 有 一 个 “ 底 边 ”( 位 于 底部 的 线段 ，”. WR AM B 
EAT IDI, R AMBER 4 的 的 边 粘贴 到 入 的 左上 方 对 角 线 
上 ， 并 将 B 的 底 边 粘贴 到 和 的 右上 方 对 角 线 上 得 到 的 结果 . 例如， 这样 


就 有 
Ve eis 


多边 形 可 能 需要 稍 加 变形 或 者 挤 压 成 形 ，) BED = SA ABA RT 
式 出 现 ， 因 为 底 边 是 唯一 的 三 角形 部 分 ， 且 有 三 角 齐 分 的 多 边 形 4 和 B 
在 它 的 左边 和 右边 . 


用 AVS BETS = A tee h a, P 2" 的 系数 是 有 个 三 角形 
的 三 角 旗 分 的 个 数 ， 也 就 是 将 一 个 n+ 2) 边 形 分 解 成 三 角形 的 分 解 方法 
的 个 数 . HT P= 1+ >zP ， 这 就 是 卡 塔 兰 数 Co+ C1z + C2z +… 的 生成 








Cn-2 = By /(n = by. 
RR, MP n= TEBE ee 


7.23” 设 an 是 所 说 的 数 ， 而 所 则 是 在 其 顶端 去 挥 一 个 2 x 1x A 
法 数 . 考虑 最 上 面 可 见 的 可 能 的 模式 ， 我 们 有 


an 一 2an LT 4bn 1 + dn—2 T [n 一 0}, 





bn = Cn-1 + bn-1- 
从 而 其 生成 函数 满足 4 = 2244428 + 2A41, B= z4+zB， 且 我 们 就 
有 


| 


A(z) = - - 一 
(1+ z)(1— 4z + 24) 











“ 令 人 好 奇 的 是 Q2n 等 于 上 2 加 ， 后 者 是 用 多 米 诺 骨 牌 铺设 一 个 3 x 27 BMT, H 
am+ = iVn» 


I. Kaplansky 


TANG 3 x n BAR MA AR. 我 们 有 

















] f \ Iy l, an+ 
an = 3 (Uan + Vane1 + (—-1)") = 5(2 TENE h a et WE de es + 


是 (2+ hos ee 


n ki X- X Ay /m = Pong + Pon_1 — 2. E 
7.24 Dees i AEA i i (考虑 系数 


7.25 ”生成 函数 是 Pe) 一 2”)， 其 中 


P(z) = z4+2274+---4+(m—1)z™1! = ((m — 1)2™*! —mz™ + z) /(1— 2}. 其 分 


母 是 =1—2™=(1—a%z)(1—w'z)---(1—w""! 2) ASE AR Ag 
= 我 们 得 到 








m—1 = 
m — 1 wkn 








n mod m = 一 


k=1 


7.26 与 在 方程 (7.61) 中 一 样 ， —2z—27)§(z) = F(z) 引出 
So == (2 (n + 1)F, + nFr4 1)/5 


wE — 





7.27 每 个 定向 的 回路 模式 都 是 从 全 或 者 一 或 者 以 两 种 方式 之 一 定向 
的 2 x KEIR (> 2) 开始 的 ， 从 而 对 ”> 2 有 


Qn = Qn_1 T Qn_» 十 20,-2 + 29 3 Ss eee tis A 2Qo: 
Qo = Qı =1. 于 是 生成 函数 是 


Q(z) = zQ(z) + 2 Q(z) + 227Q(z)/(1—z)4+1 





=1/(1—z—2 — 227/({1—2z)) 
B (1—2) 
~ (1— 2z — 222 + 23) 

2 —? jr 5 








7.28 ”一 般 来 说 ， 如 果 Ale) = 人 十 > 十 十 ') B(2), xt O Sr < mx 
ITE Ar + Aptm FAri i 2, m=108 
Biz) =(14z4+---42)(14+2 + 2°)\(] 


7.29 
F(z)+F(z)?+F(z)34--» = 2/(1-z-2?-2) = (1/0 {ll f V2):) ) /V8 


1+ V2)" — (1— v2)") /Vs 





， 所 以 答案 是 ( 
7.30 根据 习题 5.39， 


n In —1— i 
3 ( 2n—1 E) (ew (1 a2) + a" *b"/(1— Bs)*). 
ki n— l 


731 KIFE ERRA A-1), ATRAN 9(n) 是 
(k +1 — kp) pee ERE nA RATE P RIR 


7.32 我们 可 以 假设 每 一 个 b > 0 一 组 等 差 级 数 构成 一 个 精确 覆盖 ， 当 
且 仅 当 


1 „bı bm 








1 过 之 ”本 二 0 1 一 zam ` 


从 两 边 减 去 >"/(1 一 2*") 并 取 :> = eian 左边 是 无 限 的 ， 右 边 则 是 有 限 
的 ， 除非 am-1 = am. 


7.33 1 [n > m]/(n—m). 


’ kı T km 1 k 
Gaz) = ( Jen HL 
7.34 我们 还 可 以 记 a ee km+1 一 般 
Kit, WR 


C kı 十 ko > eas = kr „kı „ka Rp 
In = k k j Zi %92 er ` 
tl, A2,” ° AT 
kiı+2ka +- +rk =n 


我 们 有 Gin = Zi Gn- 1 + Z2Gn-— y y=: r 十 [n = 0], 且 其 生成 函数 是 
a ee E ) 在 所 述 的 特殊 情形 ， 答 案 是 
1/(1—w—2"w™*"). Cm = 1 的 情形 见 (5.74) . ) 


(1/K+1/(n —k)) = 


l 
7.35 dawin da “(b) 根据 〈7.50) 和 








oN? “BETH Fi 
z"){1n = o| = —Ap-1- 
(6.58) 4 ( i) n! Ji n” 另 一 种 处 理 (b) 的 方法 是 ， 





1 2 
F(z) = (a=) zn F(z = 业 >m 一 1 F'(z). 
对 se: 利用 规则 Fe) =a |F (2) 
]— zm | 
- A(z™) 
7.36 1—z 





中 有 惊人 的 恒等式 cn = any = 如 成 立 . 


(b) Az =As {=a a 一 — z5).--) (©) os ) = A(z)/(1— 2), 
而 我 们 想 要 证 明 A(z) = (1 + 2). 这 可 以 由 A(z) = A(z”) /(1 — 2) 推出. 
7.38 


(1 — wz)M(w,z) = x. * (min(m,n) — min(m—1,n—1))w™2z" = 


> l w™z” = wz/(1—w)({1 — z). 
mins = 


M(21,°-: ,2m) 


般 来 说 ， g © (1a) (1 — 2m) = z1- 2m) 
7.39 提示 的 答案 分 别 是 


》 Aki Aka akm y Akı Ak, ++ ak: 


1<ky <ka<---<km<n 和 1<k, <ka<---<km<n 


于 是 : (a) 我 们 要 求 乘积 由 + 2) + 22) + nz) eR. RE 





reife eee PT] n 
(z+ HRI, MAE n |“ 1 |”) We 


n+l 


案 就 是 十 1 一 | (b) 根 据 (7.47) ，1/ (一动 代 一 2z)---(1— nz) 中 =m 


mrin 


的 系数 是 【7 
7.40 (Fai 一 下) 的 指数 生成 函数 是 (: - DPC), Hep 


SY In! = (ef? — e®)/ V5 eee aT | 
PE) = Dasa Faz int = (° — eV 6) 的 指数 生成 函数 是 e/(1 一 2 
这 个 乘积 是 


5 1/2 (4 1): _ e($-1):) = 571/2 (e79: _ 9-92) 
我 们 有 Êe) = —F(-2)- FREER (-1)" Fn 


n— 1 

Apk An-2 >. 

7.41 ee R 
Aydt, BERERE 2k + 1 的 上 一 下 排列 的 个 数 是 


n— l 
Ak An—2k-1 
( 2k ) ; ， 因 为 下 一 上 排列 和 上 一 下 排列 在 数值 上 是 相等 的 . 
对 所 有 的 可 能 性 求 和 ， 就 得 到 


, n — 1 , 
24 = >》 ( ) AkAn-1-k + 2[n = 0] + [n = 1]. 


k 


这 样 一 来 ， 指 数 生成 函数 4 就 满足 24(z) = Ale)? +1 以 及 AO) = 1， 解 这 
个 微分 方程 就 得 到 指数 生成 函数 . (于 是 ， 水 就 是 习题 6.74 中 的 欧 拉 数 
锯 ， 也 即 当 nn 为 偶数 时 是 正 制 数 ， 而 当 n 为 奇数 时 是 正切 数 . ) 


7.42 设 an 是 不 以 c 或 者 ce 结尾 的 火星 DNA 序 列 的 个 数 ， 四 是 以 c 或 者 € 
结尾 的 火星 DNA 序 列 的 个 数 ， 那 么 


an = 3an-1 + 2bn-1 + [n = 0], bn = 2an-1 + bn-1; 
A(z) = 3zA(z) + 2zB(z)+ 1, B(z) = 2zA(z)4+ zB(z): 


l-z ， 2z 
= ———,, B(z) 
1 — 4z — 2* l 


A(z 一 -一 
2) 142 — 2° 
而 总 的 个 数 是 [2"](1+ 2)/(1 = 4z = 2?) = Finga 





7.43 HH (5.45) A Gn = 、"G(0). 一 个 乘积 的 ”次 差分 可 以 写成 


A" A(z)B(z) = >> (C) (AkEm 4(z)) (A"-* B(z)), 


k 
ET = (1 HAS DE yo 4 T) AJ 
而 IN 了 于 是 我 们 求 得 


1 1—k 
gC 


Jk 


这 是 对 所 有 的 三 项 系数 求 和 的 和 式 ， 它 可 以 表示 成 更 加 对 称 的 形式 
hy = ` > ee) fj+kGk+1- 


gtktl=n * 
7.44 oP BREA PER AE PERU AB DATE 局 种 方式 排序 ， 所 以 
: z) = klz" /n! = e e | =1/ 9 — e*). 
bj. — kl 这 样 就 有 Q(z) DS k20 p | ar jie i ) 


= /DA 十 1 ae 
这 就 是 几何 级 数 2txos /2 ”， 从 而 wk = 1/2" 最 后 ck = 25, SB oS 
不 相同 时 考虑 所 有 的 排列 ， 将 下 标 之 间 的 每 一 个 “>” 改变 为 “ < 
许 下 标 之 间 的 每 一 个 “<” 或 者 变 成 < <”， 或 者 变 成 “=”.， 例如， 排列 
T1T3T2 产 生出 T1 < T3 < TP] Q T1 = T3 < 22, AA1<3>2.) 


= Za 
x 集 不 含 点 . 























HY 





745 KNARE Den)” prn Ee nA RLS 
的 乘积 的 方法 数 ， 如 果 TDA (个 不 同 的 素数 整除 ， 则 有 roj = 2" AK 
而 r(a)/n 十 积 性 的 ， 且 这 个 和 式 就 是 





:一 A oe ) ok 
7.46 设 一 0<k<n/2 k 这 样 就 有 Sn = Sn-1 + a Sn-3 + [n = 0] 
， 且 其 生成 函数 为 1 一 oz ). 当 = Fie 提示 告诉 我 们 ， 它 有 


& 


1/ ub + 52) 人 一 
一 个 很 好 的 因子 分 解 式 \、 8) 8) 现在， 由 一 般 的 展开 定理 


-n +c 


W aa al). 而 剩 下 的 常数 (已 被 证 实 是 5 


7.47 V3 的 Stern-Brocot 表 示 是 RLR’), AY 


Oo 





] 


这 些 分 数 是 1 1 2’3 4 7711 15” ， 它 们 最 终 有 循环 的 模式 


Von-1 + Von41 Un + Von+1 Um+2 + Van-1 Von+1 + Von4+3 
Un \ m+ Un 十 1 m+ Um+2 





7.48 我 们 有 90 = 二 0， 又 如 果 刀 = 允 ， 则 生成 函数 满足 
d 


=A, 





aG(z) + bz! G(z) + cz (G(z )— mz) +> 


从 而 对 某 个 多 项 式 Pla) Gl) = Plz), /(az2 + bz + c)(1— 2) AE pF poe 
cz 十 bz 十 a 的 根 ， 其 中 ol > al Piae 一 4ac < 0， 那 么 

ji = pipe = a/c 是 有 理 数 ， 这 与 V9 趋 于 1+ V2 相 矛盾 ， 从 而 

p =l (—b + Vb? — 4ca)/: 2c =1+ V2 而 这 就 意 味 着 

a=—e, 5- -2c 户 =1- V5 现在 生成 函数 就 取 形式 


z(m—(r+m)z) 
(1 — 2z — z2)(1—z) 
—r+(2m+r)z r 2, 


= 91-22-22) 2(1—2) 


其 中 "= dc 由 于 9 是 整数 ， 所 以 7 是 整数 .我们 还 有 


Zz 





G(z) = 





/9 ~ {> l =n 
gn =al + V2)" + all— v2)" + or= aa + V2) | i 


且 此 式 只 ee a 


(a,b,c,d) = +01,2, -1, DIERRE TI TV, eA 
Dn < ARA) om 之 实际 上 ， 这 些 值 中 的 每 一 个 都 给 出 一 个 解 
数列 \gn/ 是 a (0,0,1,3,8. ) (0,1,3,8, 20, ---)py Æ (0, 2, 5, 13, 32, ---). 


7.49 ee ee 
从 而 对 "> 2 有 wm 一 2w Hoa VN, BY OSES 


—-l<1-y2 /2 <0. (OO 设 
R 7 p E Vd n m p = va n 
K 2 2 l 


我 们 希望 对 所 有 > 0, Aa, HARA -< (P 一 V9)/2<0. 与 在 
(a) 中 一 样 处 理 ， 我 们 求 得 m = 2, =P， 且 对 只 > 兰 2 有 


l 
b,, = pbr ar + =la =p baa: 
n5 Pn gT Pr ARRA p = 3 以 及 4 = 17. 
7.50 ”将 习题 7.22 中 乘法 的 思想 加 以 推广 ， 我 们 有 


Q 
E 10+ a P 


用 2" RREA nð Æ. 这 个 代 换 符合 乘法 的 规则 ， 因 为 这 种 粘贴 运 
| m 边 形 和 一 | n 边 形 作成 一 个 | m+n— 2) ) 边 形 ， 从 而 其 生成 函 
KE 


zQ? 
i ee 2Q 


而 二 次 公式 给 出 只 一 个 + 一 V1 一 全 十 > )/ 各 这 个 备 级 数 中 > 的 系数 
就 是 将 非 重 倒 的 对 角 线 作成 一 个 凸 n 边 形 的 方法 数 . 这 些 系 数 显 然 不 能 
用 本 书 里 讨论 过 的 其 他 量 表示 成 封闭 形式 ， 但 是 它们 的 渐 近 性 状 是 已 知 


的 C07， 第 2.2.1-12 题 ] 








给 我 勒 让 德 多 项 式 ， 我 就 能 给 你 一 个 封闭 形式 . 


a 如 果 吕 中 的 每 一 个 " 边 形 都 用 wz" ORE, BANS BA 
工 








7 1] 十 之 一 y1 — (4w + 2)z + 22 


2(1+w)z 


~ 
(~ 


这 个 公式 中 we 的 系数 是 ， 用 不 相交 的 对 角 线 将 一 个 n 边 形 分 成 mS 
多 边 形 的 方法 数 . 


7.51 关键 的 第 一 步 是 ， 注 意 方法 数 的 平方 等 于 某 种 回路 图 案 的 个 数 ， 
它 推广 了 习题 7.27. 这 些 可 以 通过 计算 一 个 和 矩阵 的 行列 式 来 实现 ， 这 个 
矩阵 的 特征 根 不 难 确定 . 当 m = 3 以 及 n= 4 时 ， 知 道 cos36 = 20/2 会 有 
帮助 〈 习 题 6.46) . 


前 几 种 情形 是 soe 

poly) = 1, Le =y, poly) = =" +y, psly) = y? + 3y° 十 3y. 设 

Pn(y) = qm(z)， 其 中 Tl1 一 +)， 我 们 寻求 一 个 生成 函数 ， 它 以 一 种 方 
便 的 方式 定义 了 qr1( 四 一 个 这 样 的 函数 是 

a Guise pul = / (oor a fens n(x) =} Enli T), 其 中 E, (zr ) 称 

为 欧 拉 多 项 式 . 我 人 有 之 CV= 了 0) ” 扣 ( 四 ， 所 以 欧 拉 多 项 式 
与 伯 努 利多 项 式 类 似 ， 且 它们 有 与 〈6.98) 中 类 似 的 因子 . 根据 习题 


Pins ý n wr” * (2 _ okt 
arai tO) = Le (i) 8 | ， 根 据 习题 654， 这 
不 多 项 式 有 整 系数 ， 从 而 al) ( 它 的 系数 以 2 的 震 作 为 分 母 》 必定 有 整 
系数 ， 从 而 PATRI, BA, XAR 


(4y — 1)pi(y) + 2p), (y) = 2n(2n 一 1)pn-i(y) 指 出 











n 


+2n(2n — 1) 
m+ 1 


dn , 
2m(2m — 1) = m(m-+ 1) 
m 











ie 


m -— 1|’ 


n 








m 


且 由 此 得 出 诸 个 RREA: 当 表 示 成 天 于 y 的 一 
个 nn 次 多 项 式 时 ， 涉及 的 量 (-1) 2n + 2) Ean /27 一 1 的 系数 是 正 整 


n 


Be.) 可 以 证 明 ，|1 是 Genocchi 数 (-U” RAH — 2) Bon (见习 题 
n | fm Lag n+1 43(" 
6.24), Balr—" 27’ eE P A 


7.53 CBE POVi tVinss)/O-PI IN, ERA 


Tig = Py 210° Tar = Pee =A THD. 


7.54 W Exeter RAEN MS, CHEB n mod m = 大 的 
n 对 应 的 2" UCT RAR A. 所 述 构造 等 价 于 将 运算 


EoSEoS(Eo + E1)S +++ S(Eo + Ey + +++ + Em-1) 
作用 于 1 一 3， 其 中 saan 1/(1 -AAR 有 mihi 


ES Ex, SE, S- SEx.., 


其 中 0 大 局 <7， 又 如 果 * 是 满足 与 < 性 + 的 位 数 ， 则 每 个 这 样 的 项 的 值 


m 


AET 2 恰好 \" /项 有 给 定 的 r 的 值 ， 所 以 根据 〈6.37) 




















m-1 /m n+m—r 
=(n+1)”. 
可 知 ， 2" WY ABE Daro ( r ( m ) (运算 Epaf b 
用 复 的 单位 根来 表示 ， 不 过 这 在 这 个 问题 中 似乎 没什么 帮助 . 


7.55 ”假设 
Pile )F(z) +--+ Pmr(z)F™ (2) = Qo(z)G(z) +-+- + Qn(2)G™ (2) = 0， 其 中 
Pnlz) 和 Qn(z i (a) 设 H(z) = F(z)+G(z), HAX OSL m+n 
存在 有 理 函数 Ma), E Ea 

HH (z) = = Rrolz o ene a Ra_i(2)  (z) + Rk, m(2 )G GW (z) ER 
--+ Rem+ +n— 1(z \G' (n- Diz). 
mm 十 n 十 1 个 向 量 kol 有 ) 维 
JET 空间 中 是 线性 相关 的 ， 人 2 ， 使 得 
Solz JHO (z) 十 … 十 Sm+ nlZ He a 2) ) = 0.(b) 类 似 地 ， wy H a 
eee 


lAr m—1 (i) (.\ 5 T zi 
Heer IE 从 而 对 于 某 些 不 全 为 零 的 
有 理 函 数 35(3 有 So(=)H(2) +--+ Sml) AO) = 0. (类 似 的 证 明 指 








出 : 如 果 ' (fm 和 (gm) 是 多 项 式 形式 递 推 的 ， 那么 ， (fn T Qn} ) 和 | fngn) 亦 然 ， 
由 攻 指 出 ， 对 于 商 没有 类 似 的 结果 ， 例 如 :是 可 微 有 限 的 ， 但 1 mv; 
NA 


7.56” 欧 拉 [113] 指 出 ， 这 个 数 也 就 是 [2"]1/V1 一 22 一 322， 他 还 给 出 了 公 





n 1—k 
n — ne/ 人 = ; 
st dono” ah gy ane 
现 了 一 个 “值得 记 住 的 归纳 法 失效 ”: 尽管 3 一 nt1 对 0< ns 8 等 于 
Fr-i(Fr-1 +1), (87244 nAIRE PAN, 这 个 经 验 性 的 规律 却 神秘 地 消 


失 了 ! George Andrews!!?/4§ H Fst du 的 | 可 以 用 斐 EWA 
RB BGA ABSA, BERR SS Da TE. 











atl ce ee = [2"|1/f(z}, eh 
f(z) = V1 — 2bz+ (b? — 4ac)?? ( 见 参 考 文献 [373]， 第 159 页 ) ， 由 此 推出 
其 系数 满足 


(n + 1)Ana, — (2n + 1)0A, + n(b? — 4ac)A,_1 = 0. 


Petkovsekl 汪 7 的 算法 可 以 证 明 : 这 个 递归 式 有 一 个 用 超 几 何 项 的 有 限 和 
式 表 示 的 封闭 形式 的 解 ， 当 且 仅 当 abel — 4ac) = 由 于 是 特别 地 ， 中 间 的 
三 项 系数 没有 这 样 的 封 财 形式 . 下 一 步 可 能 就 要 将 这 个 结果 拓 广 到 更 大 
的 一 类 封闭 形式 〈 例 如 ， 包 括 调 和 数 和 斯 特 林 数 ) . 


给 我 勒 让 德 多 项 式 ， 我 就 能 给 你 一 个 封闭 形式 . 
7.57 (Paul Erd6s 一 再 地 为 解 出 这 个 问题 的 人 提供 500 美 元 奖金 . ) 


ie 
8.1 24 48 48 48 48 24 6 (事实 上 ， 当 其 中 至 少 有 一 个 骨 


子 为 均匀 时 ， 我 们 总 是 以 概率 6 得 到 对 子 . ) 和 为 7 的 任何 两 个 面 在 分 布 
律 Pri 中 都 有 同样 的 概率 ， 所 以 作为 对 子 ，5 = 7 有 同样 的 概率 . 
8.2 ”有 12 种 方法 来 指定 最 上 面 和 最 下 面 的 牌 ， HA SORTS ACE Ath 


12 x 50!/ 92! = 12/(51 x 52) = 


的 牌 ， 所 以 概率 是 ”17x13 221 




















a T (3424-4942) = 48: = (3? +2 pee ew ae 2b 2? — 10(4.8)") = [= 
， 它 近似 等 于 8.6. —BOYS ERIE A e622, Pr AHIA 
RE ae vn 对 应 的 普林斯顿 大 学 的 数值 是 6.4 和 
m “(这 个 分 布 律 有 4 = 2974， 它 相当 大 .因此 ， 当 = 10 时 ， 
XP E HEEE HEBREA, 根据 习题 8.54， 它 等 于 


/297 4/ '10 + 2 (22) /9 = 20.1. PA yy A=.» 
io (22) 我 们 不 能 抱 候 学 生 有 欺骗 行为 ，) 


8.4 ”可 以 由 (8.38) 和 “8.39) HEH, ALA Fl) = G(3)HI2J. (对 所 有 的 
RRE, BRUNA, BE Pl) Gl。 are 能 会 有 负 的 系数 ) 








| l 
54=58=73 


8.5 Fy Pi H, 用 4 ~ PARE T. 如 果 我 们 就 有 


PON =>; PEN = G4 = ase 1 wai) 
2 2 2, 解 是 P=1/9, q=1/9. 


8.6 在 此 情形 ， a y， 六 |v 都 与 X 有 同样 的 分 布 ， 从 而 





E(X|Y) = EX 是 常数 日 V (I (X|Y)) =0. V(X |) ht atk A At pore BH 
望 值 . 

8.7 ”根据 第 2 章 的 切 比 雪 夫 单 调 不 等 式 ， 我 们 有 

1 = (pı + po +--+ + pe)? < 6(p? + pa +--+ 4+ pe). 

8.8 wPp=PrweEANB), q=Pr(w ¢ A), r= Pr(w ¢ B) RMA 


pP+4+r=1， 且 要 证 明 的 恒等式 就 是 了 = Pr) (p + q) — qr. 


8.9 ”此 结论 为 真 《服从 显然 的 限制 条 件 : FM G 分 别 在 范围 X 和 YY 上 有 
定义 ) ， 因 为 


Pr(F(X)=fEGO)=g)= 》 P(X =xHY=y) 
xEeF (S) 
JEG (g) 
= > P(X =a) P= 
xeF (f) 
JEG (g) 


=Pr(F(X)= f)-Pr(G(Y) =g). 


8.10 最 多 可 以 有 两 个 . iri < 72 是 中 位 数 ， 那 么 








a eR 
+1/n) = Pr(—1/n) = 


有 中 位 数 . 例如 ， 设 Q 是 所 有 概率 为 ~ © R 的 形 
如 十 1/2 的 分 数组 成 的 集合 . ) 


8.11 例如 ， 设 对 所 有 整数 上 > 0, K= KAER 4/(k + 1)(k + 2)(h +3), 
那么 EK = 1， 但 是 EUR) =. (Xith, 我 们 可 以 构造 出 这 样 的 随机 
变量 ， 直 到 inh AR eae AA, (8 Em = %0.) 


8.12 (aie Pe = Pr(X =k) MRO<r <1, RRA 
一 k-r x k-r — T pf 
Pr(X <r) = > Pk < ) E Pk < 》 „T Pk=1 P(a Ji ANZ 


式 有 类 似 的 证 明 . (0) 设 7 了 = 0/1 — Oo) IRM. = (SO. 42 
的 和 式 给 出 了 更 为 精确 的 估计 . 


8.13 【〈 解 由 Boris Pine SL 我 们 令 
































Y =(X; + ets TNE LA 二 于 次 
Y+Z _ 
Pe (| 5 —al< |} ol) 
í (= a= _ ) 
> Pr + 入 | 了 一 Ga 
2 2 
my (see ] 
= Pr(|Z — als |Y — al} 2 5. 














See aria 等 式 在 任何 离散 概率 分 布 的 情形 下 都 是 >”， 因 为 
Y = > 0. 


8.14 

Mean(H) = pMean(F’) + qMean(G); Var( H) = pVar(F) + qVar(G) + 
; (Mean(F) — Me: a 

(混合 实际 上 是 条 件 概 率 的 一 种 特殊 情形 ， 设 Y 是 硬币 ， 六 1H 是 由 (2) 
牛 成 的 ， 而 六 |7 则 是 由 G(z) 牛 成 的 . 那么 VX 一 EV(X|Y) + VE(XTY), 
其 中 EV(X \Y) = pV(- X|H) + qV(X IT), H VE(X|Y) pz Mean F) 4 qzMean(G) 


的 方差 . ) 
8.15 ”根据 链 式 法 则 ， 有 


H' (z) = G'(z)F’ (G(z)), H(z) = G”(2)F" (G(z)) + @(z)?F" (G(z))， 从 而 


Mean(H ) = Mean( F’)Mean(G), 
Var(H) = Var(F)Mean(G)? + Mean(F)Var(G). 


(与 概率 分 布 对 应 的 随机 变量 可 以 理解 为 ， 由 分 布 FF 确定 一 个 非 负 整 
Bon, aK nS BAT G 的 独立 随机 变量 的 值 相 加 . 这 个 习题 中 关 
laa 恒等式 是 (8.106) 在 XA AT YA AH F 时 的 一 个 特 
列 . 











w (zs—1) 


8.16 °° “/(l-w). 


8.17 Pr(Ynp < m) = Pr(Yap +n < m+n) =R BES BR TLD < m +n 
eae ee ee = 将 人 硬币 抛 m + rR AGB 2 ?个 正面 的 概率 
= T + ‘m+n,p 之 n, 9 从 而 


n+k—1 n k 77 十 7 k m+n—k 
= I Jet = > ( 人 ) va 


ksm k>n 


man m+n—k 大 
= 2 k P q m 


k<m 
这 就 是 (5.19) 4rar, zz=4 y = PR. 


8.18 (a) Ox (2) = of" (b) 对 所 有 T21, BmSs Aes Ce = 1 的 
情形 在 (8.55) BRA fF.) 


8.19 (a) GX+%(2) = Gx, (2)G@x,(2) = el HY Bah GaSe 
e tiu + Ha)" /独立 泊 松 变量 之 和 是 泊 松 变量 ，(b) 一 般 来 说 ， 如 


R Km < 表示 一 个 随机 变量 XW mí 个 累积 量 ， IBA 4 a, b 0 时 就 有 
Ky (@X1 + bX2) = a™ (Ky X1) + OA Xo), pee eee 21 + 3™ por. 


8.20 一 般 的 概率 生成 函数 将 是 Cl) = "Fl, Hh 


m 


F'(1) =m- Ð ab|a9 = Aw]; 
k=1 


F”(1) = m(m— 1) — zy (m 一 k) Ace Ey 一 Aw]. 


k=1 


8.21 这 就 是 2 oT, Rp qn 是 在 经 过 n 次 投 毛 之 后 ，Alice 和 Bill 之 间 
的 游戏 仍 示 完结 的 概率 . 设 Pr 是 这 个 游戏 在 第 nn 次 投 撕 时 终止 的 概率 ， 
这 样 就 有 Pr + In = 4r-1: 因 此 玩 此 游戏 的 平均 时 间 是 
| PPn = (do—41) +2(q1 -q2)+3(q- q3) +: = q0 十 q1 十 十 *… = hji 

1 
为 imong = 0. 确 定 这 个 答案 的 另 一 种 方法 是 ， 用 2 代替 H 和 T. 这 
样 ， 由 《8.78) 中 第 一 个 方程 的 导数 可 知 ， 本 

ee 


N(1) + N'(1) = N'(1) + S401) + S31) HEH, 8 


8.22 ”根据 定义 ， 有 ; 
V(X|Y) = E(X?|Y) — (E(X|Y))",  V(E(X|Y)) = E((E (X|Y)) N) - 


(E (E(x|Y))) 


E(V(X|Y)) +V (E(X|Y)) = E(E(X?|Y)) - (FEY) re 


ns 





从 而 

E(E(X|Y)) = “Ee = YE xy) = > = y)Pr((X|y) = 
Je = EX A 
E(E(X"|Y)) ， 所 以 结果 正好 是 VX, 






































Q2 是 0 中 的 其 他 16 个 元 素 .。 那么 根 


8.23 w a=, HY, a=, 
co eh, =F 42 
Pry (w) — Prog(w) = 


HE w E No 91,92, BRA 576° 576576 于 是 事件 4 必定 
AURR ETAk, sb (eh BIA EAEAN T, 


(0,0,0), (0,2,7), (0,4,14), (1,4,4), (1,6,11), (2,6,1), (2,8,8), (2,10,15), (3,10,5), (3,12,12), (4,12,2), (4,14,9), (4,16, 16). 


16 16 
win, a(t) IO TO ) 类 型 的 事件 . 这 类 事件 的 总 个 数 为 
+z +z) H), 结果 等 于 1304872090. 如 果 我 们 仅 局 限 


于 与 S 有 关 的 事件 ， 就 得 到 40 个 解 Se 4， 其 中 


2 4 6 4 6 3 5 
= 2 12) 5, 9>, {2, 4, 6, 8, 10, 12}, . 7, g 4 1 
a= %; hr ia: Ae 名 5, o}, { 12, io g 5 o} {2, 4, 6 10, 12} {ii T, y 4 io} 


以 及 这 此 集合 的 补 集 ， 《这 里 的 记号 "12 表示 者 12， 但 不 同时 取 这 
两 者 ，)) 


1 DN 
a E 结束 的 概率 是 s+ (8)? 


, Min? 五 设 ?= 那么 /总 共 所 占有 盟 子 数 的 概率 生成 函数 是 
OP, S n + Dp 而 根据 〈8.61) ， 其 方差 为 (22 + 1)pd. 


品 5 5 9: 417 í 6 0 Es g5 
2 二 门 “十 —— A „90 J k: 


8.25 FETUS nZ “RBA ERE PRA Cal), HP 
Go(z) = z*: 


6 oiL IEN , 
Gaiz) = > Gai (27-05) /6, n> 0. 


GERUIK APER. elt Mean( Ch) = Mean( Gy), 
Var(G,) + Mean(G,,)? = 证 人 ar(Gn_1) + Mean(G,,_1) ri 所 以 其 均值 总 











这 个 问题 不 用 生成 函数 比 用 生成 函数 可 能 更 容易 解决 . 


8.26 其 概率 生成 数 Fin (238% fb Finl) = fin-1(2)/{， 因 此 
Me a n) = ree ea 2 1/4, F” (1) = i > 21] /Ë Ee 
(事实 上 ， 我们 有 


o- ga) 


O<k<n/l 


当 一 oo 时 ， 它 趋 于 均值 为 1/! 的 泊 松 分 布 ，》 


8.27 (n2D3 — 3nEQE) +2 53) fn(n—1)(n 一 2 有 所 要 的 均值 ， 其 中 


-k ` y 
De = XP H + AXE UM BR EERTE: 
EX3 = ny3; 
E(S_9h1) = nuz + n(n — 1) pop: 
E(X?) = nuz + 3n(n — l)u + n(n — 1)(n 一 2) 0}. 


附带 指出 ， 第 三 个 累积 量 是 心 一 E((X EX) )， 但 是 第 四 个 累积 量 没有 
XA GMM BIA, A= =E{(X- EX)*) = 3(V XP. 


l 
8.28 。〈 这 一 题 隐 含 了 要 求 ” “2， 但 是 为 了 完整 起 见 ， 这 里 给 出 了 
一 般 性 的 解答 . ) 用 PRE H, GANS T, E 
Salz) = p’qz?/(1—pz \(1—qz)(1—pq2z2?), Sp(z) = pg 2? /(1—qz \(1—pq2°)-Alice 
EF nPE Y (在 好 赢得 游戏 的 条 伯 Pos 获胜 的 条 件 概率 的 概 








这 是 伪 概 率 生 成 函数 1! 的 乘积 ， 其 均值 为 3+P/4+94P+2p4/ — pa) Bill 
获胜 的 条 件 概率 的 概率 生成 函数 的 公式 与 此 相同 ， 不 过 要 要 去 掉 因 子 


q/ (1 — pz be 所 以 其 均值 是 3+94/P+2p4AL 一 pq)- 当 i Ce ot. 情 形 (a) 
7 14 

的 答案 是 3 ， 情 形 (b) 的 答案 是 3 了 让 获胜 的 概率 只 有 通常 Alice 获 胜 的 

概率 的 一 半 ， 但 是 he 4 当 人 的确 获 胜 时 ， 有 可 能 获胜 得 更 快 一 些 . 投掷 次 数 

的 总 均值 是 3 3 °3° 3 3， 这 与 习题 8.21 吻 合 ， 对 每 一 种 模式 的 

单 人 抛掷 硬币 游戏 都 有 等 待 时 间 8. 


| :所 谓 * 伪 概率 生成 函数 是 系数 之 和 等 于 1 的 概率 生成 函数 ， 见 8.4 节 . 























8.29 Æ 


1+N(H+T)=N+S, +8, +S, 
N HHTH = S (HTH +1) + S (HTH + TH) + So (HTH + TH) 
N HTHH = S,,(THH+H) + Ss (THH +1) + Se (THH) 
NTHHH = S, (HH) + Sp (H) + Se 


， 得 到 获胜 的 概率 .一般 来 说 ， 我 们 将 有 
及 


Sa(A: A) + Sp(B:A)+Sc(C : A) = Sa(A: B) + Sp(B: B) + Sc(C : B) 
三 


特别 是 ， 方 程 954 + 35g +350 = 5S4 +9Spg + Sc =254+455 十 8Sc 意 味 





Oe Se eee 
着 
8.30 P(hi,--- J Rak 让 的 方差 是 移 位 二 项 i 式 分 布 (一 1 十 2) im)*- :的 


] 
(大 一 1)| 一 上 |1 一 
JÆ, RHR (8.61) Ts 等 于 S ae 因此 ， HET th 
是 Mean(.$)(m — 1)/m* “平均 值 的 方差 是 ( (k —1) mAr, 即 Var(S)/m? 
根据 (8.106) ， 这 两 个 量 的 和 应 该 是 VP， 而 且 正 是 这 样 . rai, 我 们 
刚刚 还 以 略微 变形 的 方式 再 次 演示 了 (8.96) 的 推导 过 程 . 〈 见 习题 
8.15. ) 





8.31 
(a) 一 种 强力 求解 的 方法 会 建立 有 五 个 未 知 数 的 五 个 方程 : 
1 l IUS ] 1 
A=52B+ 57E, B= 520, Galt 32B + (2D, 
1 1 1 i g 
D = -zC +-z:E, E = -zD. 
2 2 2 


位 置 CH D 离 目的 点 是 等 距离 的 ，B 和 E 亦 然 ， 所 以 我 们 可 以 将 它们 归 
并 在 一 起 . GOR X = B+EE 且 Y= C+D， 现 在 有 三 个 方程 : 


Mifg 4 = 2 1(4 — 2z — 2°) ,  Mean(A) = 6, Var(A) = 22. (4E TIA? 事 
SE; 这 个 问题 等 价 于 抛掷 一 HSS SST asi 连 出 现 两 次 正面 : 1E 
面 表示 “同人 苹果 前 进 "， 反 面 表示 “ 同 回 走 ”. 


(b) 切 比 雪夫 不 等 Ta 


Pr(S > 100) = Pr ((S — 6)? > 94?) < 22/94? ~ 0.0025. 








(c) 由 第 二 个 截 尾 概率 不 等 ea a ae 
Pr(S > 100) < 1/x*(4—2x—27), 4 x = (V49001 一 99)/100 时 就 得 到 上 界 
0.00000005. (根据 习题 8 37, Ta 括 似 为 0.0000000009.) 


8.32 ”根据 对 称 性 ， 我 们 可 以 将 每 个 月 的 情形 转化 为 四 种 可 能 性 之 一 : 
D， 对 角 线 相 对 的 州 |; 

4， 相 邻 且 不 是 坊 陕 斯 州 的 州 ; 

Ky GABE A Fa hE 

S， 相 同 的 州 . 


“Toto， 我 感到 我 们 再 也 不 在 堪萨斯 州 了 . ” 
一 一 Dorothy 


考虑 马尔 可 夫 转 移 ， 我 们 得 到 四 个 方程 























i 4 4 4 
K=2z{-D+-A+ K 
9 9 12 
E 3 j! 7 a 
S=z|-D+ —K | . 
9 9 12 











但 是 求 均值 和 方差 的 最 简单 方法 或 许 是 ， 记 :> = 1+vu 并 展开 为 w 的 用 级 
数 ， 略 去 如 的 倍数 : 














27 1593 
一 一 u f 一 一 e e o 
16 512 
9 2115 
A= — + —w+t 
8 256 
_ 15 2661 
K = + 一 = 一 也 十 
8 256 
Saati 27 <9- 15 75 
S(1)= — +-+ = 
现在 有 AG 8 8 16, H 
l l 1593 2115 2661 11145 75 105 


ee ae a 


512 256° 256 512 其 均值 为 16， 而 方差 为 4° (还 有 
更 简单 的 方法 吗 ? ) 


8.33 ”第 一 个 答案 : 显然 是 肯定 的 ， 因为 散 列 值 入， ;hm 是 独立 的 . 第 
“MER: EEEN, WERON a ,加 是 独立 的 ， 我 们 有 
Pr( X; =0)=))_, «(iF km —1)/m) = (1 — s;)(m—1)/m ， 但 是 


Pr( Xj = = 0) = pee Sk ([k > 2](77 一 1)°/m?) = (1 一 51 ee 1)“ Im? Æ 
Pr( X, = 0) Pr( Xə = 0). 


8.34 1 Sm ERA n EET < m 步 的 概率 . 那么 Sml) 
A T 2 15ml 引 是 她 与 一 位 稳健 的 高 
尔 夫 运 动员 对 抗 时 失掉 这 样 一 个 洞 的 概率 ， 而 1 一 [2”15m(2) 则 是 她 赢 
得 比赛 的 概率 .我 们 有 递归 式 


So(z) = 0, 
mit) = (1 + pzSm-2(2) + qzSm-1(2))/(1— rz), m> 0. 
为 了 求解 (a)， 只 需要 对 mn S A RRO J. H LOO RE :是 很 方便 


这 使 得 计算 只 涉及 整数 而 不 涉及 其 他 对 象 . 我 们 得 到 如 下 的 系数 








S, 


So 0 0 0 0 0 


S 1 4 16 64 256 
Si l 95 744 4432 23552 
S3 1 100 9065 104044 819808 
Sy 1 100 9975 868535 12964304 


这 样 一 来 ， 吉 娜 就 以 概率 1 — 0.868535 = 0.131465 获 胜 ， 以 概率 
0.12964304 输 把 比赛 . (bp) 为 了 求 得 平均 杆 数 ， 我 们 计算 


25 4675 _,、 667825 _,、 85134475 
as zp 920) = zzo 734) = ameg 744) = 2233664 
a Zo 24 Cc ál 49900 


HHAH, S50) © 年 9995. 当 平均 杆 洞 数 为 5 时 ， 她 关于 洞 和 杆 数 都 获 
胜 ; 但 当 平 均 杆 洞 数 为 3 时 ， 关 于 这 两 者 她 都 得 掉 比 赛 . ) 


8.35 ”根据 中 国 余数 定理 *， 对 所 有 mn 条 件 为 真 ， 当 且 仅 当 它 对 = 1] 为 
H. 一 个 必要 且 充 分 条 件 是 多 项 式 恒等式 


| ? 即 孙子 定理 . 






































(p2 + pa + pe + (pi + p3 + ps)w) (p3 + pe + (pı + pa)z + (p2 + ps)27) 
= (pwz + poz? + paw + p4z + pwz? + pe), 


但 这 都 不 过 是 问题 的 重复 叙述 .更 加 简单 的 特征 刻画 是 
(po + pa + pe)lp3+ pe) = Pe, (pi + p3+ps)(po + ps) = Ps, 
它 仅 仅 检查 了 前 面 乘 积 中 的 两 个 系数 . 一般 的 解 有 三 个 自由 度 : 设 


ag + ay = bo + by TF bo 一 L, 又 令 
P= ayy, P2 >= agba, P3 = abo, Pa = agby, P5 = ay bo, p6 = agbo. 














836 Q000 0AE. b) WREE kT aA AA ss, 1 
pelz) =z? 十 十 z 我们 想 要 求 满足 

EI, ET hs "的 多 项 式 ， 这 个 多 项 式 的 具 A 
BAMA ROINTA GIMP tG 1, 从 而 Pele 

有 形式 2° (z + 1)P*(27 + 2 +: 1)*(2? 一 z 十 1 我 们 必定 有 a 之 1, aD 
Pk(0) = 0; 而 事实 上 有 ww = 1l, AA atan = nah, EAE Pll) = 6 
表明 bk = ck = 1. 现 在 容易 看 出 0< dk <2, AA dk > 2 给 出 负 ae, 

















d = 0 d = 2, i eu Oke 
子 〈 如 同 在 (a) 中 那样 ) 再 加 上 n 一 2# 个 通 HURT ARAS? ， 


8.37 [AVA TE RHE E BS HET BZ A AT A IKKE, we 
所 有 n > 0» KEK n TSAR TB FP IA nitie, SWEDE 
匀 的 时 ， IAAF Tr ERII nn 次 的 概率 是 a "MAE h = Fn /2"", BDA 


„ Ekz Pnz” + n— zt) {L-z t WaS 
Boe) ee “ (当然 ， 通 过 生成 函数 方法 


也 可 能 得 到 系统 的 解答 . ) 


8.38 SAW kM IA, WEST RS ES ST FT TA 
率 Pe = (im — hk) / rr Ha AR TT. AEE ES Ep PR IE 


i—i 


= a et ) 
IL, z/{1 — grz) = IL. (m—k)z/(m—kz )- 其 其 均值 为 


[一 1 
> = ml H m = H n= 1) , FEN m (万 名 HY 1) = m( Hm 2 Hm-1), 
而 方程 (7.47) 则 对 所 要 求 的 概率 提供 了 封闭 形式 ， 也 就 是 


本 n—llļ 
m “m! i /(m— 0)!. 


(LJ 00 GRAS SBS HE HU T EA EA 
pEr. ) 


8.39 E(X)=P(-1); V(X) = P(-2)— P(-1)?; E(InX) = —P’(0). 





8.40 (att (7.49) ， 我 们 有 


E m ; m 2 ， m 3 
Km SN 0! ] p— 1! 9 Pp 4+2! 3 yen) fo 
' 附带 指出， 第 三 个 累积 


量 是 npq| gq 一 p), 第 四 个 则 是 npq(1 一 6pq). te 等 式 q + pe! = (p+ ge Nel ae 
明 fm(p) = (-1)" fmt) + [m = 1], 从 而 可 以 记 AP) = gpa- p, Hp 
ImfeE— M2 RERA HERR m> 1). bye 

1 1 1 
p= 5, P(t) =n (5 + 3e At 

x = Ta , A 
aa = F'(t)=1—1/( +1) 





， 可 以 利用 习题 6.23. 
8.41 如 果 Gl 是 一 个 仅 取 正 整数 值 的 随机 变量 X 的 概率 生成 函数 ， 那 


Glz 


= Pr(X = k)/k = E(X7}). 
el =a | 如 果 X 是 得 到 n+1 


次 正面 的 抛 搓 次 数 的 概率 分 布 ， 根 据 〈8.59) ， 我 们 就 有 
G(2) =(p2/(1—42))"", REAR w = Pz/(1 一 92)， 这 个 积分 就 是 


f ( pz B A wdw 
Jo \l-@ z Jo 1+(q/p)w 


当 了 = 4 时 ， 被 积 函数 可 以 写成 
(ei ae (ete wy —Lw a ee 1 aa y. 所 以 这 个 积分 等 于 











| | —1) /n |). 
2 3 -J J (9.28) ， 我 们 有 
ay , 4) 
16” OM) 由 此 得 出 





8.42 i Pnl=)A Gnlz a a 的 次 数 的 概率 生成 函数 ， 
tp se ca NR n=l- pah ap 二 1 一 Pf， 那么 
Folz) = Go(z)=1, HE 


Fn(z) = pazGn-1(2) + qhFn-1(2), 
Gp(z) = pfFn-1(2) T q¢2Gn-1(2). 


其 解 由 下 面 的 超级 生成 函数 


(w,2) = X Gn(z)u" = A(w)/ (1 — zB(w)) 


n=O 
给 出 ， 其 中 E l l RS 
B(w) = w (qf — (ap — Pr)w) /(1— qaw), A(w) = (1 — Blw)) /(. — w) gy Ze 
MA 4 \ n / \2 Th If 
ae aj = aw /(1 —w)* + pj (1 — w) — 8/ (1 — (gf 2 Ph) w) 其 中 
二 Ph B= Ptas = Ph) 
Ph + Pf (Ph + Pf y 








M Call) = an + 8(1 — (qs Pa)")- (Ki, CHA) = 0?n? +0ln), BF 
以 方差 是 O(n).) 


Gn{(z) = . “| zk int = 27 Jnl. 
8.43 根据 (6.11), A AN | ”这 是 二 项 概率 生 
成 函数 的 乘积 


I], (&-142)/4), 
k=l ' 


其 中 第 项 的 均值 为 Nk， 方差 为 (* 一 D/k， 从 而 有 
Mean(Gn) = Hn, Var(Gn) = Hn — Hy 


8.44 (a) 冠军 必定 是 在 n 场 比赛 后 不 败 的 人 ， 所 以 答案 是 7".(b，0o) 选手 
ZT1,… ,Tw 在 各 个 不 同 的 分 场 比赛 中 必须 “成 为 种 子 选 手 ”( 任 运气 ) ， 而 
且 必 须 在 其 全 部 2 (n 一 及 场 比赛 中 获胜 ， 锦标赛 树 形 的 2" 片 树叶 可 以 用 
2" 种 方式 填写 .为 使 之 成 为 种 子 ， 我 们 有 2"!(2”“) 种 方式 来 放置 最 上 面 
的 2: 个 选手 ， 且 有 (2” 一 22) 种 方式 放置 其 他 的 选手 ， 因 此 其 概率 是 
(2p)2(n—&) / (2°). N | 

ae Gis ae, vaca ead 
每 一 种 结果 对 应 于 选手 的 一 个 排列 : 设 见 是 冠军 ， yok 
F, pI 邑 是 在 半 决 赛 中 输 给 页 和 如 的 选手 ，(,… ,ya) 是 在 四 分 之 一 
决赛 中 分 别 输 给 (yi ,yy 的 选手 ， 如 此 等 等 。( 另 一 个 证 明 指出 : 第 
一 轮 比 赛 有 2/2”! 个 本 质 上 不 同 的 结果 ， 第 二 轮 比赛 有 2”!/2”! 个 
本 质 上 不 同 的 结果 ， 如 此 等 等 ，)(e) BE 5S: 是 在 第 4 轮 比 赛 中 z2 的 2 一! 个 
潜在 对 手 组 成 的 集合 ， 在 给 定 导 属于 5k 的 条 件 下 ， 7 获胜 的 条 件 概率 


KE 








Pr(x 与 z) 比 赛 ). p”” (1 一 pp) 十 Pr(xw 不 与 x 比赛 ): p” 
=p" p" 1- p(l- p**)p". 


ry E Sk 
ok—l1 yr n Yoo ` zj 
的 几率 是 2 2 -IRF RAS HS: 


n Dk—1 (27 n 
x k-1,n-1,/ 人 一 1 \ nn n 
D mi Pape) =p ay 


k=1 








O 2" Hy LE SE IY BE — PERRERA “ES TA 五 获胜 的 概 
率 是 7 在 其 中 为 优胜 者 的 所 有 (2 -一切 声 比赛 结果 的 概率 之 和 .， 在 所 有 
那些 结果 中 将 IG 三 +1 交 换 ， 如 果 AG +1 从 未 在 比赛 中 相遇 ， 那 么 这 


一 改变 并 不 影响 其 概率 ， 但 是 如 果 他 们 的 确 在 比赛 中 相遇 ， 这 一 改变 就 
等 于 用 (1 一 p)/p < ] 乘 以 这 个 概率 


8.45 (a) A(z) = 1/(3—2z), B(z) = zA(z)’, Ct{z)= 2 A(z) AFF, 雪 利 
] 


; syed 3 Afs\3 aay jy = oe P= Ss si 
酒 的 概率 生成 函数 是 2 A(z)", EP SHLD “3 为 参数 的 负 
ZWANA. (b) 

Mean( A) = 2, Var(A) = 6 ; Mean(B) = 5 , Var(B) = 2Var(A) = 
12; Mean(C)=8, Var(C)=18. 该 


雪 利 酒 平均 来 说 是 9 年 陈酿 . 属于 25 年 陈 酸 的 轨 利 酒 占 比 为 


(2) (2 3 p 2723-3 — 23 x G) ~ 0.00137. E 
ae a 3 (QO) 设 w" 的 系数 是 
年 份 n 开 始 所 对 应 的 概率 生成 函数 ， 那 么 


3 

1 2 
C={1+-zwB l— -zw }. 

3 3 


RF z 求 导 并 令 z= 1， 这 就 给 出 


8 1/2 3/2 6 
2 
3 


2.2 Ln 
2w) I= sw 


在 这 个 过 程 开始 "年 之 后 ， 瓶 装 雪 利 酒 的 平均 贮存 年 限 比 w"! 的 系数 大 
9— (2) (3n2421n +72)/8 
Ted 


8.46 


1 1 È 
P(w,z)=1+ Š (wP(w,z)+ zP(w,z)) = (: 一 zw 一 :) 
(a) á < ， 从 而 


p _ 97 m-n man 
“m,n — 4 s 
n 


| ( 当 n = 11 时 ， 这 已 经 超过 8 


Pk _ ok-1-m-n m+n—k _{[mtn- k 
Ik m,n < “i i . 


| E 本 了 
(c) 2 Penn o ia pe ( n ) o ae ee ( n ) 可 
以 利用 〈5.20) RA: 


> gae ((2n + 1) (" ig ‘) —(n+1) (" x id ‘)) 
n n+ 1 


k=0 





生生 ) vo 9., Jnr —14 Nn —1/2' 
(PORN TER, BF eV n/t —-1+O(n™).) 


8.47 A nN Zin, An + 2S ASR Bea. 设 随机 变量 
Nn ARAB A AF TE FY GE Tad PSR, MRE Ce UNAT h A I al 
体 的 接收 器 (其 条 件 概 率 是 2 人 n/tn+2) , FPA Anti =An+ Yn, Herp 
Yn 二 一 1， 而 在 相反 的 情形 则 有 Yn = +2. 故 而 


EXn+1 = EXn + EY, = EXn — 2EXn/(n +2)+2(1—2EX,/(n+2)). 


如 果 我 们 用 求 和 因子 (n+ RUCHIRA, IR 

(n+ EX = (n —4)EXn + 2n + ATP HR, 或 者 我 们 也 能 猜 出 它 的 答案 并 
用 归纳 法 对 它 加 以 证 明 : 对 所 有 n > 4, H EXn = (2 十 多 /7 (附带 指 
0 eee 
=k RR.) 





8.48 
(a) 飞碟 之 间 的 距离 “如 此 度量 使 得 它 是 一 个 偶数 ) 可 能 是 0、2 或 4 个 单 


位 ， 一 开始 距离 为 4， 对 应 的 生成 函数 A B C FTH, Be 5 是 
在 7" 次 抛 扼 之 后 距离 为 4 的 概率 ) 满足 


] 1 l ] 3 
A=-2B, B=-2z2B+-7C, C =1+-zB + -zC. 
4 2 4 4 4 


由 此 推出 4= z?/(16 — 202 + 52°) = 27/F(z), ARTA 
Mean( A) = 2 — Mean( F) = 12, Var(A) = —Var( F) = 100. (一 个 更 困难 但 更 
有 趣 的 求解 因子 4 如 下 所 示 : 


piz pz è  ě P pz pi poz 
1 — qe l = (22 P2 = Pi 1 — qiz pı = po ] — qo A 5 








Herh pi = 67/4 = (3 + V5)/8, p= /4=(3 一 V5)/8,， H 

P 十 和 三 户 十 和 三 上 这 样 一 来 ， 这 个 游戏 就 等 价 于 抛掷 两 枚 正面 出 现 的 
概率 为 aA PNAS HE; 每 次 抛掷 一 枚 人 硬币， 直到 两 者 都 出 现 正面 
为 止 ， 总 的 抛掷 次 数 与 习 碟 抛掷 次 数 有 相同 的 分 布 . 这 两 枚 硬币 的 等 竺 
时 间 的 均值 和 方差 分 别 是 6 干 2V5 和 50 干 22V5， 从 而 总 的 均值 和 方差 与 
前 一 样 ， 是 12 和 100. ) 


(b) 将 生成 函数 展开 成 部 分 分 式 ， 这 样 有 可 能 对 这 些 概率 求 和 . QE 

意 ，V5/(49) 十 避 /4 = 1， 所 以 答案 可 以 用 5 的 客 表 示 . ) 这 个 游戏 可 以 
以 概率 SO 4 "9" 一 9 " ) 持 续 n 步 ， 当 nn 是 偶数 时 ， 这 个 概率 是 
524" Fr vo Bp ee 54-1) Frey 0.00006. 








8.49 
(a) 如 果 n = 0， 则 
| 1 1 、 1 , ! , | 
Py{0,n) = =[N =0|+ -Py-1(0,n) + —Py_-1(1,n —1), Pn(m,0), an 
z! i 1 是 类 似 的 ， 
Px(0,0) = [N = 0|. 因 此 
SL ER 十 一 2 
Bn E 4 B m-1,n+1 2 B mn 4 8 m+l,n-1 3 
1 1 1 Hiei 
Eon = 5 TG Bon tge- ， 等 等 . 


/ ] J l / ] 1 / ] ] / l 1 
(b) Iman = LF qgIm-ln+ W Imn T 本 9m+bn-l Jon = 9 T gn T guint a 
’ vA» ~ 站 J = 9 E eg i J — fy 2 
等 ， 对 mm 用 归纳 法 ， 我 们 对 所 有 mn > OF Imn (2m 十 1)90 msn — 2m’. 
nb a ` > y 一 + ai 2 
又 由 于 Ym.0 Jom, 因而 必定 有 Ymn m n enn. 


(c) 4 mn > 0 时 ， 这 个 递归 式 是 满足 的 ， 因 为 





sin(2m 十 1)0 = 


] (== — 1)ð sin(2m+1)é sin(2m + 2) 
4 2 4 


E 
cos-@ 


是 恒等式 sntz 一 切 +sntz 二 功 =2smnzcosy 的 推论 .故而 剩 下 所 要 做 
的 就 是 检查 边界 条 件 . 


8.50 ”(a) 利 用 提示 我 们 得 到 


的 他 
PEC) gs To 


J 





l 2 5 1 yi 
现在 来 看 :t+ 的 系数 ， Sa ae ee 
r= V(1— 2)(9 — RITTU tH (2-3 4+r)(z-3—7r) = 4z， 从 而 就 有 
(r/(1— z) +2)? = (13 — 52 + 4r)/(1 — 2) = (9 — H(z) (1-H (2) (q) 计算 
在: 一! 处 的 一 阶 导数 ， 表 明 Mean Hf) = LE z — MESAR, 
所 以 方差 是 无 限 的 . 


8.51 (a) Hn( 引 是 在 经 过 n 轮 游戏 之 后 你 拥有 的 财富 的 概率 生成 函 
数 ， HC) = > 对 于 n 轮 游戏 的 分 布 是 


Hnii(z) = Ha (H(z)), 


所 以 根据 归纳 法 ， 此 结 采 为 真 〈 利 用 上 一 问题 AP ARR ABST SAD 
(b) In = H,,(0) — Hy (0) = 4/n( (n+ 1)(n+ 2) = 4(n— 1)= 二 均值 是 2， 而 方 
ane (©) 根据 习题 815， 在 第 ne OS I A He 
是 Mean(H ， 所 以 购买 奖券 总 张 数 的 期 望 值 是 无 限 的 . (这 样 一 
来 你 最 终 几 平和 定 会 给 ART DUBE 村 在 第 二 轮 游 戏 之 后 输 ， 还 可 能 购 
买 无 穷 多 张 奖 券 . a aces, 现在 的 概率 生成 函数 是 


4 o 
，Ob) 中 的 方法 得 到 均值 3” (在 这 里 出 现 和 式 


ee = 77 / /6. ) 








k21 


8.52 如果. 和 .是 满足 Prte) > Pre ) 的 事件 ， 那 么 一 列 mn 个 独立 试验 
遇 到 的 w 会 比 w 更 多 (以 很 高 的 概率 ) ， 因 为 “出 现 的 次 数 非常 接近 于 
n Pr(w). 这 样 一 来 ， 当 nn — co 时 ， 一 列 独立 实验 中 X 的 值 的 中 位 数 或 者 
众 数 将 是 随机 变量 X 的 中 位 数 或 者 众 数 的 概率 接近 于 1. 


8.53 我们 可 以 推翻 这 个 命题 ， 甚 至 在 每 一 个 变量 取 值 为 0 或 者 1 的 特殊 
情形 也 依然 如 此 . 设 




















po = Pr(X =Y = Z = 0), p =Pr(X =Y=Z=0), -:-,pr= 
Pr(X =Y =Z =0) ; 
其 中 针 =1 一 XX 这 样 Pp 十 Pi 十 … 十 Pr 二 1， 且 变量 是 两 两 独立 的 ， 当 且 
仅 当 我 们 有 


(p4 + ps + pe + p7)(p2 + p3 + pe + p7) = pe + pr, 
(pa + ps + pe + p7)(p1 十 pa + ps + pr) = Ps + pr, 
(po + p3 + pe + p7)(pi + P3 + Ps + p7) = D3 + pr. 
但 是 
Pr(X +Y =Z=0) 4 Pr(X +Y =0)Pr(Z = 0) S po Æ (po + Pr) (po + 
p2 + pa + pe). 


一 个 解 是 











Po = P3 = Pps = pe = 1/4; pı =p: = p4 =p7 =O. 


这 等 价 于 抛掷 两 枚 均匀 硬币 ， 并 设 X = GEE EE) ，Y = 
, Z= (硬币 不 同 ) . 所 有 概率 都 不 等 于 零 的 另 
SAN i ee 





po = 4/64, pi = po = p4 = 5/64, 
p3 = ps = pe = 10/64, pr = 15/64. 


由 于 这 个 原因 ， 如 果 


Pr( Xi = 21 H... H Xn = Tn) =Pr(Xi = 11) ---Pr(Xn = Ta); 





— n 个 变量 Ni :An 是 独立 的 ， 两 两 独立 并 不 足以 保证 有 独立 





8.54  〈 有 关 记 号 见习 题 8.27) 我 们 有 


E(22) = ny4 + n(n — 1) p3, 
E(S2¥?) = npa + 2n(n — 1)uzp + n(n — 1) + n(n — 1)(n — 2)u2p?, 
E x) = npa + 4n(n — l)uz + 3n(n 一 1) 


+ 6n(n — 1)(n — 2) pop? + n(n — 1)(n — 2)(n 一 3)10， 


由 此 推出 VVX) = r4/n + 2x3/(n — 1). 


| 


l 16 
8.55 有 Tr” aaa T B= m aa 
之 Y 在 所 述 程序 完成 之 后 ， 得 一 个 满足 x Y 的 排列 以 概率 


1 (=- DE 7 a 
17 T) 出现， 这 是 因为 我 们 以 概率 17? 回 到 步 又 51 关 似 


16, 


) 1 16 
comme ~ 77? 


—(1 B 
地 ， BENE XA YEAR DANES 1 出 现 . 


选取 了 ”4 使 得 对 所 有 z 和 vy 都 有 Pr(X =r BY TOTT (这 样 我 
们 就 能 将 一 枚 均匀 硬币 抛 指 两 次 ， 如 果 两 次 都 出 现 正面 ， 就 回 到 S.) 


8.56 ”如 果 汉 是 偶数 ， 则 飞碟 总 是 相互 保持 奇数 距离 ， 且 游戏 会 无 限 持 
续 下 去 . 如 果 m= 21+1， 相 关 的 生成 函数 是 


] 
E = -z A], 
1 
ry eer 
“a LEJ 2) 
4, = 2A >zA zÀ l<k<l 
ae A k-1 5 ae k+1 ; MONS Bg 
1 as 3 Ai+1 
= jF 1-1 ao . 


RA AEEA nAIRE RZ EAN ARER. O 从 习题 
8.49 的 类 似 方程 中 汲取 线索 ， 我 们 置 >= 1/00, A = Xsin20, p x 
是 一 个 待定 的 量 ， 由 此 用 归纳 法 推出 不 用 关于 水 的 方程 ) 

Ak = X sin2k4. 于 是 ， 我 们 就 希望 选取 XX 使 得 


3 1 
1 — 一 一 一 | Xsin2l0 = 1+ —-X sin(2l 一 2)0. 
4cos*é 4cos-é 
得 到 X = 2cos* 0j sin 0 cos(2l + 1)6 ， 故 而 


cos 4 
Gm _ 





cos m0 


当 9 是 7/(2m) 的 奇 倍数 时 分 母 变 为 零 ， 从 而 1 一 qz ( 1< < 71) 是 分 母 的 
一 个 根 ， 而 所 说 的 乘积 表示 必定 成 立 ， 为 了 求 出 均值 和 方差 ， 我 们 可 以 
记 

三 角 学 再 次 胜出 . 与 沿 着 m 边 形 的 角 抛 搓 的 分 币 有 关联 吗 ? 


| 1 1 P 1 
Gm = (: ee i 一 E: ad's )/(Q 二 71710202 一 ih =<: ) 
2 24 2 24 


— l, : , 
102 -一 Em — 6m? + 1)01 a maalie 


a 











ran 

3 
bo 

a" 


1 l 
- (m? —1)(t an 0)? + = (Sm — 14m? + 9)(t tang)? + 


1 
=14 Gi (1)(tand)? 二 = 5 Gm(1)(tan 8)" + 


l 3 
tang = 8 + 3° + 


这 是 因为 tan"g =z 一 1 以 及 “所 以 我 们 有 


l 上 
Mean(G,,) = Fr eee Var(G,,) = —m*(m* 





` i 1). vy vy — x 
2: | ame: “(注意 ， 这 表明 恒等式 
9 (m—1)/2 (m—1)/2 J 9 
m“— 1 anne | . _ (2k-l1)r\% 
5 = a = = a (1 /si =a ) : 
k=] Pk k=1 





Oo, 4 | (m—1)/2 | E 
m?(m?—1) (2k—1)r / (2k— 1)r 
= 一 cot —————_ / sin 一 |】 . 
6 2m 2m 
k=1 


l 9 ats 9 
这 个 分 布 的 第 三 = Bee 30” mee ， 但 是 良好 的 累积 量 


分 解 模式 束 此 止步 .还 有 一 个 简单 得 多 的 方法 推 叶 出 均值 ， 我 们 有 
Gm +A +: +A S= zl +---+ 4A) +1, MA z = E 
Gm =A + + AHF 2 = INA Gm = 1， 简 单 的 归纳 法 就 证 明了 





Ax = 4k.) 


857 RITA A ADD, BeB< 242 BAS, 于 是 仅 当 
A: B> 2 rea B-B:4>4:4-4:B 这 就 意味 着 


T2 = 73,71 = T4, T2 = 75,°°° | na TREE 
A:A® ie Aa A: Baxa. BAS 


Mii B:B-B: 4 最 终 小 于 A:A—A:B. (Guibas 和 odlyzkoneal 得 到 了 
更 强 的 结果 ， 他 们 证 明了 : B 记 的 机 会 总 是 随 着 两 种 模式 H7 Ti BK 
者 Tri Tl 之 一 而 取 到 最 大 值 . 事实 上 ， Bill 取 胜 的 策略 是 唯一 的 ， 见 


下 题 . ) 


8.58 HJ. Csirik 给 出 ) WR 4 是 岂 或 者 T'， 两 个 序列 中 有 一 个 与 A 
下 配 且 不 能 VA. BMW ARKH, A=HAWRT=TA WER 


A=: H:H4T:T=2''42(A: A)41, A: 
FHA Ayo. 这 





束 意 味 看 这 两 个 分 数 部 等 于 


H:H—-H:A+T:T-T:A Fie 
A A= A AS AK AT BT 


这 样 ， 我 们 残 能 重新 安排 原来 的 分 数 ， 以 证 明 


H:H-—-H:A. A:A-A:fi p 
T:T-T:A A?A=-A:T g 


其 中 pg > 0H pt+q = gcd(2” 十 1,2 — 1) = gcd(3,2 一 1)， 所 以 我 们 可 以 
假设 是 偶数 且 P= l, q= 2. 由 此 推出 

A:A-A:H=(2'-1)/3, A: A—A:T =(2'*)-2)/3, i 
A:H-—A:T=(2'-1)/332'? “我 们 有 A:H>2- eee (TH)? 那样 
BRAH Hs H-H:A=A:A—A:H, 所 以 2-1 + t=? 1, T= 








CCsirikl65] 继 续 证 明了 : 当 ! > 4 时 ，Alice 选 取 任 何其 他 模式 的 获胜 概率 
都 不 可 能 比 选 取 hr 的 获胜 概率 更 高 ， 但 是 即使 采用 这 种 策略 ，Bi 记 获 


胜 的 概率 也 将 接近 于 3 ) 


8.59 ”按照 (8.82) ， 我 们 希望 有 B:B5-B:4>A4:4 一 4:B 一 个 解 是 
A—TTHH, B—HHH. 


8.60 
(a) 根据 Pk An hk = 知 ， 出 现 两 种 情形 : 


n l m—-1f{m—2+w+z\"! m—1+2z\"*" 
G(w,z) = w| 一 一 z 
m m m 

k—1 n—k-—1 
l fm—1+wz m—1l+z 
十 WZ ———_ Z. 
m m m 


(b) 我 们 可 以 采用 代数 方法 加 以 讨论 ， 对 elw, ?关于 w 和 z 求 偏 导数 ， 并 
Aw 二: = 1 或 者 采用 组 合 方法 讨论 ， Eh ,jn-! 取 什么 值 
Pihi- Pini, hn; n) 的 期 望 值 (关于 平均) 都 是 相同 的 ， 因为 其 al 
序列 (如,… tn BRET PAN EE (m1, m2, - Mele aaa 使 得 所 
述 期 望 值 就 是 (tn1 十 了 十 (nz 十 十 … 十 (nm 十 1)) /m= (n— 1 + m)/m. JX 
样 一 来 ， 随 机 变量 EP (h, hain) (ho hn- 1) eas TRH 5 
PU hi;-* hni k) ER. 


61 如 果 1<k<lsn,， FAR: 平均 值 的 方差 中 ss 的 系数 为 
SERRE era 也 就 是 


Pihirei hakr Plhi,:…: hn; k) i 
2 m” ( D m” ) 


l1<hi,…,hn <m -hn EM 























这 是 ((m 一 1+2)/m)”'z 的 方差 ， 与 习题 8.30 相 同 ， 它 就 是 
(A —1}(m—1)/ m? 


8.62 ”其 概率 生成 函数 Dnle) E N 


Do(z) = 
Dalz) = z*7Dp_-1(z) + 2(1 — 2°) D(z) /(n+ 1), n> 0. 


现在 我 们 可 以 得 到 递归 式 


D"(1) = (nC— 11)D”_;(1)/(n + 1) + (8n — 2)/7, 


2) (26n + 15) 


Enna AE? (无 论 初始 条 件 如 何 ) ， 从 而 
RIEN 637. ) (对 所 有 n >11). 


8.63 (ABE: BMA E ERA RRE REAR AE 
一 个 分 布 ， 例 如 ， bdag, +3 EX -yng 
(E(X =m) = 局 等 等 ， 这 一 问题 的 一 个 必要 且 充 分 条 件 是 由 
Hamburger!) [人 5 发现 的 .) 


9.1 | 则 结论 为 真如 大 不然， 我 们 或 许 会 有 


fi(n) = =n? +n? fain} = —n3. gi(n) = =ni +n., gln) = —nig2 








(a) 我 们 有 mn < cn < (ln n)”, 因为 (In n)? < nlnc <~nlninn. 
(b) pinininn < (In n)! < nininn Ce) 取 对 数 证 明 (ni)! 胜 出 . 


j2inn 2In¢ 


(dq) Frp, Se 二 = n ae Hr, Nn ln o e p, 因为 2 一 由 十 1 < e. 


9.33 用 COtn) 代 替 kn 要 求 对 每 一 个 有 一 个 不 同 的 C， 但 是 每 个 O 只 表 
不 一 个 C. 事 实 上 ， 这 个 oO 的 上 下 文中 要 求 它 代 表 一 组 两 个 变量 和 n 的 


= 7 Dy 2 1 By 
函数 . pp Day BP 一 eR ) = O(n 就 正确 了 . 


9.4 例如 ，lnw<OU/ 四 一 0 在 左边 ，OU/ 站 是 所 有 这 样 的 函数 fm) 组 
成 的 集合 ;存在 常数 C 和 mo, HAA n > mig OS /该 集合 中 所 
有 西数 的 极限 都 是 0， 所 以 左边 是 单元 素 集合 {0} 右边 没有 变量 ，0 就 代 
表 {0}， 此 即 所 有 “ 取 值 为 零 且 没有 变量 的 函数 组 成 的 〈 单 元素) E 
S. 《你 能 否 看 出 其 中 内 在 的 逻辑 美 系 ? 如 果 看 不 出 来 ， 明 年 再 回来 
看 .即使 你 不 能 把 直观 感觉 形成 严格 的 数学 表述 ， 仍 然 能 对 O 记 号 进行 

















运算 处 理 . ) 


95 fn) = ，g(n)=1， 那 么 n 在 左边 的 集合 中 ， 而 不 在 右边 的 集 
合 中 ， 所 以 该 命题 为 假 . 


96 ninn+ 7n+O(/ninn). 


(1—e V/")-! = nBy — By + Bon 1/2!4---=n+14+O0(n-"). 
9.7 i 2 


9.8 例如 ， 设 fin) = i Gs ? +n, gin) =([n/2] — 1)! [n/2]! +n. 附带 指 
出 ， 这 些 商 数 满足 Fn O (ng(n)) 和 gln) = O (nf (n)) 更 为 极端 的 例子 
显然 也 是 有 可 能 的 . 


9.9 “为 完整 起 见 ， 我 们 假设 存在 一 个 边界 条 件 n -so， 这 样 每 一 个 
0 就 蕴涵 两 个 常数 ，) 左边 的 每 一 个 函数 都 形 如 a(n) + b(n)， 其 中 存在 


常数 mo、 B, no C, EII n > mA lal n )|< 如 | 有 n) |, xf n > nyg 
Wal n )|< C 区 n | 这样 一 Er XJ n 2 max(mo, no), 左边 的 函数 至 多 是 
max( B, C) ) (| Fi n )| 二 |9( n) 以 它 是 右边 的 一 个 成 员 . 


9.10 A A a UTOR 


ly|< clz|, 那么 就 有 0<1— g(x) = 2sin? (y/2)< < < ae ， 从 而 左边 
的 集合 包含 在 右边 的 集合 中 ， 故 公式 为 真 . 


9.11 ”命题 为 真 ， 因 为 如 果 S ll, 


(x + y)? = O(2?) + O(y*) FE 














我 们 就 有 (£ +y) <4y*, Mit 


9.12 根据 (9.26), A 
1+4+2/n+ O(n) = (1 +2/n) (1 + O(n- *)/(1 + 2/n)), 又 有 


1/(1 +2/n) = O(1)， 现 在 利用 (9.26) . 


9.13 
n”(1+ 2n! 十 O(n~?))" =n" exp (n (2n7! + O(n~?))) = e?n™+O(n"!). 


| | bg: _—* 
ee ah nth exp (o + 8) (arn — 5an? + O(n ))) f 
9.14 G SF E 


i 3nln3—1 ln3_ In2 22 aon 
en ti = ðn Bg EE eee 36.4 n 二 O(n `) 





9.15 
所 以 答案 是 





27n 9 


33n+1/2 2 2 ， 
(1 ae eee ae on) 
81 
(将 这 个 公式 与 习题 9.60 中 关于 中 间 的 二 项 式 系 数 做 比较 是 有 意义 的 . ) 


9.16 如果 [是 区 间 4 < 1< 2 中 任 一 整数 ， 我 们 有 


1 1 1/2 
i B(x) f(l+axr)dr = | B(x) f(l+ar)dxr 一 | B(1— x)f(l + r)dr 
Jo J 1/2 Jo 


1 
=- f B(x) (f(l+ z) — f(l+1—2x))dz. 
J 1/2 


o, 
由 于 当 “ 2> Al Stl or, MARA f(7) 非 减 时 为 正 . 
Dates Bm (3) z" /ml! = ze! /(e: —l1)= z/ (el? —1)—2z/(e* —1). 
9.18 ”对 正文 中 情形 a = AES ODE, Ze h 


ok 2 / ed jin -(1+a)/2+3: —k?a/ 
b(n) = e k am. cln) = 92 na, (1+a)/2 de k ajn- 


Do2nar \(1-a)/2 -112 (1/2436 \ 
答案 是 2 (nn) a (1+ O(n Ve 
9.19 
Hio = 2.928968254 = 2.928968256, 10! = 3628800 = 3628712.4; By = 
0.075757576 = 0.075757494: 7(10) = 4 = 10.0017845; e®! — 110517092 = 


1.10517083: In 1.1 = 0.0953102 æ 0.0953083; 1.1111111--- 1.1111; 1.1°' = 


1.00957658 = 1.00957643. 


CH nf, Oe 2 的 近似 给 出 更 多 有 效 数 字 ， 例 如 


7(10°) = 50847534 = 50840742. ) 


9.20 (a) 是 的 ， 左 边 是 "lm) 而 右边 等 价 于 Ol”). b) 是 的 ， 左 边 是 
0° (O 不 是 ， 左 边 大 约 是 右边 的 界 的 V" 倍 . 


9.21 RIJA Pe =P =n (Inp—1—1/Inp+O(l/logn)’), rp 


Inp=Inn+InInp—1/Inn+InInn/(In n)? + O(1/logn)’, 











InInn (lnlnn i InInn 
InInp = InInn + 一 — + z + O(1/ log n)?. 
Inn 2(Inn)~ (nn) 
由 此 推出 
Inlnn—2 {lnlnn yo —3lnlInn ，， 2 
P,=n{Inn+Ininn—1+ 一 一 一 + O(l/logn) |. 
Inn (nn) i 


(略微 好 一 点 的 近似 可 以 用 量 —5. 5/1 (Inn j? + O(log log n/ logn 三 代替 
Of 1/ logn 2 这 样 我 们 有 估计 式 Pioo0000 © 15480992.8.) 


一 位 被 水 淹 的 解析 数论 学 家 说 什么 ? 木头 木头 木头 木头 .…...3 





| 3 对 数 和 木头 在 英文 中 都 是 log. 
_ 1 十 O(n-*) 2k) 
9.22 在 如" 的 展开 式 中 用 12 AEON ), Æ (9.53) 
l : 
a n) +O n?)). 
pa T 2a) +0 (Tree 7 OCD 4 我 们 有 


19 _. 本 
从 而 (9.54) 中 的 项 OU 一) 可 以 用 144 人 


9.23 nh, = Pest a yp kin —k)+2cH,/(n + 1)(n+2 选取 


amj _¢ M 
KS = ee 075, Ag FE ae of = tg Ooms ire 如 同 在 (9.60) 


h,./(n 一 大 ) 
中 那样 ， ock<n Al 人" 一 及 的 展开 式 现在 得 到 
nh, = 2cH,/(n +1)(n+2)+ O(n =a) ， 从 而 


-2/6 [n+2lnn + 0(1) 
gn ze ` i 


1 


9.24 
(a) We ol l<, gaok < n/A fln—k)=O(F(n), 于 
么 我 们 就 有 

X abne =YŅ_O(f(k))O(f(n))+ >》 O(f(n)) O (f(n — k)), 

k=0 k=0 k=n/2 


它 等 于 20 OOE Ol), aTa. 
(b) 但 是 在 这 种 情形 下 ， 如 果 on = br 一 a“， 则 卷 积 (n+ Da "不 等 于 
a? 





Ola” 
Saf (3) = E: nË/(2n 一 ba me tees 
9.25 n 全 比如 ， 我 们 可 以 将 求 和 范围 限制 在 
| në =n" | 1— (5) /n+O( e'n?) ) 
0< k < (logn) EGNA 2 以 及 


(27 十 1)* = (2n)* (1+ (‘ ` ') /2n + olk’ j e md) 
2 所 以 求 和 项 等 于 


lf, 3k? 一 天 a kA 
Qk An , n? i 


因此 对 求 和 的 和 式 等 于 2 4/0 + O(1/" 现在 可 以 将 斯 特 林 近似 应 用 


3 Scat 
aN = (3n)!/(2n)Int! 


3 这 就 证 明了 9.2). 





nrn 十 一 
2 


9.26 ”最 小 值 在 Bom/| (2m)(2m 一 1)n?™ oe 一 项 出 现 ， 其 中 7 2 


， 而 这 一 项 近似 等 于 1/(Te Vn) 这 样 一 来 ， 当 n 约 大 于 ew 时 ， 为 了 
GF eee eerie ere ae 





9.27 ”我们 可 以 假设 0 去 一 1 设 jf “， 则 答案 是 
- a + a n° - Box Q a—2k+1 f n a&a—2m-—1 \ 
Sok st > +5 * ak Cay n + O(n ). 
k=1 1 

(事实 表明 ， 常 数 Cake Sla), KEREK a > -] 时 5-a) 就 是 由 这 个 公 

式 定义 的 . ) 


9.28 ”一 般 来 说 ， 假 设 当 a 关 一 1 时 在 网 拉 求 和 公式 中 取 f(x) =° lnr, 
如 同 在 上 一 题 中 那样 进行 ， 我 们 就 求 得 








a 十 1 a 十 1 a 
> Lamk- œ 4” lnn n n°lnn 
t v = T -人 T 


A a+] (a 41) 2 
m B | ae . 
下 2 a B :) ntl inn + Ha — Ho 2k+1) 
k=1 A 
+ On"! logn), 
Wal, S(0) = —1/2, 而 对 整数 n > 0 则 有 5S( 一 ?2) = 一 Bn+H +1). 


可 以 证 明 [4 8371, Be Ca Ca). CH aE A S 2m 的 正 整数 时 ， 
0O 项 中 的 因子 logn 可 以 去 掉 . 在 那 种 情形 ， 当 a < 2k 一 1 时 我 们 可 以 用 


Bəa!(2k — 2— aW —1)°n a—2k+ l) (Qk)! 


REBUKE A.) 为 了 求解 所 说 的 问题 ， 我 们 设 a = 1W Km =1, 
FE PAIL fa BUMS Bl 


Qn = A -n neh (14 O(n-)), 
其 中 4 = el2- (CU = 1.2824271291 是 “Glaisher 常 数 ”. 


9.29 设 jlz)=z imz 上 一 题 中 的 计算 稍 作 修改 就 给 出 








1 / Bx —2k f -fn —-2m-1 \ 
= 十 i 十 n “(nn — Har_1)+O(n 4 logn), 
— k 2 2n x 2k 


áh 


h y1 % —0.0728158454836767 2486 是 “Stieltjes 常 数 ” (见习 题 9.57 答 
) . 取 指 数 就 给 出 


) 
` lnn logn \~ 
ove (14 B+ of 
2n n 


2 PE i. f , 一 !/2 .1 —k?/n 
930 设 9(7) =r, f(c)=gle/Vn), BPA" Meo “就 是 





m 


Br (天 一 1) m Bm ({2 }) (m)( 
f| re jdr- DS (0) —(- ym / ae r)dz 


k=1 
> m 
= n"? f : g(x)dxr 一 >, Br (k-1)/2g (k- (0) 十 O(n-™?), 
á 0 El k! 


由 于 9(7) = g! — r°” /1! 十 git 121 一 git! 131 + 
种 简单 的 模式 ， 其 答案 是 


1 (141)/2 {+1 Bui Bugn! Bisn~? 
-n` H T - - Es - - — 
2 2 (7 + 1)!0! (1+ 3)!1! (2 + 5)!2! 


故而 导数 " ”(z) 服 从 一 





+ O(n™’). 
9.31 稍微 有 点 出 人 意料 的 恒 等 式 1Mtc"” + c™) +l/ +e) = 1/e" 


m+— ]/ gr: 
Maire >) 剩 下 的 项 是 
1 ] ] 1 
ae 2mn+k 十 em E iD ( Im+k C3m+2k 十 cAm+3k E ) 
kzl k21 








c2 
l l 


= c2m+1 — c2m =. C3m+2 = cam 市 


Wo CH 其 误差 不 超过 略 去 的 第 
IN. 


9.32 根据 欧 拉 求 和 公式 ， 有 Hr =7/6-1/n+0n °), ARATE 
这 个 常数 ， 而 Anke (9.89) 给 出 . 所 以 答案 是 


ae | Sa a 
me e 1+ O(n ve 





世界 上 位 列 前 三 位 的 常数 (e 1) 全 都 出 现在 这 个 答案 中 了 . 
E l 4 3% 
RA Ri = NL gs Se — 1)2n-? 6 —3) 
933 RA. TITAU wide Wm ne 
ae eee f 3) 
除 并 对 大 三 0 求 和 就 得 到 e= en “+ g 十 OU ”). 
9.34 
] i 二 1 
AiO, at CS ey DS ell) BS oe eS 


apne | 
12° (3 j + 1). 


935 HF 1/k(nk+O(1)) =1/klnk+O (1/k(log k)”). 给 定 的 和 式 等 于 
Dra + OU0) 根 据 欧 拉 求 和 公式 ， 剩 下 的 和 式 等 于 mmn+O() 
9.36 ”用 欧 拉 求 和 公式 可 以 完美 地 得 到 


ames * n? +k? n24 7° 














O<k<n 0 
n dr ] 1 n By 24 n | l 
= 7 + 本 ee ee =| +O(n-?) 
0 mn 十 IT 27 二 Zoo 2! (n2 +22)" lo 
l i 
Dn = -10N Ln + O(n”) 
从 而 4 2 


剩 下 的 这 个 和 式 像 〈9.55 ) SE Re 同样 的 方法 
在 此 有 效 ， 不 过 我 们 得 到 的 是 (2)， 而 不 是 142 ， 所 以 得 到 答案 


(: 一 =) n? + O(n log n). 


、 aln) = (n — k)" at a 
9.38 ”用 n 一代 蔡 上 并 令 这 样 就 有 
Inay(n) = nInn—Ink!—k+O(kn7 Paa 
b(n) = ne EIRA cln) = kbr(n)/n, Dn = = {k |k < In "使 用 尾部 交换 技术 


来 得 到 20 f (n)=n nete aroe. 


9.39 对 
1 9 A 9 f \ - 4 f \ 
b(n) = | nn—k/n—- Mn?) (Inn)* /k!, ck(n) = “(In n)*t 3 /k!, Dn = 


a 





{k|0 < k <10Inn} 


BEHER 交换 技术 . ooo RATA F! =< Vk(10/e)"(nn)", SEW 


第 .项 是 =] O(n 10 ln (10/e) log n). 答案 就 是 


l n P 
nlan — Inn 一 5m n)(1+lnn)/n+ 0O (n 20n n)) | 


= 





、 CD (ax 2 ) =L HR! 
9.40 ”两 两 并 项 ， 我 们 就 得 到 2k 2k 再 加 上 一 些 
项 ， 这 些 项 对 所 有 上 > 1] 求 和 的 和 式 等 于 O(1) 假 设 n 是 偶数 . 欧 拉 求 和 
公式 就 意味 着 





n/2 


k k 


k=1 k=1 
(In en)” ek 
Ori), 
m 
lm + O(1). L 1HY + O(1). 
从 而 该 和 式 是 2 一 般 来 说 答案 是 2 





9.41 设 w= pjo = -人 “我 们 有 


be In Fk = dW (In o* — ln V5 + In(1 一 oa ) 
k=1 


+] 
“nin 5nd + Dont — a“) -X ht 1 一 oa) J 


2 
k21 k>n 


yo 一 - —O a” 
后 面 这 个 和 式 是 2 (e ) 于 是 答案 
arnt 1)/ 25-n/ 20 4 O (ò an(n—3)/ 25-n/ 2) 、 


H C = (1—a)(1 —a”)(1 — aë) --- & 1.226742. 


B k z an _ Q 
9.42 提示 源 于 \/ E k = n—-k+1~n—an+1 bea 
m = = |an| = an — E ay, 


Boze 
kám 
p 
{7 1 + a a Ne Af eS Lae 
~ Am 1 一 a 1 一 a Kar FE Dey 


Bent econ (i) - (a) 00, ere) 根据 斯 特 林 近 似 有 














n l , ， l 
m ( ) 5 Inn — {an —e) Infa —e/n} — ({1—a)n+e) 


m 


x ln{1— a +e/n) + Oll) = —= lnn — an lna — {1 — a)nIn(1 — a) + O(1). 


2 








943 分母 有 形 如 z 一 w 的 因子 ， 其 中 w 是 一 个 复 的 单位 根 .。 只 有 因子 
z 一 1 以 重 数 5 在 其 中 出 现 . 这 样 一 来 ， 根 据 (7.31) ， 只 有 一 个 根 的 系 


数 是 Un), Hx AA c= 5/(5! x 1 x 5 x 10x 25 x 50) = 1/1500000. 


9.44 ”斯 特 林 近似 是 指 卫 (7 rle 一 0)1) 有 渐 近 级 数 


一 全 一 (« + 


HP BES BBE a 的 多 项 式 . AŽ r> > 时 有 


rT(T— a)! = co(a)+al(a)r l 4... + erlar" + O( ek 其 中 c,(a) 


B: | Tal B ; a 
a) In(1—a/z) 3 T E (rz — a) at ae (a (x — a) p 








N| 一 





aja Q (—1)" 
是 a 的 多 项 式 ， 我 们 知道 ， 只 要 a 是 整数 ， 就 有 Sl E 


Q 


H O- ERF a 的 2 次 多 项 式 ， 从 而 对 所 有 实 的 a 


Q / \7 


CDe a aes 

oe Raz, 源 近 公式 
Fo My ~ Q z \k a-k 了 六 a—n-1) 
[= 2 |, E A (—1) 7 + Ola Js 


To = | | ak +0 (Ze - 1) 
a—k 
k=0 
(进一步 的 讨论 见 参考 文献 [220]. ) 
推广 了 在 全 为 整数 的 情形 下 成 立 的 等 式 (6.13) 和 (6.11) . 


9.45” 设 a 的 部 分 了 两 是 (a1, a2,* ， 又 设 am 是 连 分 数 
1/(am + Om41)(m21).. 那么 ， a mA 

D(a,n) = Dlana < D (œ, |ayn|) +a, +3 < D (az, |a |ain]]) + 
ai +a2 +6 <- < D (amt, |am|---|ain|---||) +a1 +---+am+3m < 
al QmNn +a, +°--+am+ 3m. 用 





cn(a) = 

















n 除 并 令 n 一 o, WHA m, WRAL A OMA LR. 最 后 我 们 有 


1 o] 
Qari Am = : TAR . 
OC ae »Am—1;4m T am ) Pritt 


9.46 ”为 方便 起 见 ， 我 们 用 mm 代替 到 (由 根据 斯 特 林 近 似 ， 大 /后 的 最 大 
值 在 上 关于 六 my 了 mn 时 出 现 ， 所 以 我 们 用 普 + 大 代替 天， 并 求 得 
(m+ ky” ln 27m 


n —— = nlam-— mlnm +m — , 
(m+ k)! 2 








(m+ n)k? ee ae ne Aaah 
+ O(k’m “logn)+ O(m `). 





2m? 


实际 上 我 们 想 要 用 |m| +k “代替 大 ， 这 又 增加 了 O(km “logn). 现 在 对 


|< m 用 尾部 交换 方法 就 使 得 我 们 能 关于 k 求 和 ， 用 “〈9.93) 中 的 量 
6 就 给 出 更 强 一 点 的 渐 近 估计 : 





en mim 


Un = 一 天 一 (2m? /(m+n) T O| 1)) 














个 真正 钟 形 的 求 和 项 . 
所 要 求 的 公式 就 得 到 了 ， 其 相对 误差 是 O(loglog n/logn). 


9.47 i logmn = +9， 其 中 0< 9<1. 关 于 底 的 和 式 是 
i(n+1)4+1—(m"* Lays m — 1) Pe 

(J+ 1)n — (m*! — 1)/(m — 1) ， 未 加 诡 或 项 的 精确 和 式 是 

(1+ 04)n—n/Inm + O(log n). 忽略 ou) 的 项 ， 关 于 顶 的 和 式 与 精确 和 式 之 
差 是 (1 - (9))m， 而 精确 和 式 与 关于 底 的 和 式 之 差 是 (9)n， 其 中 














m 1 





一 - +ø . 
m— l Inm 


函数 有 最 大 值 1(0) =. =m/(m 一 1) 一 1/Inm， 而 最 小 值 是 
3 mj ‘Inm+1— (In(m — 1))/ln m. 当 n 接 近 于 iti REE 顶 的 和 式 的 值 
与 所 给 的 值 更 接近 ， 而 当 底 的 和 式 的 值 与 之 更 








加 接近 . 


9.48 idk =a. 二 bi， 其 中 a 计 入 小 数 点 左边 的 位 数 . 这 样 就 有 
akp = l+ | log H:| = loglogk + O(1) ), 其 中 log 表 不 logio- Ath tt | Dk, 我 们 来 
观察 为 了 将 /与 邻近 的 数 y -ER y +E ee 


设 5 = RRAS 7 的 数 的 区 间 长 度 ， 我 们 有 ys yey 


ye > z 以 及 phe Set 六 于 是 。 = +g >X yR s < min(e, e), iX 
PEISA IN y 与 y 一 5 以 及 y+ -这 两 首都 区 分 开 来 因此 
107 < 1/(k—1)+1/kR 10% >1/k, HATA by = log k + O(1) 3XE— 


ae ee tie ee 
He, BGR Qe & 5 Lay, (08k + los ic ， 根 据 欧 拉 求 和 


公式 ， 这 就 是 7 logn + nlog logn + O(n). 








Inn + a d igo | 一 一 一 入 


9.49 我 人 有 cae ae 其 中 SONA 
> 0 是 增加 的 ， 于是， 如果 >。*"， 我 们 就 有 Ha > Fl) > 9 又 有 


< 二 二 一 ( y 
H,-1 <Inn+ 4 5n gin) ， 其 中 g(a : Ye AP r > 0 是 增加 的 . 因此 ， 
MRSA, RAA Ma SMe) aF Ha < a < R 
eyl >n> ee]. e Sea 了 更 强 的 结果 . 





9.50 
; k/ (Ho) = Hy/ HË 
(a) ATIE 2c | ( J= ~， 我 们 希望 渐 近 值 达到 
O(N), 
InN +7+O(N7) 6InlO 6y 36ml0 n o(10-") 
P/6-N1+40(N2) P r m OT 


2 


系数 (6m10)/7 关上 上 39 上 告诉 我 们 ， 期 望 的 回报 大 约 为 40% 的 利润 . 


(2), (2) j 77(2) 
(KHN) =1- H®) /HY 


(b) 利润 的 概率 是 之 kN I i n /*°N > 由 于 


7 l _»5 
Ay’ ao gy ae ae ie 2 O(n 


6 2 ， 此 概率 即 为 


n7! — in? + O(n-4) 6 | 
m2/6+0O(N-) m2 T? 

它 实 际 上 是 随 着 n 的 增加 而 递减 的 . OFER MADEBE 
了 如 此 巨大 的 结算 资金 ， a 了 这 样 的 投资 行为 ， 
整个 世界 经 济 都 会 受到 影响 . 
9.51 严格 地 说 ， ZERRAN, 因为 由 O “) 所 表示 的 函数 有 可 能 不 是 
可 积 的 ，《 它 或 许 是 世 E Sir, 其 中 5 不 是 一 个 可 测 集 ，》 ERR 
们 假设 f(z efi 函数 ， 且 当 z 一 co 时 有 f(z) = ola’), ABA 


if f(xr)dx < | |f(x)|dz < / | Cr dr = Cn! 
(与 令 人 讨厌 的 函数 相反 . ) 


9.52 事实 上 ，n 的 这 种 指数 堆 县 可 以 用 任何 一 个 不 论 多 么 快 地 趋向 于 
无 穷 的 函数 RRE. EFA] mom m), 令 mo=0， 且 设 mm 
是 > mk-! 的 最 小 整数 ， 它 使 得 


tai my | a 
("> re 


gute MO) = Qui CO ARERIA z 都 收敛 ， 因 为 对 于 


的 项 以 一 个 几何 级 数 为 界 又 有 
A(n + 1) 2 ((n+1)/n)"™ 2 f(n+ 1) ， 从 而 Mno f(n) = 0. 














mm <T! m—1 f(m) . \d a 
9.53 根据 归纳 法 ， 其 中 的 O 项 是 ， bes ee a 


fe m—1 
pdg Jom 相 反 的 符号 ， 故 而 这 个 积分 的 绝对 值 以 | Of E 
为 界 ， 所 以 其 误差 以 被 抛弃 的 第 一 项 的 绝对 值 为 界 . 


9.54 设 9(7) = f(r) /1%, WAH r> oo 时 9(7) ~ 一 ag(7)/z. 根 据 均 值 定 
1 1 
ar a i e n 


] Pt 
g\z-—>5)-9(2+5)] =—9ly) ~ agly), E ere 
| ( 2 á i gly) = g(x) (1+ O(1/z)) 





听 起 来 像 是 一 个 不 入 流 的 定理 ， 





(r + k ao a) In(1 TN k/n) 4 ( n 一 大 十 3) In(1 一 k/n) i we S $ 
9.55 es ae i 的 估计 被 扩展 成 
k2/n + k4/6n3 + On Mate) ,斯 以 我 们 时 然 是 希望 在 O(n) AR A 
的 因子 eK / /6n3 sE: cr(n) = = J 2n ; 72+ o k "但 结果 是 ， 让 bgl n ) 保 持 不 动 并 


设 





,2+ 5e _—k2/ a? —545¢ 74. —k2/ 
cln) = 92 2n, 2+5E , ke /n 4222p 5 5 大 4e ke /n 


g Pe +3 ` cte Lp Ay 
会 更 好 一 些 ， 这 样 就 用 1 + OHRA T e R a “就 等 
于 O(n”“)， 正 如 习题 9.30 所 指出 的 那样 . 


9.56 MRES m2 根据 期 竺 林 近 似 ， 我 们 就 有 
In(n*£/n*) 一 -56 žin + 3k/ In — Ek?) 3 in? + O(n-t*) 


， 从 而 


WE 


借助 习题 9.30 的 恒等式 求 和 ， 并 记 住 略 去 上 二 0 的 项 ， 了 就 给 出 
—1+ Oo, + =e ~ =e!) + O(n-V2+4e) — Van]? 3 + O(n niey, 


s(14+ u/ Inn jdu. 


9.57 ”利用 提示 ， a ls * Zeta PK žira] 
以 用 级 数 


f ) a 
s(l+z)=27 reS (= mne "fm! 


m2>0 


来 定义 ， 其 中 ? = 7Y， 而 mÆ Stieltjes% Z4 201 


“(Ink)” (Inn) he 
lim — 一 l 
no0 k m+ 1 

k=l 


因此 给 定 的 和 式 等 于 


Inn + y¥ — 2% (nnn) + 399(Inn)~? — --- 





9.58 设 0 < < 0 < l, fiz) 一 ee _ 1), 我 们 有 





er y@ ] 
| f(z) Siren] usmod LS 
| )| e 一 2ry0 1 
f(z) << — 

jes 1p 1-e®™, wy > ep. 


ROR, VOR bam, BARSE OM). mife)" 
点 >= 上 关 0 处 的 留 数 是 6 “/k"; 在 z = 0 处 的 留 数 是 :-! 在 


emit 2riz l 2riz 
re Bo + Bizy tiy B Bo(8) + B1(0) ao 


中 的 系数 ， 也 即 (27) Bn (A) / 4 这 样 一 来 ， 围 道内 的 留 数 之 和 为 





M 


(27i)” 3 iva) coOs(27KO 一 mm /2) 
e SS, 


km 
k=1 


这 等 于 围 道 积分 OOM"), HRs M > olf CAFS. 
9.59 WR 的 性 质 足 够 好 ， 我 们 就 有 一 般 的 恒等式 
DF (k tH = 》 G(2m n)e2nint 





G(y) = | e  F(r)dz. £ ; i f 
其 中 J 00 《这 就 是 “ 泪 松 求 和 公式 ”， 它 可 以 在 参考 


文献 Henrici[182， 定 理 10.6e] 这 样 的 标准 教科 书 中 找到 . 
9.60 根据 习题 5.22， 所 述 公 式 等 价 于 


Tz 1/2 ji ] 5 21 Pe ae 
n’ =n? {1 — + 一 十 ; —— 十 O(n ~“)). 
8n 128n- 1024n3 32768n4 


从 而 此 结果 可 以 由 习题 6.64 以 及 习题 9.44 得 出 . 











9.61 这 里 的 想法 就 是 使 得 ao“ 几乎 "是 有 理 的 . 设 ok 一 是 a 的 第 个 


= lm+14m rif L ) 光 
部 分 商 ， La” 5 a pais = K (a, am) H m 是 偶数 . 那么 


0 < {qma} < 1/K oe ,am+1) < 1/(2n), 而 日 如 果 我 们 取 V = Am41/(4n) 
l 


pz 之 一 m+ > = Yop 
ee ae 
a1 = O(g )， 但 实际 上 有 Qm+l > qe. 


He 有 关 两 种 斯 特 林 数 的 渐 近 估计 ， 可 见 参考 文献 Canfieldl481， 也 可 
参考 文献 David 与 Barton[71， 第 16 章 ]. 


9.63 设 <= 近 ?估计 式 cn + oln” t) Finel SHE Hy. Ian Vardi 
指出 ， 所 陈述 的 更 加 精密 的 估计 可 以 由 以 下 事实 推出 : 误差 项 


; Po 2B tN ag) < 1? 一 ] 
e(n) = f(n) — on?" seeps as aa Om Pel) © — D et k < on? 
如 果 u(x + 1) = —u(z), 函数 


n?— un Inn /nw) 





Inn 


渐 近 地 满足 这 个 递归 式 . (Vardi 猜 想 ， 对 某 个 这 样 的 函数 v 有 


In] a 9 
fin) = n-i (c+ u ( 1 | (Inn) +O ((log n) D? 
n go 


有 关 这 个 问题 的 进一步 进展 已 经 由 Jean Luc REmy 得 到 ， 见 Journal of Number Theory, 
vol.66 (1997) , 1-28. 


对 小 的 /计算 表明 ， 对 于 l <n 400, 除了 
1(273) = 39 > c- 273°" = 38.4997 情 形 之 外 ， 在 其 他 情形 1(n) 都 等 于 离 





























cn? 最 近 的 整数 但是， 由 于 习题 2.36 中 的 结果 ， 小 的 误差 最 后 还 是 会 
被 放大 ， 例如， e(201636503) ~ 35.73, e(919986484788) ~ —1959.07, 


9.64 (由 关于 B2(7) 的 这 个 恒等式 ， 我 们 也 能 很 容易 地 用 对 mm 的 归纳 
法 推导 出 习题 9.58 中 的 恒等式 . ) 如 果 0<z<1， 则 积分 
1/2 


sin Natdt/ sin mt mae i ee 
I, a 可 以 表示 成 YN 个 积分 之 和 ， 每 个 积分 都 是 CUV 小 
所 以 它 等 于 OUN  )， 这 个 O 所 至 涵 的 常数 有 可 能 依赖 于 对 恒等式 





Rr ee | or Oe ote ain 
> cos2n7t = R fatten res 1) /(e*™ —1))= ais sin(2N+1)zt/ sin zt 
n=1 ~ 积 


— TL 


分 并 令 N oo, MERAM Der IMEI, sesh 
经 知道 的 一 个 关系 式 DONO, RA 893。 再 次 积分 就 得 到 所 要 的 公 
式 ，《 这 个 解法 是 由 E.ME WermuthBe7 提 供 的 ， 欧 拉 原来 的 推导 方法 
不 符合 现在 的 严格 性 标准 ，) 


9.65 H+ 


= —? / aN j 1\ 一 j 1\ 一 2 
ag+ayn l tagn “十 … = 1 十 (nn 一) ' (ag + a(n — 1) b+ aln 1) 二 
> 








mm 
YP N N ont = . ( ') ak pes Ww N N Ar 
我 们 得 到 递归 式 2 k) ， 它 与 贝尔 数 的 递归 式 相符 .从 而 
1/(m 一 1 一 m)== >》 jn, 、 
dm = Wm -A oi ald. 这 一 事实 (H (7.47) 
得 出 ) ， 可 以 给 出 一 个 稍 长 但 内 涵 更 加 丰富 的 证 明 . 
9.660 4 /是 12… :可 到 自身 的 一 个 随机 映射 时 ， 序 列 | 
1, f(1), GO) 中 不 同 元 素 的 期 望 的 个 数 是 习题 9.56 中 的 函数 QU”), 
T ~V2rn+O(l) ss. een D he ees 
CEE TOTA, ROBY AT LU Re HLF V277 的 解释 . 
“这 一 导论 就 完全 建立 起 来 : 极端 抽象 正 是 用 以 控制 我 们 思考 具体 事实 的 真正 武器 . ” 
一 一 A.N. 怀 特 海 B72 












































3 9, 4 
] n~z “] 一 ww, wy y IG Reo ` A Ah 人 
9.67 已 知 N2" 3， 常数 ev 已 经 实际 验证 到 8 位 有 效 数字 . 


9.68 ”这 样 的 n 或 许 不 会 存在 ， 例 如 ， 如 果 对 某 个 整数 w 以 及 某 个 


l | 
'=m+- +E m; 


2 但 是 没有 已 知 的 反例 . 
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本 书 中 的 习题 来 源 广 泛 ， 除 了 连 出 题 者 也 会 认为 不 值 一 提 的 那些 很 简单 
的 习题 之 外 ， 作 者 一 直 试 图 退 寻 已 发 表 的 所 有 问题 的 来 龙 去 脉 . 


许多 习题 取 目 斯 坦 福 大 学 具体 数学 班级 的 考试 题 . 助教 和 主讲 教师 常 要 
为 那些 考试 设计 新 的 问题 ， 所 以 在 此 列 出 他 们 的 名 字 . 








年 份 








1980 Andy Yao Andrei Broder, Jim McGrath 


1981 Ron Graham Oren Patashnik 
1982 Joan Feigenbaum, Dave Helmbold 


1984 Oren Patashnik, Alex Schaffer 
1985 Andrei Broder Pang Chen, Stefan Sharkansky 
1986 Arif Merchant, Stefan Sharkansky 





助教 会 议价 值 无 限 ， 我 是 说 真 的 了 不 起 . 





下 一 年 保持 同样 的 指导 教师 和 助教 队伍 . 





班会 记录 非常 好 ， 而 且 韭 常 有 用 . 
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此 外 ，David Klarner (1971) . Bob Sedgewick (1974) . Leo 

Guibas (1975) 和 Lyle Ramshaw (1979) 都 给 这 个 班 进行 过 六 次 以 上 的 
讲座 .助教 们 每 年 都 收集 这 些 详 尽 的 讲稿 ， 并 由 主讲 教师 编辑 ， 这 些 材 
料 是 本 书 的 基础 . 





1:1 
1.2 
1.5 
1.6 
1.8 
1.9 
1.10 
1.11 
1.14 


1.17 
1.21 
1.22 
1.23 
1.25 
2.2 

2.3 

2.5 

2.22 
2.23 
2.26 
2.29 
2.30 
2.31 
2.34 
2.35 


2.36 
2.37 
3.6 
3.8 
3.9 


3.12 
3.13 
3.19 
3.21 
3.23 
3.28 
3.30 
3.31 


3.32 


Pólya [297, p. 120). 

Scorer, Grundy, and Smith [322]. 
Venn [359]. 

Steiner [338]; Roberts [310]. 
Gauss [|144]. 

Cauchy [53, note 2, theorem 17]. 
Atkinson [15]. 

Inspired by Wood [377). 

Steiner [338]; Pólya (297, chapter 3); 
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Based on an idea of Peter Shor.* 
Bjorn Poonen.* 

Frame, Stewart, and Dunkel [130]. 
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Binet [30, §4]. 
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Wright [181, theorem 82]. 
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Gauss (142, §78]; Crelle [67]. 
1974 midterm. 

1973 midterm, inspired by Rao [303]. 
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Barlow [21]; Abel [1]. 
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Ribenboim [308]; Sierpiiiski [328, 
problem P3 
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Cramér [66]. 

Paul Erdés.* 

(95, p. 96]. 

(95, p. 103]. 

Landau [239, volume 2, eq. 648]. 
Forcadel {126}. 

Long and Hoggatt [254]. 

1983 in-class final. 

1975 midterm. 

(207, exercise 1.2.6-20]. 

Dixon {81). 

Euler [99]. 

Gauss |143, 87]. 

Euler [118]. 

Kummer [229, eq. 26.4). 
Gosper {154]. 

Bailey (18, §10.4). 

Kummer [230, p. 116). 
Vandermonde [357]. 

[207, exercise 1.2.6-56). 
Rødseth [311]. 

Pfaff [292]; [207, exercise 1.2.6-31). 
Ranjan Roy.* 

Roy (314, eq. 3.13}. 

Gauss [143]; Richard Askey.* 
Frazer and McKellar [133]. 
Stanford Computer Science Compre- 
hensive Exam, Winter 1987. 
(207, exercise 1.2.6-41]. 

Lucas [258]. 

1971 midterm. 

1974 midterm. 

1980 midterm. 


5.65 1983 midterm. 

5.66 1984 midterm. 

5.67 1976 midterm. 

5.68 1985 midterm. 

5.69 Lyle Ramshaw, guest lecture in 1986. 
5.70 Andrews [9, theorem 5.4). 

5.71 Wilf [373, exercise 4.16]. 

5.72 Hermite [185]. 

5.74 1979 midterm. 

5.75 1971 midterm. 

5.76 [207, exercise 1.2.6-59 (corrected). 
5.77 1986 midterm. 

5.78 [210]. 

5.79 Mendelsohn [268]; Montgomery [276]. 
5.81 1986 final exam; [219!. 

5.82 Hillman and Hoggatt [188}. 
5.85 Hsu [190]. 

5.86 Good [153]. 

5.88 Hermite |186]. 

5.91 Whipple |369], 

5.92 Clausen [60], [61]. 

5.93 Gosper |154]. 

5.95 Petkovšek [291, Corollary 3.1]. 
5.96 Petkovšek [291, Corollary 5.1]. 
5.98 Ira Gessel.* 

5.102 H. S. Wilf.* 

5.104 Volker Strehl.* 

5.105 Henrici {183, p. 118]. 

5.108 Apéry [14]. 

5.109 Gessel {146}. 

5.100 Staver [336°]. 

5.110 R. William Gosper, Jr.* 

5.111 [95, p. 71). 

5.112 [95, p. 71). 

5.113 Wilf and Zeilberger [374]. 
5.114 Strehl [344] credits A. Schmidt. 
6.6 Fibonacci |122, p. 283]. 

6.15 (209, exercise 5.1.3-2]. 

6.21 Theisinger [350]. 

6.25 Gardner [138] credits Denys Wilquin. 
6.27 Lucas [257]. 

6.28 Lucas [259, chapter 18). 

6.31 Lah (235); R. W. Floyd.* 

6.35 1977 midterm. 
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6.39 
6.40 
6.41 
6.43 
6.44 
6.46 


6.47 
6.48 
6.49 
6.50 


6.51 


6.52 
6.53 
6.54 
6.55 
6.56 
6.57 


6.58 
6.59 
6.61 
6.62 
6.63 


6.65 
6.66 
6.67 
6.68 
6.69 
6.72 
6.73 


6.75 
6.76 
6.78 
6.79 


6.80 


Shallit [324]. 

[207, exercise 1.2.7-15}. 
Klamkin [203, problem 1979/1}. 
1973 midterm. 

Brooke and Wall [41]. 

Wasteels [361°]. 


Francesca [131]; Wallis |360, chap- 
ter 4). 

Lucas [257]. 

[208, exercise 4.5.3-9(c)]. 

Davison [73]. 

1985 midterm; Rham [307]; Dijk- 


stra (79, pp. 230-232). 

Waring [361]; Lagrange [233]; Wol- 
stenholme [376]. 

Eswarathasan and Levine [97]. 
Kaucký [200] treats a special case. 


Staudt |336]; Clausen [62]; Rado (300). 


Andrews and Uchimura [13]. 

1986 midterm. 

1984 midterm, suggested by R. W. 
Floyd.* 


1207, exercise 1.2.8-30]; 1982 midterm. 


Burr [47]. 

1976 final exam. 

Borwein and Borwein |36, §3.7). 
|207, section 1.2.10]; Stanley [335, 
proposition 1.3.12]. 

Tanny [349]. 

[209, exercise 5.1.3-3]. 

Chung and Graham [59). 

Logan [253]. 

(209, exercise 6.1—13]. 

Euler [110, part 2, chapter 8). 
Euler [108, chapters 9 and 10); 
Schröter [321]. 

Atkinson [16]. 

[209, answer 5.1.3-3]; Lengyel {248}. 
Logan [253]. 

Comic section, Boston Herald, 
August 21, 1904. 

Silverman and Dunn [329]. 
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7.13 
7.15 
7.16 


7.19 
7.20 


7.22 
7.23 
7.24 
7.25 
7.26 
7.32 


7.33 
7.34 
7.36 
7.37 
7.38 
7.39 
7.41 
7.42 
7.44 
7.45 
7.47 
7.48 
7.49 
7.50 


[217]. 

[156], modulo a numerical error. 
Burr [47]. 

[226]. 

[208, exercises 4.5.3-2 and 3). 
Adams and Davison [3]. 

Lehmer [243]. 

Part (a) is from Eswarathasan and 
Levine [97]. 

[207, exercise 1.2.9-1]. 

Zave [380]. 

[207, exercise 1.2.7-22]. 

1971 final exam. 

[209, pp. 63-64]. 

Raney [302]. 

Bell [24]. 

Pólya [296, p. 149}; [207, exercise 
2.3.4.4-1]. 

[221]. 

Jungen [198, p. 299] credits A. 
Hurwitz. 

Pólya [298]. 

1983 homework. 

Myers [279]; Sedláček [323]. 

[208, Carlitz's proof of lemma 3.3.3B). 
[207, exercise 1.2.8-12]. 

[95, pp. 25-26] credits L. Mirsky and 
M. Newman. 

1971 final exam. 

Tomas Feder.* 

1974 final exam. 

Euler |109, §50); 1971 final exam. 
Carlitz [49]. 

(207, exercise 1.2.9-18]. 

André [8]; [209, exercise 5.1.4-22]. 
1974 final exam. 

Gross [166]; [209, exercise 5.3.1-3]. 
de Bruijn [75]. 

Waugh and Maxfield [363]. 

1984 final exam. 

Waterhouse [362]. 

Schröder [320]; {207, exercise 2.3.4.4- 
31]. 


7.51 


7.52 
7.53 


7.54 
7.55 
7.56 
7.57 


8.13 
8.15 
8.17 
8.24 


8.26 
8.27 
8.29 
8.32 
8.34 


8.35 
8.36 


8.38 
8.39 
8.41 
8.43 
8.44 
8.45 
8.46 
8.47 


8.48 
8.49 
8.50 
8.51 
8.53 
8.57 
8.58 
9.1 

9.2 

9.3 


Fisher [124]; Percus (290, pp. 89-123]; 
Stanley [334]. 

Hammersley [177]. 

Euler [114, part 2, section 2, chapter 
6, §91]. 

Moessner [274]. 

Stanley [333]. 

Euler [113]. 

[95, p. 48] credits P. Erdős and 

P. Turan. 

Thomas M. Cover.* 

(207, exercise 1.2.10-17]. 

Patil [286]. 

John Knuth (age 4) and DEK; 1975 
final. 

(207, exercise 1.3.3-18]. 

Fisher [125]. 

Guibas and Odlyzko [168]. 

1977 final exam. 

Hardy |180] has an incorrect analysis 
leading to the opposite conclusion. 
1981 final exam. 

Gardner [139] credits George Sicher- 
man. 

(208, exercise 3.3.2-10}. 

[211, exercise 4.3(a)}. 

Feller (120, exercise [X.33). 

[207, sections 1.2.10 and 1.3.3). 
1984 final exam. 

1985 final exam. 

Feller {120} credits Hugo Steinhaus. 
1974 final, suggested by “fringe 
analysis” of 2-3 trees. 

1979 final exam. 

Blom [32]; 1984 final exam. 

1986 final exam. 

1986 final exam. 

Feller [120] credits S. N. Bernstein. 
Lyle Ramshaw.* 

Guibas and Odlyzko |168]. 

Hardy [179, 1.3(g)]. 

Part (c) is from Garfunkel [140]. 
[207, exercise 1.2.11.1-6]. 


* 未 发 表 的 私人 通信 . 
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9.14 
9.16 
9.18 
9.20 
9.24 
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9.28 
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9.32 
9.34 
9.35 
9.36 
9.37 
9.38 
9.39 


9.40 
9.41 
9.42 
9.44 
9.46 
9.47 
9.48 
9.49 
9.50 
9.51 
9.52 
9.53 
9.57 
9.58 
9.60 
9.62 
9.63 
9.65 
9.66 
9.67 


9.68 


(207, exercise 1.2.11.1-3]. 
Hardy [179, 1.2(iv)]. 

Landau [238, vol. 1, p. 60). 
(207, exercise 1.2.11.3-6]. 
Knopp [205, edition > 2, §64C}. 
Bender [25, §3.1). 

1971 final exam. 

(164, §4.1.6]. 

Titchmarsh [352]. 

Glaisher [149]. 

de Bruijn [74, §3.7]. 

1976 final exam. 

1973 final exam. 

1975 final exam. 

1980 class notes. 

(208, eq. 4.5.3-21). 

1977 final exam. 

1975 final exam, inspired by 
Reich [306]. 

1977 final exam. 

1980 final exam. 

1979 final exam. 

Tricomi and Erdélyi [353]. 

de Bruijn (74, §6.3]. 

1980 homework; [209, eq. 5.3.1-34]. 
1980 final exam. 

1974 final exam. 

1984 final exam. 

[164, §4.2.1]. 

Poincaré [294]; Borel [35, p. 27]. 
Pélya/Szegé (299, part 1, prob. 140]. 
Andrew M. Odlyzko.* 

Henrici [182, exercise 4.9.8]. 
[225]. 

Canfield [48]. 

Vardi [358]. 

Comtet [64, chapter 5, exercise 24]. 
M. P. Schützenberger.* 

Lieb [250]; Stanley [335, exercise 
4.37(c)]. 

Boas and Wrench [33]. 


* Unpublished personal communication. 


详 后 记 
经 过 半年 多 的 艰苦 努力 ， 这 部 《有 具体 数学 》 中 文 译 稿 终于 完成 了 ! 


这 部 书 的 几 位 作者 都 是 各 自 领 域 久 负 盛 名 的 专家 .，R.L. Graham CS 
恒 ) 是 加 利 福 尼 亚 大 学 圣地 亚 哥 分 校 计算 机 科学 以 及 工程 系 Irwin 和 Joan 
Jacobs 教 授 ， 他 在 数学 以 及 计算 机 的 多 个 领域 都 有 丰硕 的 成 果 .D.E. 
Knuth (高 德 纳 ) 是 斯 坦 福 大 学 末 誉 教授 ， 享 誉 世界 的 著名 计算 机 专 
家 ， 当 今 计 算 机 上 广泛 使 用 的 数学 文献 编辑 排版 系统 TeX 的 创造 者 ， 他 
的 长 篇 巨著 The Art of Computer Programming (《 计 算 机 程序 设计 艺 
术 》， 现 已 出 版 前 三 卷 和 第 四 卷 的 第 一 部 分 ) 为 他 记得 “算法 分 析 之 
父 ” 的 美誉 .第 三 位 作者 O. Patashnik 〈 帕 塔 许 尼克 ) 也 是 一 位 计算 机 专 
家 ，1976 年 毕业 于 耶鲁 大 学 ，1980 年 进入 贝尔 实验 室 工 作 ，1988 年 协助 
Graham 和 Knuth 完 成 了 《具体 数学 》 一 书 ，1985 年 与 L. Lamport 一 道 创 
并 了 文献 目录 系统 BibTeX，1990 年 在 Knuth 指 导 下 获得 计算 机 科学 博士 
i eee eee 























这 部 《有 具体 数学 》 是 当代 计算 机 科学 基础 方面 的 一 部 重要 著作 ， 也 是 一 
部 极 好 的 教材 ， 其 内 容 由 作者 们 以 及 知 干 学 生 和 同行 多 年 来 在 斯 坦 福 大 
学 以 及 其 他 多 所 大 学 开设 的 同名 访 程 罕 积 而 成 ， 内 容 涉 及 递归 式 、 和 
式 、 儿 个 取 整 数值 的 函数 、 初 等 数论 基础 、 二 项 式 系数 、 夺 干 特殊 的 
数 、 生 成 函数 方法 、 初 等 概率 论 以 及 渐 近 分 析 初 步 等 ， 共 计 九 半 . 书 中 
的 解说 深入 浅 出 ， 妙 趣 横生 ;习题 丰富 ， 层 次 分 明 ， 且 均 附 有 或 详 或 简 
的 解答 ， 书 末 还 附 有 非常 详尽 的 参考 文献 ， 可 供 有 兴趣 的 读者 进一步 研 
读 参 考 . 这 部 书 既 可 作为 计算 机 科学 基础 教学 ， 又 是 数学 、 计 算 机 等 专 
业 各 层次 研究 工作 者 左 有 参考 价值 的 参考 书 ， 值 得 癌 读者 广 为 推 荐 . 


这 部 书 中 在 许多 页 含有 页 边 涂 鸦 ， 这 些 涂鸦 有 的 是 来 自 过 去 时 代 菏 位 著 
名 学 者 的 手笔 ， 有 的 来 自作 者 的 学 生 们 或 其 他 人 的 评论 . 这些 深 鸦 或 平 
淡 ， 或 深刻 ; 或 严肃 ， 或 幽默 .相当 多 的 涂鸦 中 含有 双关 语 ， 并 涉及 拉 
丁 语 、 俄 语 、 德 语 、 法 语 以 及 较 早 时 代 的 英语 等 多 种 语言 (其 中 虽 有 少 
量 希 腊 语 涂 猩 ， 但 给 出 了 中 文 翻译 ) . 译 者 虽然 早 就 懂得 语言 对 于 一 位 
致力 于 科学 研究 的 工作 者 开阔 视野 极其 重要 ， 也 曾 在 多 年 学 习 和 工作 的 
过 程 中 勉 力学 习 多 种 外 语 ， 但 从 未 学 习 过 拉丁 文 以 及 布 腊 文 ， 对 稍 早 时 












































代 的 英语 也 素 无 研究 ， 所 以 这 部 书 在 语言 方面 也 成 了 译 者 有 生 以 来 翻译 
过 的 最 感 困难 的 一 部 著作 .幸好 有 原 书 前 两 位 作者 的 大 力 帮 助 ， 尤 其 是 
Knuth 教 授 ， 耐 心地 回答 了 我 们 在 翻译 这 本 书 的 过 程 中 提出 的 无 数 问 
题 ， 才 终于 使 我 们 完成 了 这 部 著作 的 翻译 工作 . 在 此 ， 我 们 首先 要 癌 作 
者 在 翻译 过 程 中 提供 的 慷慨 帮助 表示 应 心 的 感谢 ! 此 外 ， 我 们 还 要 问 家 
人 表示 深 深 的 谢意 ， 他 们 为 我 们 的 翻译 工作 提供 了 不 受 干扰 的 环境 和 安 
侈 的 生活 ， 使 我 们 的 工作 速度 有 了 可 靠 的 保证 . 最后， 我 们 还 要 回 这 本 
中 文书 的 编辑 们 在 编辑 和 出 版 这 部 中 文 版 的 过 程 中 所 给 予 的 大 力 文 持 和 
或 励 表 示 感 谢 . 图 灵 公 司 多 年 来 一 直 致 力 于 出 版 引进 高 水 平 的 学 术 著 
A 
赞 黄 和 钦佩 ! 


顺便 指出 ， 译 者 在 本 书 的 翻译 过 程 中 发 现 的 个 别 错误 或 不 当 之 处 得 到 了 
原作 者 的 确认 并 在 中 文 版 中 做 了 相应 的 修正 .作为 原作 者 的 事先 承 
诡 ，Knuth 教 授 还 慷慨 地 通过 他 的 秘书 给 译 者 寄 来 了 文 紧 ， 奖 励 所 发 现 
的 问题 . ) 此 外 ， 为 了 帮助 读者 理解 书 中 的 某 些 习 语 或 内 容 ， 我 们 在 认 
为 必要 的 地 方 添 加 了 译 者 注 ， 和 希望 能 对 读者 有 所 帮助 . 尽管 尽 了 最 大 的 
努力 ， 由 于 译 者 水 平 限制 ， 书 中 不 免 仍 会 有 不 足 甚 至 请 误 之 处 ， 欢 迎 读 
EDADA. 来 信 可 发 送 至 myzhang@ecust.edu.cn. 


我 们 一 生 的 理想 是 : 传授 科学 思想 ， 宣 传 民主 理念 ， 为 在 中 国 实现 民主 
政治 和 强国 梦想 而 奋斗 ! 愿 这 部 中 文 版 的 出 版 能 对 中 国学 生 和 数学 爱好 
者 有 所 帮助 ， 也 算是 对 我 们 一 生理 想 的 一 点 小 小 的 页 献 吧 ! 
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看 完了 


如 采 您 对 本 书 内 容 有 疑问 ， 可 发 邮件 至 contact@turingbook.com， 会 有 编 
辑 或 作 译 者 协助 答疑 。 也 可 访问 图 灵 社 区 ， 参 与 本 书 讨论 。 


如 果 是 有 关 电 子 书 的 建议 或 问题 ， 请 联系 专用 客服 邮箱 : 


ebook@turingbook.com. 
在 这 里 可 以 找到 我 们 : 


WE @ 图 灵 教 育 : 好 书 、 活 动 每 日 播报 

WE @ 图 灵 社 区 : 电子 书 和 好 文章 的 消息 

WE @ 图 灵 新 知 : 图 灵 教 育 的 科普 小 组 

微 信 图 灵 访 谈 : ituring_interview， 讲 述 码 农 精 彩 人 生 
nia 图 灵 教 育 : turingbooks 














